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PRÉFACE. 


Ces  Leçons  daient  de  bien  Imiglcnips  déjà,  far  elles 
sont  essenlitillement  le  cours  que  moti  illusirc  el  vénéré 
maître,  AugniLm  Cauchy,  a  fsii  de  i!j.;o  à  i83o  à 
l'École  Polftedmique  et  à  la  Farulté  des  Sciences.  Je 
l'avais  fidèlement  recueilli  et  rédigé;  Caticliy,  de  son 
cillé,  a  fait  imprimer  dans  ses  Exeivices  de  Mathémati- 
ques et  dans  ses  Nouveaux  Exercices  de  Géométrie  etde 
Physique  analytique,  les  iL^rics  plus  complètes  qui, 
comme  celle  des  moments  linéaires  et  de  la  recherche  des 
équadoos  générales  d'équilibre,  faisaient  la  base  de  sou 
enseignement.  De  i838  à  i843,  j'ai  pris  ces  Leçons  anto- 
graphiées  pour  leiic  du  cours  que  je  faisais  à  l'Ecole  Nor- 


niale  ecclésiastique  du  l.i  lue 

des  Pos 

it'Sj  ei  si  Tincident 

douloureux, doiiij'ai  rendu  ro 

iinple  da 

uslaptéfacedemes 

Leçons  de  Calcul  iuic-gral,  n 

'éiaii  ps 

mon  existence,  elles  auj aient 

paru  il 

y  a  longlemps.  La 

pensée  d'eu  reprendre  l'iuipr 

instant,  depuis  vingl-qiiaii  e  a 

n^-,ell<^ 

depuis  que  Cauelij  ti'csi  plu; 

ardais  celle  publi- 

;ié, pai 

ée  qu'à  mes  ^ycux 

l'enseigiiemeul  des  Mathéiiial 

iques  s 

Caucliy  l'avaiiconipi'is  et  l'av. 

ail  fait,  1 

5.aili;euseia,ien!'enl 

classique  par  excellence.  Mais,  liclas  !  j'ai  toujours  élé 
depuis  celle  époque  dans  une  situation  tuatérii'Uu  ou 
morale  qui  me  condamnait  loreénienl  à  ue  jamais  faire  ce 
que  j'aurais  voulu,  à  faire  toujours  ce  que  je  ne  voulais 
pas.  Sanh  place,  sans  chaire,  sans  appoiuiemeuts,  obligé 
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d'aller  toujours  au  plus  pressé  pour  gagner  ma  via  el  la 
vie  (le  eeux  que  la  bonne Proviilence  meilaità  ma  charge, 

^  (^..Qmirir,i|Hossin„,lii  C„!cuî,l.'s  vu, i<,lù,„.s{»i  atliL-- 
VFC,il  mo  jwul  ii-o^  Jiu-Je  blsi,-r  cnloui  ,lans|lrs .  ai  (..ris 

lout  où  reuseignemenL  (les  IVlaihéiiiaiiques,  graniiemenl 
amoindri,  demande  d'ui^nce  à  être  relevé,  où  la  Méca- 
nique n'est  plus  représentée  en  France  que  par  les  Leçons 
trop  élémentaires  de  Navicr,  de  Duhamel,  de  Slunn. 
Jenemia  donc  à  Tueuvri',  ol  je  commençai  une  impres- 
sion fatalement  empâchée  par  une  foule  d'obstacles  im- 
prévus. On  ne  saurailse  figurer  ce  qu'absorbent  de  temps 
Iftrëdaciion  conscicncieused'un  journal  comme  le  Co.'mof 
orx.Xea Mondes,  et  la  mission  de  vulgarisation  k  lat^uelle 
je  ti'ai  pas  pu  me  soustraire.  Mais  voici  que  j'ai  pit 
aohevei>  enfin  le  preinîer  volume  de  ce  grand  ouvrage  ; 
la  Statique  anatyrùjue  des  corjts  solides  et  des  syslèntes 
de  points  maièriels. 

régnâmes,  en  présence  de  programmes  d'enseignement 
profondément  bouleverses,  au  grand  dt'trimcnt  de  la 
2)rospérilé  et  des  progrès  en  France  des  Sciences  mathé- 
matiques, une  faute  et  presque  un  délit  dont  j'ai,  avant 
tout,  à  mejusti6er.  Je  public  les  Leçons  de  Cauchy,  je 
devais  donc  lui  rester  fidèle.  A  l'époque  où  Caurhy  ensui- 
gait,  personne  n'aurait  eu  l'idée  de  commencer  l'élude  de 
la  Mécanique  analytique  par  la  Cinémalicmc,  qui  n'cNisiait 
pas  encore,  ou  par  b  Djnamiqiu'.Ou  suivant  aloi'ù  la  niar- 
cbc  naturelle  et  plu=  fai  ilo  i!u  ï-liii|)le  un  compnsé.  Parce 
que  l'idée  de  repos  est  plus  élémentaire  quul'idéede  mou- 
vement, en  ce  sens  qu'il  n'exige  point  de  cause  ^  parce  que 
la  Statique  ne  considère  que  la  tendance  au  mouvement 
et  sa  possibilité,  tandis  que  la  Cinémalique  et  la  Dyna- 


P&ËFACE.  XXIII 

miquc  ineitt'nt  en  jcit  lu  inouvcmeiil  cl  le  temps,  le  dé- 
placement  re'cl  dans  l'espace  et  cj.-ins  le  lemp.:,  on  débu- 
tait par  la  Statique.  F.i,  en  elVet,  si  l'itléede  point  matériel 
et  de  force  est  commune  à  la  Staiiqne,  à  la  Cinématique  ci 
à  la  Dynamique, la  Cînémaiiqite  el  la  Dynamique, qui  lui 
ajoutent  les  idées  de  vitesse  cl  d'accéléraiion,  doivent 
nécessairement  venir  plus  tard.  Si  l'on  objecte  qu'il  est 
mal,  dans  une  science  tonte  de  faits,  d'enipruRter  à  la 
m éta physique  l'idée  des  forces  ou  des  causes  elficicntesdu 
mouvement  qui  ne  sont  li;  plus  souvent  que  des  èircs  de 
raison,  je  répotidrai  qu'en  tout  cas  l'iiiéc:  de  force  est  une 
idée  première,  nettement  déiinie,  dont  ou  ne  pourrait 
affranchir  son  esprit  que  par  un  eSort  contre  nature. 
J'ajouterai  que,  très-disposé  ï  ne  voirdana le moodema- 
tériel  que  dé  la  matière  et  du  motivemetil,  à  ne  donner 
aucune  existence  réelle  à  des  forces  purement  expli- 
catives, comme  l'attraction  nnivenélle  ou  moléculaire, 
je  ne  puis  cependant  me  r^itdra  A  admettre  que  les* 
moufonM  de  traction,  d'impulsion,  de  fentioitj  deprei' 
sion,  ne  soient  pas  des  réalités  positives,  qu'il  est  permis 
de  ramener  d'abord  i  .une  idée  abstraite)  pour  les  repré- 
senter plus  tard  par  des  longueurs  et  par  des  nombres,  et 
les  soumettre  à  toutes  les  opéra tiotisde  la  GcomL'trie  et  de 
l'Analyse,  Or,  la  Statique  ne  fait  pas  autre  chose. 

Il  y  a  sans  doute  du  vrai  da..s  ee  pasfage  de  d'Alem- 
bert  (  préface  de  la  première  édition  du  Tiailè  île  Djna- 
iiiir/iw,  p.w)  :  «Tout  ceque  nous  voyons  bien  disliucle- 

courir;  e'L  dune  do  «elt.- seule  idi'c  quon  d..i!  tirer  îcui 
les  principes  dv  la  M.^.vu.i.iu,  ,  ,,u,„:d  on  les  d^^non- 
trer  d'une  rnaiiu'ie  jiotie  <■!  pi  L'i-ise.  Aussi  ne  bei  a-[-oii  jj.is 
surpris  qu'en  roiijéqnL'nce  dt^  ci'iic  ivllcxitin  j'aie,  pour 
ainsi  dire,  détourné  la  vue  de  dessus  les  causes  motrices, 
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pour  n'envisager  uniquement  que  le  niouvcmcui  qu'elles 
prodnisenl.  m  Mais  d'abord  au  mot  Mécanique  il  faudrait 
dani  re  passage  substituer  le  mot  Dynamique  ;  et  il  n'en 
reste  pas  moins  vrai  que  les  idées  de  repos,  d'équilibi-e, 
de  force,  de  simple  possibilité  de  mouvemeni,  coraplé- 
temenl  iudépciidaules  des  idées  de  déplacement  dans 
l'espace  el  dans  le  temps,  ont  au  moins  aulaut  de  réalité 
objective  Cl  subjective.  Qui  pourrait  dire  que  l'idée  de 
deux  hommes  de  force  égale,  tirant  ensemble  sur  les  deux 
extrémités  d'une  corde  rigide,  cl  se  faisant  muluellemcnl 
équilibre,  n'est  pas  une  idée  positive  et  complète? 
D'AIemberi,  en  outre,  ne  faisait  pas  tellement  abstraction 
des  causes  motrices,  qu'il  cessât  d'attribuer  un  pouvoir 
moteur  rëel  à  la  matière  inerte. 

Pour  Jeter  plus  de  jour  sur  ces  questions  délicates,  qu'il 
me  soit  permis  de  citer  ici  un  passage  digne  d'attention 
de  la  Notice  me  la  vie  et  les  ouvrages  de  Pîerre-Lonis- 
Gêorges,  comte  duBoai,  l'auteur  des  Princîfiesd'l^drau- 
lique,  et  de  son  fils  Louis-Joseph  du  Ruai,  capitaine  au 
corps  du  génie,  par  M.  Barré  de  Saint-Venant.  Cet  opus- 
cule, très-original,  est  malheureusement  peu  connu,  parce 
qu'il  n'a  été  publié  que  dans  les  Mémoùvi  de  la  Société 
impériale  des  Sciences,  de  l'j4gn'cullure  et  desÂru  de 
Lille,  aauée  i865. 

K  Dans  les  trois  Mémoires  sur  la  Dynamique,  im- 
"  primés  in-4"  chez  Didot  en  i8a4,  L.-J.  du  iiuat  défi- 
1)  nit  les  forces  accélératrices  de  simples  accroissements 


de  vitesse,  el  les  forces  m 

olricea  d. 

;s  produits  de  .es 

:^s,.saMsd. 

L'fiuir  ces  dernières 

quantités.  11  observe  que  1. 

nml  Jo 

rc.  a,  dans  l  usage 

ordinaire,  uni:  sij;iiilicatLui 

i  différen 

te;  qu'on  désigne 

ainsi  la  cause  qui  produit  1 

le  mouvc 

soil  Janslesélresanuncs,  s 

oildausl 

les  propriétés  de  la 

matière;  mais  que  la  Méci 

e  considère  et  ne 

PRÉFACE. 

XXV 

SUIT  los  forws         dans  Icii.s  ffi 

t!iii^"nil  d.-3 

>.  cju. 

»  du 

uiQUvoj.iciil,       <|uc  ,Vsl,  |),ir  ■ 

»  abi 

[x-ger  !'cxpii.'ssioii,(|iii'  l'ou  donne 

,  IVikl  II-  nom  du 

u  U. 

:ause,  cïlc.SauscL'Hcii'scrvc.ou  ave 

»  du 

Buat  emploie  le  mot  force  dant  la 

suite  de  ses  Më- 

»  moirvj....  Ampère  (t'est  toujours  M.  de  Saint-Yeiiatil 
V  qui  parle)  nie  disait  en  i834  que  ces  Mémoires  du  fila 
»  de  du  Buat  étalent  faits  avec  beaucoup  de  talent,  et 
»  fournissaient  ainsi  la  preuve  quV/  serait  à  jamais 
»  impossible  de  faiiv  une  Mécanique  sans  J'omis  envU 
»  sngi!cs  et  caiciilécs  coninio  telles.  Il  est  permis  de  ne 
Il  ]ia9  acquiescer  n  cette  deuxième  partie  du  jngcmenl 
n  porti;  par  l'illustre  Ac3d(!micien,et  de  ne  point  engager 
n  ainsi  l'avenir  le  plus  éloigné.  Le  sage  Ecossais  IU:id, 
»  le  philosophe  uioJernc  le  moins  rêveur  (|u'il  y  un  eu, 
»  et  clé*  qui  les  connaissances  géoniéliiqucs  venaient 
«  suffisamment  en  aide  n  un  admitablc  bon  sens  pour  lui 

«  plijsieu-ciallitniatitjucs  o;it  de  plus  général,  rciuar- 
II  que  fort  bien  que  leur  objet  n'est  pas  de  déterminer 

Il  pliénoniùncs,  mais  de  déeouvrir  et  d'appliquer  les  lois 

i>  qu'observent  constamment  eeux-ei  dans  leur  succcs- 

D  tioD.  Dans  le  fait,  quel  que  sait  un  problème  de  Më- 

u  canique  terrestre  ou  céleste  proposé,  les  forces  n'entrent 

M  jamais  ni  dans  les  données,  ni  dans  le  résultat  ehcrclié 

n  de  la  solution.  On  les  fait  înlorvenir  pour  résoudre, 

u  et  on  les  élimine  ensuite,  afin  âù  n'avoir  finalement 

»  que  du  temps,  ou  des  distances,  ou  des  vitesses;  comme 

n  en  commençant.  On  conEoii  très-bien  qu'un  jour,  à  la 

»  place  deces  aortes  d'intermédiaires  d'une  uatureocculte 

B  et  métaphysique,  on  puisse  n'introduire  et  n'invoquer, 
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xxyi  pii£fack. 

«  pour  la  solution  des  rlivcrs  problèmes  do  l'orilri?  physi- 

pi  l'appliralinii,  comme  un  ju^f,  A  l'pspècr,  c'est- ;'i-dîre 

11  pour  cliaque  cas  l'actoniplisseuiiTii.  Ce  ni:  sera  pas 
bouleverser  la  seienc,  ce  ne  sera  qu'eu  modifier  le 

»  langage  Il  est  donc  possibleigiic  tes  furecs,  ces  sortes 

n  d'êtres  problématiques,  ou  plutôt  J'adjeelifs  sulislanees 
Il  qui  ne  tout  ni  matière,  ni  esprit,  Êtres  aveugles  et 
»  inconscients,  qu'il  faut  douer  cependant  de  la  mcr- 
»  veilleuse  faculté  d'apprécier  les  distances  et  d'y  propor- 
11  lionner  pooctuellement  leur  intensité,  soient  de  plus 
»  en  plus  expulsées  et  écartées  des  sciences  mathéma- 
n  tiques.  Elles  feraient  place  aux  lois  non-seulemenl 
B  géométriques,  maïs  aussi  physiques,  qui  règlent  les 
D  circonstances,  les  durées  et  les  grandeurs  des  cbange- 
»  ments  de  vitesse  et  de  situation;  et  cela,  quel  qu'en 
Il  soit  l'agent  excitateur,  unique  ou  multiple,  ayant  ou 
>i  n'ayant  pas  grandeur  et  direcliou  variables  comme  les 
»  cbaogements  produits.  Le  temps  n'est  peui-^ire  pasbien 
Il  loin,  où,  sans  nîer  aucunement  le  principe  de  caiisa- 
»  lité,  qui  appariicnt  à  une  s]ilière  (l'idêes  plus  élevée, 
.1  mais  en  laissant  la  eMn>e  .>«  les  .■,iu?es  à  leuj'  vraie 
.1  place,  qui  n'est  point  la  physique,  on  renoncera  à  la 
11  prétention  d'en  Taire  un  sujet  de  calculs.  Aujourd'hui 
eejlaioes  loculions  ou  alliances  de  mois,  leiles  que 
>.  forces  (l'inenie,  travail  ,ri„c;l,c,  serveiil  ulilemeut 
n  sans  doute  à  ôlablîr  l'homogénéité,  en  remplaçant  dans 
»  le  langage  les  faits  par  des  causes,  nu  le  \isil>lepar 
»  l'occulte,  de  manière  à  n'avoir  que  des  équations  entre 
n  causes.  iMais  on  trouvera  sans  doute  le  moyen  de  rem- 
»  placer  ces  loc  utions  pur  d*antr<.>B  u'ofirant  pas,  comme 
u  celles-ci,  quelque  chose  de  coDtradicloire,  et  opérant 


>  dans  le  mimobut  tme  siibstinuion  înverse;oii,  pour 
■  mieux  dire,  de  n'exprimer  plus,  en  Mécanique,  que 
»  les  faiu  r^els  de  temps  et  d'espaec,  ea  énonçant  et  en 
n  appliquant  les  lois  de  lear  sucecssîoii,  u 

M.  (le  Soint-Vcnaiit  est  allé  plus  loin  :  il  h  passé  de  la 
spéculation  à  la  pratique,  en  publiant, en  i85i,  chez  Ba- 
ehelier,  ses  Principes  de  Mécanique  fonàéssurla  Ciné- 
matique (in-4'>lîtbograpU<). 

Ces  lignes  renferment  lont  ce  que  l'on  peut  opposer  de 
plus  fort  au  parti  que  j'ai  pris  tic  commencer  l'cnscigRe- 
mciit  (le  la  Mécanique  par  la  Statique,  en  la  fondant  SUF 
la  notion  de  U  force  et  du  point  matériel.  Or,  il  suffira 
de  quelques  réflexions  exposées  sans  ardre,  ponr  pronver 
que  j'ai  eu  raison  de  rester  fidèle  auxdoclrinet  deCauclij. 

1°  Et  d'abord, du  Buat  ne  renonce  pas  pins  que  d'AleiU' 
bert  k  l'einplni  du  mot  forcrs  pi  à  leur  mise  en  jeu;  comme 
d'Alembcrt  encore,  il  attribue  un  pouvoir  moteur  réel  A  la 
matière,  ce  qui  est  proclamer  la  forée  une  réalité  dans  le 
cas  le  plus  inadmissible.  Je  fais,  moi  aussi,  grand  cas  des 
espaces  parcourus,  des  vitesses,  îles  accélcrnlions,  miîmc 
de  plusieurs  ordres;  mais  une  fois  admis  le  principe  de 
l'inertie  de  la  matière,  mon  esprit  exige  qu'on  fasse  de 
ces  vitesses  et  de  ces  accélérations  les  effets  des  causes 
dont  elles  mesureiit  naturellement  el  nécesBairemeni 
IHntensilé. 

9°  11  résulte  des  paroles  citées  par  M.  de  Saint-Venant, 
que  je  suis  d'accord  avec  Ampère,  un  de  mes  maîtres  les 
plus  illustres  et  les  plus  chers.  Il  ne  déclarait  pas  seule- 
ment impossible  la  Mécanique  sens  forces:  quoique  ce 
soit  à  lui  que  revienne  l'honneur  d'avoir  divisé  U  Méca- 
nique en  trois  branches  distinctes  :  Statique,  science  de 
l'équilibre  des  forces,  abstraction  faite  du  déplacement 
réel  dans  l'espace,  mais  sans  exclure  la  tendance  au  mou- 
vement, le  mouvement  possible  ou  virtuel;  Cinématique, 
sdence  du  mouvement,  abstraction  faite  des  forces; 
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Dynamique,  «cieiice  des  rapports  dei  forcei  avec  I« 
dépUcemeats  et  les  vitesseï  qu'elles  déierminent  dani 
l'espace  et  dans  le  temps,  ou  des  rapports  des  déplace- 
ments ei  des  vitesses  avec  les  forces  qui  les  ont  engendrés, 
il  s'est  bien  gardtJ  du  défendre  é  ses  tiUves  de  dt'duire  les 
lois  d'é(]uilibie  des  lois  du  mouvement;  il  nous  a  appris 
au  contraire  n  ramener  les  lois  du  mouvement  a\\\  lois 
de  l'équilibre, conmic  l'oDl  fait  du  reste  du  lÎQai,d'Alem- 
berl,  I^agrunge. 

S"  M.  de  Sainl-Venant  nous  permotu  a  - 1 -il  di-  lui 
rappeler  .lu'il  n'cM  pas  uai  que  J^ins  la  solmi.-n  d^s  pio- 
blêmes  de  Mécanique  on  élimine  eomplétt^mcu  le.  l'^i  ces 
pour  n'avoir  firialenicnt  que  du  temps,  ou  des  dislajin-s, 
ou  desvilesBCsP  Par  exemple,  dans  le  problème  du  niou- 
vemeut  des  planètes  autour  du  soleil,  une  des  ét^iialluns 
fondamentales  et  finales  est  eelte  qui  exprime  que  la 
force  qui  fait  graviter  les  astres  agit  proporiitinncllement 
aux  masses  et  eu  raison  inverse  du  carié  de  la  vitesse.  Js 
veux  bien,  je  veux  même  plus  que  tout  autre,  que  cette 
force  ne  soit  qu'explicative,  que  tout  se  passe  eommu  ai 
les  corps  s'attiraient,  saus  que  l'atlraction  soit  réelle;  je 
conçois  m£mc  que  l'on  remplaec  cette  force  explicative 
par  l'accélération  qui  est  une  réalité  et  sa  mesure  véri- 
table; mais  je  n'en  maintiens  pas  moins  qu'ici,  comme 
dans  une  foule  d'autres  exemples,  la  notion  de  force  al- 
traeiive  est  très-naturelle,  invincible  même,  qu'elle  n'a 
absolumutii  rien  de  contradictoire,  matliématiqucmeni 
parlant,  que  sans  elle,  au  contraire,  la  Mécanique  céleste 
ne  sciait  plus  intelligible. 

4°  Que  M.  de  Saint- Venant  veuille  bien  ausoi  le  romar- 
qucr,  les  fortes  ou  causes  du  mouvement  que  nous  intro- 
duisons dans  la  Statique  et  la  Uj.-aniiqne  ne  so^.l  nulle- 
ment ces  printipesde  causalité  pliv.sique  et  nii^iapliysique 

élevée.  Nous  ne  cherchons  pas  du  tout  comment  peuvent 


se  produircla  traction,  l'impulsionja  pression, la  tension, 
l'atiraction  qui  n'est  qu'une  rractiuu  mmnelle  idéale,  la. 
répulsion  qui  n'est  qu'une  impulsion  mntnelle  hypotbé- 
tiquc,  etc. Nous  voyous  seulcinciii,  dans  ces  réalitésoudans 
ces  idéalités,  des  grandeurs  mathématiques  que  nous  repré- 
seutoDS  par  des  longueurs  d'abord,  puis  par  des  nombres 
rapports  de  ces  grandeurs,  et  que  nous  sotimettons  an 
calcul,  SBU9  que  la  notion  prïmitivede  forces  cesse  d'èlrc 
présente  à  notre  esprit,  alors  même  qu'elle  se  transforme 
en  déplacement  dans  l'espace  et  dans  le  temps,  m  vitesse 
et  en  accéléra  lion. 

5"  Certains  esprits  trouvent  étrange  qu'on  définisse  la 
force  une  cause  de  mouvement,  alors  que  le  mouTemeni 
devient  lui-mÈme  une  cause  de  mouvement  et  par  consé- 
qucut  une  force.  Je  ne  tomprcnds  rien  à  ce  scrupule  exa- 
géré. Par  là  môme  que  le  mouvement  est  l'eirel  de  la  force, 
OU  qu'il  est  né  de  la  force, il  a  en  lui,  si  nous  pouvons  nous 
exprimer  ainsi,  la  réalité  de  la  force  et  peut  produire  ce 
qu'elle  produisait.  Qui  pourrait  nier  que  la  pierre  lancée 
par  la  main,  emmagasine  et  emporte  avec  elle  l'effort 
exercé  par  la  main,  et  quelle  peut  par  conséquent 

En  résumé:  il  esllégitîme,  premièrement,  de  conserver 
U  notion  de  forces,  inséparable  de  notre  nature,  et  à  la- 
qiteile  on  ne  renoncenût  que  pour  y  revenir  malgré  soi^ 
ieeondement,  il  ett  non  moine  légitime  de  commencer 
par  la  Sutiqœ  fondée  sur  la  seule  idée  de  forces,  et  de 
forces  se  faisant  équilibre,  tandisqne  la  Cïnéoutiqde,  par 
cêlaliaMnfttijue-dans  son  enseignement  actuel  elle  com- 
prend  In  â^MéHitions,  implique  a  la  fois  et  l'idée  de  force 
et  l'idée  de  déplacement  dans  l'espace,  tandis  que  la 
Dynanûque  k  l'idée  de  forces  ét  de  déplacement  dans  l'est 
pace  ajoute  encore  l'idée  de  temps  ou  de  déplacement 
dansle  temps. 

Et  qu'on  ne  dise  pa»  qu'en  introduïaanL  dam  laStaiiqne 


la  notion  de  vitesMTÎrineUe  nomnouRineiUnueticoiilr»- 
dîction  avec  nous-rafime  !  Sturm,  esprit  excellent,  qui  ne 
montra  jamais  de  tendance  au  paradoxe,  a  depuis  long- 
temps fait  bonne  justice  de  ce  semblant  d'objection,  et  on 
nous  permettra  de  rappeler  ce  qu'il  disait  peu  de  temps 


avant  sa  mort  (ATertissemcnt  de  son  Cours  de  Mécani- 

que édité  par  M.  Proubei  ; 

Paris,  Baclicl; 

cr,  i86i). 

c  à  rexpérienc 

c  la  noti 

m  du 

.  poii.i  i,)«uiriel  cl  cllk.  d 

ces  soûls 

prin- 

D  di.es  elle  s'achivo  coum 

purcme.i 

gio- 

.  m«„i,ne.  I,>  Djnnmi., 

j  c!u  la  Si 

lique 

Il  par  l'inti'ocluclioii  de  pi 

iioiiveik' 

.  tout 

11  à  fait  tlraiigéres  A  la  Sij 

LuUi-.  ii;.Lm- 

le  iiiouYC 

lient, 

ij  la  ijiassf,  le  lem]is.  Daii 

11,1  .loi)  donc 

1,  on  l'on 

la  SLiili!|uo.  Mais  Iious 

aïoiis  iliaiiy 

ù  lim  <■<: 

rpar 

Il  plulôl  on  a  diaiigé  tout 

L-Ia!Lcs  condi' 

.o„sdV<,, 

ilibre 

D  sont  indépendantes  des 

idées  de  tem 

Il  ment.  Il  ne  faut  pas  din 

1  que  le  théorème  des  v 

»  virtuelles aoÎL  le  principp  de  la  Siaiiqu 

i  que 

»  lu  résumé.  Le  vérilaLlu  principe  esi  le  ihûorème  de  la 
M  compoiîlion  des  forces.  i> 

D'accord  avec  Sturm,  quant  bu  fond,  je  me  permets  de 
me  séparer  de  lui  dans  quelques  détails,  et  ce  que  je  vais 
dire  jettera  un  jour  nouveau  sur  les  questions  délicates 
que  nous  avons  déji  disent^.  Nous  n'admettons  pas  que 
lès  notions  du  point  matériel  eidela  force  soi eot  emprun- 
tées à  l'expérience;  ce  sont  au  contraire  deux  notions 
abstraites  de  notre  esprit  comme  loules  les  grandeurs 
géouK'Hiqucs,  de  sorte  que  la  Statique  analytique  est 
essentiel  le  [Ht  ni  unu  liludw  jualliématique.  C'est  comme 
telle  que  je  loUVe  à  mes  lecteurs,  et,  parte  que  je  la  voulais 
ainsi,  j'ai  adopte  les  méthodes  de  Cauchy  qui  sont  ton- 
jours  des  chefs-d'œuvre  d'analyse.  Sous  ce  rapport,  l'ou- 
rrage  quo  je  publie  avec  confiance  et  aégcuiî té  contribuera 
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à  ralever  ea  Frauce  l'ens^gnement  ua  thématique,  dont 
lout  le  monde  avoue  l'aflaiblîaiement  et  la  décadence. 
Chose  étrange!  pendant  que  l'école  allemande)  noti-e  ri- 
va1eaulreroÎ5,noiremattresseaujourd'hut,  reste  fidèle  aux 
principes,  à  la  manière,  aux  noutions  de  Caucliy,  en 
France  chacun  se  fait  une  méthode  et  des  procéd(!s  à  lui, 
médiodc  hybride,  mûlange  incousidéré  d'analyse  et  de 
gcoinéirie;  procédés  indirects,  sortes  de  petits  tours  de 
force  imaginés  dans  c'hac]iie  cas  particulier  pour  1^5 
besoins  du  niomcnl,  mais  qui  ne  constituent  pas  un  cuseî- 
gueuieiit  logiqiii;  H  couiplct,  <|ue  rien  ne  i;rave  dans 
l'espj-it,  L't  qui  lie  pa.-.  à  IV-luik  lk■^  u'uvies  des 

CaucLy  je  l'ai  introduite  dans  la  5latji|ui',  purcc  cju'clle 
se  rattache  esscnticneineul  à  In  notion  de  la  force,  du 
corps  et  mËmc  du  puini  matériel.  Je  suis  d'ailleurs  ioii- 
memeut  convaincu  <[ue  la  matière  nu  les  corps  sont  for- 
més csscntiellem<.'nt  de  points  matériels,  non  pas  géomé- 
triques, mais  physiques;  et  dans  cet  ordre  d  idées,  force 
est  de  maintenir  plus  que  jamais  l'anelenne  d^nitlon  de 
la  masse:  quantité  de  malière  contenue  dans  un  corps,  ou 
mieux  nombre  d'atomes  physiques  qu'il  couûcDt;  et  de 
la  densité  :  masse  sous  l'unité  de  volume,  ou  rapport 
de  la  quantité  de  matière  au  Tolume  qui  la  contient. 
Outre. que  la  décdmposïiiou  actuelle  de  la  malière  en 
éléments  simples  est  une  vérité  physique  et  métaphysique 
incontestable,  recourir  trop  tard,  pour  définir  !a  masse,  à 
la  vitesse  ou  i  l'accélération  de  la  viicsse,  c'est  certaine- 
ment faire  un  paralogisme,  passer  d'un  genre  à  l'autiv, 
et  marcher  à  rebours,  du  composé  au  simple.  Comment 
une  somme  d'éléments  simples  peut-elle  faire  masse  ou 
poids?  c'est  le  mystère  de  la  matière  et  de  la  pesantem', 
le  pins  écrasant  des  mystères  de  Ii  natnre. 


PaiK|ue  je  snis  en  train  de  rétablir  les  principes,  je 
Teai  répondre  k  cette  autre  question  :  Empruntons-nous 
à  l'espérience  le  théorème  du  parallélogramme  des  forces, 
ou  bien  est-il  une  vérité  nécessaire,  k  la  démonstration 
de  laquelle  la  raison  et  le  raisonnement  suffisent  pleine- 


mentPBeaucoup  de  géomètres,  et  parmi  eui 

:  M.  deSaint- 

Venant,  affirment  que  la  résultante  de  deu:i 

:  forces  et  de 

deux  vitesses  n'est  pas  cssentiellenipiit  repré 

senlée  par  la 

diagonale  c!u  parallélot^raïuniu  construit  : 

*nr  les  deux 

forces  ou  les  deux  vitesses  données.  Ils  ac 

■cordent  qu'il 

en  est  ainsi  dans  l'ordre  de  choses  établi,  niii 

i.  qu'il  pour- 

rait  en  Être  tout  autrement  dans  un  oi.lrc  de 

i-liose^difTc- 

reni,  et  que  par  conséquent  le  paraljékiijr^iii 

ine  dfï  forces 

doit  Être  accepté  comme  une  donnée  d'expéi 

ien.e.Jesuis 

d'une  opinion  diamétralement  opposée;  dans  ma  convic- 
tion indme,  et  dans  la  réalité  des  clioies,  le  parallélo- 
gramme des  forces  est  aDO  vérîté  d'ordre  i  le  fois  géo- 
métrique et  métaphysique.  Deux  forces  de  mime  nature, 
ramenées  à  l'idée  première  de  traction  et  d'impulsion, 
agissant  dans  deux  directions  fermant  un  angle  et  repré- 
sentées par  deux  longueurs,  sont  nécessairement,  essen- 
tiellement équivalentes  i  une  force  unique  représentée 
eu  grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale  du  parallé- 
logramme construit  sur  lea  langueurs  qui  représentent 
les  forces.  La  raison  eu  est  :  i"  que  chacune  des  forces, 
mfme  sous  l'influence  antagoniste  de  l'autre,  doit  pro- 
duire daus  sa  direction  tout  l'effet  dont  elle  est  capable; 
3°  que  les  trois  forces,  les  deux  composantes  et  les  résul- 
tantes, par  la  nature  même  des  clioses,  tendent  à  produire 
et  doivent  produire  un  effet  proportionnel  à  leur  inten- 
sité', or  les  deux  composantes  ne  pruduiiont  leur  maxi- 
mum d'effet,  et  les  trois  forces,  composantes  et  résultantes, 
n'agiront  proportionnellement  à  leur  intensité,  qu'autant 
que  le  mobile  n'aura  aucune  teudance  A  qaîtler  la  diago- 
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nale  da  paMllélograoune  coBStnriL  sur  ]eg  forces,  et  qae 
larésiUtantesera  représentée  en  grandeur  et  en  direction 
par  celte  diagonale.  Cette  déduction,  que  j'avais  conçue 
et  formulée  il  y  a  bien  longtemps,  a  clé  assez  nettement 
exposée  dans  Ifs  if/ort'/e.r,  livraison  du  23  novembre  1866, 
t.  XII,  p.  469,  par  M.  l'abbé  Soufflet,  mon  élève  et  mon 
ami.  Jecroispouvoirajouter  que  s'il  est  difficile,  pour  ne 
pas  dire  impossible,  de  démontrer  leparallélogrammedes 
forces,  c'est  précisément  parce  qu'il  est  une  vérité  essen- 
tielle, un  premier  principe  plus  évident  en  lui-même  que 
tout  ci;  par  quoi  oti  voudrait  l'établir.  Si  Je  l'osais,  j'irais 
pivique  jusqu'à  dire  que  toutes  ou  presque  tontes  les  dé- 
Rioiisiraiioiis  du  parallélogramme  des  forces  essayées  jus- 
qu'ici sout  enlacbées  d'un  cercle  vicieux  visible  ou  caché. 
Par  excmplr,  quand  je  vois  que  dans  la  première  démons- 
traliou  i]Uf  je  doiuip,      6  el  suÏï.,  Il  a  fallu  passer  du  cas 


sidérer  comme  dcftciueuse.  La  seconde  démonstraiiou  de 
M.  Cauchy,  p.  i3  et  suiv.,  comme  celles  de  Monge  ut  de 
Sluriii,  procèdent  par  le  recours  à  l'absurde,  et  tontes  les 
démonstrations  par  l'absurdesont  pour  moi  fatalement  sus- 
pecter, quoique  danscertaiust-ascllcspuisscniélre  exactes. 

Mais  c'est  aâsez  faire  de  la  métapbysiqne,  il  est  temps, 
plus  que  [cmps  de  dire  en  quoi  ce  volume  diffère  prin- 
cipalement des  onrrages  du  même  genre,  et  ce  qaHl 
contient,  nous  ne  dirons  pas  de  nouveau,  raais  de  ppupre 
ou  de  caracléris^qne.  JjC  fond  est  de  M.  Caueby  :  on  y 
trouvera  tout  ce  qui  a  été  publié  sur  la  matière  par  l'im- 
comparahle  géomètre  ;  mais,  comme  pour  le  Calrul  diffé- 
rcntiel  et  le  Calcul  intégral,  j'ai  consacré  une  large  place  à 
l'analyse  des  travaux  accomplis  par  les  auteurs  de  Traités 
ou  Mémoires  relatifs  i  la  Mécanîqac  analytique. 

Le  couple  de  Poiusot  joue  on  très-petit  rôle  dans  ma 


plnssim, 
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Statique:  c'est  à  peine  si  je  lui  ai  consacré  quelques  pages. 
C'est  que  le  couple  est  esscnli  elle  ment  une  coni;cptTOii 
géométrique,  tandis  que  le  moment  linéaire  introduit  par 
Cauchy,  quoique  géométrique  aussi  dans  sa  déiiniiioQ 
première,  se  prête  admirablement  bien  à  l'analyse. 

J'aurais  pu  renvoyer  au  Calcul  intégral  la  plus  grande 
partie  de  la  septième  Leçon,  consacrée  à  la  détermination 
des  aies  de  courbe,  des  surfaces  courbes  et  des  volumes; 
maisCauchy  croyait  nécessaire  de  revenir  dans  son  Traité 
de  Mécanique  sur  ces  notions  Tond  a  mental  es,  et  j'ai  laissé 
la  Leçon  telle  qu'il  l'a  écrite. 

Dans  la  builième  Leçon,  je  me  suis  fait  un  devoir  de 
réunir  le  plus  grand  nombre  possible  d'exemples  de  la 
détermination  du  centre  de  gravité,  parce  que  les  théories 
nederiennent  tout  à  fait  familières  â  l'esprit qae  par  de 
nombretisea  applications. 

La  nenTièrae  Leçon  est  une  des  dernières  rédotrlioiis  de 
Csuchy,  elle  fait  double  avec  la  septième;  mais  mon 
matlrey  tmaîtbeancoup,  quoiqu'elle  fût  peot-fi ire  moins 
digne  de  sa  hante  réputation,  et,  après  beaucoup  d'fiéri- 
tadons,  je  me  sais  décidé  i  la  reproduire  en  l'abrégeant. 
Elle  contient  d'aillaura  beanconp  de  notions  et  de  défi- 
nïlitms  ïmportsntes  et  précises  ;  elle  m'a  permis  aussi  de 
combler  une  lacune  trèa-r^rettable  de  ions  les  Traités 
de  Géométrie,  en  définissant  et  caractérisant  mieux  qu'on 
ne  le  fait  ordinairement  l'égalité  de  deux  rapports  com- 
mensurables  ou  incommensurables. 

La  dixième  Leçon,  toute  neuve  pour  la  France,  ré- 
samennedes  plus  belles  synthèses  de  Mœbius  et  de  Min- 
dingi  elle  donnera  une  idée  des  progrès  accomplis  en 
Allemagne.  Je  n'ai  guère  fait  que  traduire  la  rédaction 
de  mon  savant  ami  M.  Broch,  de  Cbristiania,  dont  la 
dfécamçue  en  deux  volâmes  m'a  été  à  grand^nent  utile 
pour  l'«dièvement  de  ce  Traité.  L'af^Kcstion  de  celte 
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curieuse  théorie  à  la  recherche  des  conditions  d'équilibre 
des  corps  à  la  fois  pesants  et  magnétiques  est  très-simple 
et  je  ne  devais  pas  l'omettre. 

La  onzième  Leçon  est  presque  littéralement  une  des 
Leçons  de  Physique  mathématique  données  par  Ampère 
au  Collège  de  France.  La  transformation  de  l'équation 
de  la  chaînette  et  le  mode  de  calcul  de  ses  deux  coefn- 
cienli  wnldeM.  Broch,  ainsi  que  le  tableau  numérique 
que  j 'au rats  pu,  è  la  rigueur,  laisser  de  côté.  La  chaî- 
nette d'égale  résistance  de  Coriolis  ne  mt-ri lait  pas  l'oubli 
auquel  an  l'a.  condamnée;  on  la  retrouvera  avec  plaisir. 

La  douzième  Leçon  est  ici  taînemcnt  un  des  cliefs- 
d'teuvrcdi;  Cauchy  ;  ji!  la  recommande  d'autant  plus  à  l'at- 
tention de  mes  lecteurs,  qu'on  icnd  à  lui  substituer  d'an- 
tres théories  qui  n'ont  ni  la  même  généralité  ni  la  niËme 
rigueur.  La  démonstration  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles est  admirable  d'élégance,  mais  le*  vitesses  virtuelles 
n'y  font  leur  entrée  que  comme  moyen  accessoire  d'ëli- 
minatioB,  et  voilà  pourquoi  je  lui  ai  joint  la  démonstra- 
tion d'Ampère,  plus  indépendante  et  plus  directe,  facile, 
en  outre,  i  coaverUren  détnonitration  purement  géomé- 
trique, de  manière  à  pouvoir  entrer  dans  les  éléments  de 
Mécanique  physique,  dont  le  prïndpe  des  vitesses  est 
l'âme,  àme,  héla»!  méconnue  de  presque  tous  les  auteurs 
français  modernes. 

J'ai  puisé  les  matériaux  de  la  treizième  Leçon  dans  le 
Traité  de  M.  Broch-,  elle  est  belle  dans  sa  simplicité,  et 
je  la  recommande  spécialement  aux  jeunes  gens  qui  se 
préparent  à  la  licence  ou  au  doctorat.  Le  passage  du 
polygone  funiculaire  à  la  chaînette  est  de  bonne  et  sa- 
vante analyse.  L'application  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles au  cas  de  forces  invariables  agissant  sur  un  corps 
mobile  dans  l'espace  est  intérrasante, 

La  quatorzième  Leçon,  Jfej  changements  deeoordon- 


néùs  dans  les  qtu-slioiis  ili-  Mccuiiùfitr,  ost  neuve,  et  j'y  ai 
réuni  eu  Cjui  a  élé  piililic  sur  et',  sujet  jiar  les  aulcars 
moderncB.  LVnuinéraliou  de  celli's  drs  forirlions  de  coor> 
donni''tis  qiij  ne  diangint  pas  ihns  le  passage  d'un  sys- 
tème i\  I  juu  11  l'sl  11  Os-irii|uii  la]iLo ,  cl  i^Ui:  n'avait  pas  élé 
failc  assi  z  tuiii])léLfiiici)I.  Quiiique  l;i  iDiiniLTCaHatytiiiue 
de  RI.  Laiju'  soii  tout  à  t'ail  illllt-n'iile  di-  relie  dcCauclij, 
je  liovais  pas  iiéi^lii^cr  foneii<m-de- point ,  ses 
cooLiioii liées  OUI  vilii^iiis  et  se^  suifaios  oilhoiionales. 
L'élalilissemeiit  des  eondilioiis  d'oiiliogonalitr  cl  l'éva- 
lualion  des  piii  aïuètres  dilliiroiilirls  lîu  jin^iuiei  el  ilu  se- 
cond sont  ai'ide.s  el  diflieiles,  surtout  eu  raisou  des  iiola- 
tions  [lar  Ijop  arbitraires;  mais  elles  noiil  ïlidispi'nsables 
à  ceux  (|ui  voiidioui  lire  les  cuvants  Traités  de  l'élasticité 
el  de  la  (  lialeiir. 

Jusqu'ici,  Je  ne  sais  pourquoi,  on  ix-iivoyait  ]a  iliéorïe 
des  momen la  d'inertie  et  àea  rayonsdegyraiion  à  U  Dyna- 
mique, oà  «Ile  avait  rinconrénient  grave  d'iuicrrompre 
oude  scinder  en  deux  la  tliÀiriecapitale  du  mouveœenide 
rolation  d'up  curpg  auloar  d'on  axe  ou  d'un  point  fixe. 
Elle  se  ratioclic  uatuiGlIemi'ni  à  l'étude  des  cban^menu 
de  Goordonuées;  on  me  saura  gré  de  l'avoir  déplacée 
et  de  lui  avoir  consacré  deux  Leçons  tout  entières, 
la  quiauème  et  la  seizième;  je  l'a!  faite,  d'ailleurs, 
aussi  complète  (|uc  possible.  Incomplète  chez  Cauchy, 
la  dcmouslration  de  ta  réaiilc  des  trois  racines  de  l'équa- 
liou  du  iroisième  degré  ne  laisse  ici  rien  à  désirer.  J'ai 
pris  dans  les  Trailés  de  M.  Brocli,  de  M.  Macquorn 
Raiikine  et  du  H.  P.  Jullicn  louies  les  applications  inté- 
ressantes ou  iiisiiui:[ivcs,  saus  omettre  le  tableau  de  U 
page  jsS.  La  seizième  Leçon  est  tout  à  fait  capitale, 
et  elle  demandera  une  élude  particulière,  d'autant  plus 
que  les  problèmes  qu'on  y  résout  n'ont  nullement  fixé 
l'atteution  des  géomètres  français.  La  manière  dont 
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M.  Petlin  rattache  la  surface  des  ondes  de  Fresnel  à  la 
ih&irîe  des  moments  d'inertie  et  des  axes  de  gyration  est 
aussi  originale  qu'imprévue.  Je  me  serais  fait  un  scru- 
pule de  laisser  cnlîèrcmciil  de  côté  la  précieuse  addition 
que  celte  iiit'iiic  ihcorii^  doit  à  M.  llatoiidclaGoupilliëre, 
et  je  me  félicite  d'avoir  ouvurt  le  premier  les  portes  de 
renseignement  classique  au  momi;iit  d'axe  et  au  para- 
mètre du  moment  de  cet  habile  ^éaniètre. 

La  dîx-sepiièmo  Leçon  esi  rexjiosc  le  plus  diipci,  le 
plus  rigoureux  el  le  plus  pnrfnit  :i  In  fois  df  î.l  giaiidc 
et  belle  iliéoric  âc,  l'ultraciioi,  roi-ps  ;  on  ]^  doit  a 
M.  Diriclil.-l,  et  j'avais  dO]:,  pi.hllc  l.i  parlir  analvliquc 
de  œl.,-au  irasail  dai.s  mvs /,«v,/,.w/,- O.A  /i/ /«/rè'-v»/. 
La  rédaciioii  qui'  j'i'n  douïn;  aujnurd'liui  a  rir  faile  par 
M.  Broc!.,  et  l'on  ^elonui^r^  qu'il  ail  pu  tl!-l)Iir  i.  si  peu 
de  frais  des  lliéorcm,-.  auxqurl.  l  illu.i,,.  aninir  delà 
Méciinique  céleste  airivi'  si  Iij|ii;uf;iTii'iii  et  ptiiible- 

En  réalité,  cet  exposé,  beaucoup  plus  complet  qu'on 
n'aurait  même  pa  l'espérer,  suffisait  amplement;  mais 
îl  est,  relativement  à  l'atlraclion ,  des  ihêoièines  célèbres, 
ceux  de  Newton,  deMacIaiiHn,  d'ivory,  auxquels  on  ne 
doit  pas  rester  étranger;  et  le  plus  émînent  de  nos  géo- 
mètres modernes,  M.  Cliasies,  est  arnvé,  par  une  voie 
très-diflé rente,  à  présenter  la  théorie  de  l'attraction  des 
corpssousun  joursynilié^qiuqnî  fait  mieux  ressortir  une 
foule  de  propriétés  nonvelles  ou  de  théorèmes  nouveaux. 
Gr&ce  à  l'aOeciion  dont  il  veut  bien  m'Iiooorer,  j'ai  pu 
consacrer  aux  découvertes  de  M.  Chaslcs  une  Leçon  tout 
entière,  la  dix-huitième,  où  l'on  trouvera  réunis  un 
grand  nombre  de  travaux  «pars  dans  les  Mémoires  de 
V jicadémie  des  Sciences,  les  Comptes  rendus,  le  Jour- 
nal de  l'École  Polytechnique  ei  la  Connaissance  des 
Temps,  Les  calculs  de  l'attraction  des  parabolofdes  par 


XXXVIII  VHtFACI. 

M.  Bourgct,  de  l'atlraciion  des  pulyèdrRs  par  M.  Mabler, 
de  l'attraction  d'un  eliipïoïde  par  M.  Mathey,  dans  le  cas 
on  l'action  Élémenlaire  est  en  raison  inverse  de  la  puis- 
sance an  de  la  distance,  sont  à  peu  près  tout  ce  qu'on  a 
ajouté  à  la  vieille  doctrine  de  l'attraction  des  sphéroïdes; 
nous  leoravotis  réservé  une  place  exiguë,  maïs  honorable. 

Dans  la  d!s>neuviènie  Leçon  je  reviens  au  potentiel 
entrevu  par  Laplace,  calculé  par  Poisson,  mais  dont 
Gauss  seul  a  conçu  la  portée,  et  qui  est  aujourd'hui  un 
des  principes  les  plus  fécondsdcs  Scii^nces  ma  tlip  ma  tiques. 
M.Mnd.'h.^rr,  L-rj^lV^ii  rL-m,;r(-ic-.  a  bien  voulu  faire  pour 
la  théorie  <lu  polenliel  le  qn'il  avait  déjà  fait  pour  moi 
des  théories  du  (.'alcul  des  variations;  il  la  ramène  à  une 
simplicité  très-grande,  en  même  temps  qu'il  analyse  avec 
nue  fidélité  absolue  les  beaux  Mémoires  de  Gauss. 

La  vingtième  Leçon  contient  l'application  de  la  théorie 
du  potentiel  à  réiablissemimi  des  lois  des  phénomènes 
du  magnétisme  terrestre,  le  chef-d'œuvre  de  Gauss,  et 
nue  étude  abrégée  des  célèbres  fonctions  P.,  V„  X„  ¥„  de 
Laplaoe,  Poisson  et  L^endre,  rédigée  par  M.  Laurent, 
jeune  géomètre  très-distingué,  qui  continuera  dans  une 
autre  direction  la  gloire  de  son  père,  l'éminent  chimiste 
que  la  France  pleurs  encore.  Le  jeune  répétiteur  de  l'École 
Polytechnique,  qui,  dans  la  Statique,  ne  m'a  prêté  qu'un 
faible  concours,  m'aidera  au  contraire  très^ctivement 
daus  la  rédaction  di'S  deux  autres  volumes  de  cet  ouvrage, 
la.  Dynamique,  V Hydraulique  statique  et  <!ynamiqite. 

II  restait  enfin,  pour  terminer,  à  donner  un  aperçu 
général,  mais  aussi  entier  que  possible,  lonjours  d'après 
Canchy,  de  la  théorie  des  actions  moléculaires.  M.  Barré 
de  Saint-Venant,  élèvt  et  continuateur  du  grand  maître, 
m'a  ofTert  de  la  rédiger,  et  j'ai  accepté  de  grand  cœnr. 
Fatalement  amoindri  dans  notreFrancedont  il  est,  cepen- 
dant,nne  des  gloires  mathématiques  les  pins  pures,  M.  de 
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Sain t-Venant  jouît  à  l'ëtranger  d'une  répuiadon  que  nous 
oieriotts  appeler  grandiose. 

Dans  le  champ  des  théories  «t  des  calculs  relatifs  à 
l'élasticité,  aux  pressions,  aux  torsions,  aux  flexions  avec 
glissement,  il  a  dtivancé  tous  les  autres,  et  II  n'est  per- 
sonne au  delà  de  la  Manche  et  du  Bhîu  qui  ne  ie  place 
au  premier  rang.  Toutes  les  fois  que,  pour  ces  matières 
si  délicates,  je  me  suis  adressé  à  uu  savant  anglais  ou 
alletnand,  je  recevais  toujours  la  même  réponse  :  «Vous 
avei  près  de  vousTautoriid  par  excellence,  M.  de  Saint- 
Venant,  consuItez-lc ,  ccoutcz-li',  siiin'Z-k'.  »  C'est,  par 
exemple,  ce  que  m'érri^  it  un  jour  M.  \ou  Eltingshausen 
à  qui  je  demandais  s'il  avait  ailievc  sa  T/iéoiic  de  l't-las- 
ticité;  il  ajoutait  que  notre  Académie  des  Sciences  a  grand 
tort,  très-grand  tort,  de  ne  pas  ouvrir  son  sein  à  un  géo- 
mètre si  haut  plaeé  dans  l'opinion  des  juges  les  plus  com- 
pétents. Espérons  que  ce  tort  sera  bicu  tôt  réparé.  La  rédac- 
tion des  vingt  et  nulèmc  et  vingt-deuxième  Leçons  de  ce 
volume  ne  peut  qu'ajouter  s  sa  réputation;  je  l'aurais 
comprise  peut-être  autrement,  mais  je  ne  l'aurais  certai- 
nement ni  mieux,  ni  même  aasai  bien  faîte. 

Encore  quelques  souvenirs  d'amitié  reconnaUiante  et 
une  justification.  M.  Radau,  mon  GoUaboratenr  habituel, 
élève  de  la  grande  école  de  Koenigsberg,  sî  riche  des  tra- 
didons  des  Bessel,  des  Jacobi,  des  Rîi^elot,  des  Neumann, 
m'a  plut  d'une  fois  aîdé  de  la  s&reié  de  (on  jugement  et 
de  l'habileté  de  son  analyse. 

Deux  amisdévonésqui  m'ont  souvent  donné  des  preuves 
de  leur  alTeclion,  M.  Henri  Giflard,  l'inventeur  heu- 
reux et  à  jamais  célèbre  du  l'injecteur,  M.  Hippolyte 
Marinoni,  uu  de  nos  plus  habiles  mécaniciens,  le  chef  en 
France  de  la  grande  industrie  des  presses  typographiques 
et  lithographiques  à  grande  vitesse,  i  qui  l'Exposition 
de  1867  devait  la  plus  élevée  de  ses  récompenses,  otit 
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bien  voulu  faire  pour  moi  la  plus  grande  partie  des  frais 
d'impression  de  ce  volume;  je  ni:  l'oulilierai  jamais. 
M.  Gautliicr-\"illars  m'a  rendu  facile  l'impression  du 
reslc  do  volume,  cl  M.  TSaîlleol,  en  me  bareelaiil  sans 
■■(.■■.se,  ui'ii  ei.iiu  ;in  ailie  les  (fei  nicrs  feuillets  de  copie.  Je 
les  I  eiiiei  tio  de  leur  bon  concours. 

Ou  trouvera  étrange  c\iie  le  nom  de  M.  Poncelel,  le 
l^islaleur  en  France  de  ta  Mécanique  appliquée,  ne  soit 
pas  prononcé  dans  cet  Ouvrage;  cela  vient  di!  ce  que  j'ai 
dû  faire  ici  el  que  j'ai  fait  de  l'analyse,  de  rëquilibre  et 
du  momeni  vii  tiu^l.  (amiis  que  M.  P.>ocelel  est  le  i  lief 
dVeoie  dr  la  symiiése,  .In  r,M>„v,T„e„l  el  di.  travail. 

Mai,sj"ai  polu  M.P<.i,<rl,.L„nc.i(!niiralionshi.èie,une 
estime  profonde,  une  ;(fli  i  lioii  reciniiiaissante  el  j'espère 
lui  causer  bienli'M  une  ayri^oide  surprise,  .l  ai  dit  que  je 
pulilieraia  la  Mëeaiiique  raliiiniielle  et  pliy.siqne  d'Am- 
père; or^  la  Mécanique  de  mon  setond  maître  fut  et  icra 
un  Iriomplie  pour  M.  Poneelel.  Anqière  le  enmpreiiail  el 
l'élevait  à  sa  );raiide  hauteur,  quand  CauL-liy,  empùclié 
par  utie  différenee  énorme  de  tempérament  seîeiui tique, 
hésitait  et  faisait  de»  ivfei  ves. 

La  Dynamique  analytique  pourra  paraître  prochaine- 
ment en  trois  grosses  livraisons;  i°  Cinématique }  a"  £>f- 
namique  proprement  diiej  3°  Équations  générales  de- 
la  Mécanique, 

En  tout  cas  la  Statique  forme  un  tout  complet. 

Au  Coilan,  près  Guéméné'nir'Scorfl'  (Marbib*»],  îi  toùt  |G6;. 


LEÇONS 

MÉCANIQUE  ANALYTIQUE. 


STATiaUE. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

STATIQUE  DES  FOIETTS  OU  DES  SYSTÈMES  DE  POINTS  HAI^RIELS, 
ET  DES  CORPS  SOLIDES  OU  FLBKIRI.ES. 


PREMIÈRE  LEÇON. 

Ddfinilion»  :  Méennlqna,  thhM,  point  milêrlal,  Haullanle,  compi)' 
■anlM.  —  RtelUnU  de  dcni  on  ptaileon  farcu  appllqafci  a  nn 


i.  La  science  de  laM^anlque,  qui  sera  l'objeL  de  ces 
leçons,  se  divise  en  deuxpariies;  la  Statique  et  la  Dyna- 
mique. Dans  la  mccaniqnc  on  suppose  les  corps  sollicites 
an  mouvement  par  des  causes  qu'on  appelle forces,  et  1  on 
cherche  les  conditions  d'équilibre  ou  de  mouvement  do 
ces  mêmes  corps.  La  détermination  des  équations  d'équi- 
libre appartient  à  la  statique,  celle  des  éqnatioits  de  moi^ 
vement  à  la  dynamique. 

S.  On  appelle  masse  d'un  corps  la  quanlilé  de  matièi'P 
qu'il  renferme.  Celle  quantité  de  matière  peut  £tre  plus 
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OU  moins  considérable  sous  un  Tolnme  donné.  Et  récï- 
proquement,  dd  peut,  sans  changer  la  masse,  admettrcqoe 
le  volume  est  augmenté  ou  diminué.  Cela  posé,  concevons 
que,  la  masse  restant  la  même,  les  dimensions  du  volume 
viennent  à  décndire  indéfiniment,  on  finira  par  olitenir 
une  masse  finie  concentrée  aensiblemeut  sur  un  seul  poi  ni, 
on  ce  qu'on  appelle  un  point  matériel.  A  ce  point  maté- 
riel, pris  dans  l'état  île  repos,  pourront  être  appliquées 
mie  ou  plusipiu's  forers  ilirigécs  suivant  une  ou  plu- 
sieurs (IroilRs  donni-es.  Si,  pour  iiNcr  les  icîtcs,  on  suppose 
d'abord,  qu'une  seule  force  lui  soil  appliquée,  il  en  résul- 
tera dès  le  premier  insiani  une  tendaiiec  au  mouvemeni 
dans  la  dîreclioii  <lc  reiie  fnvcc.  V.t  si  à  ei-  môme  insianl 
le  mouveuu'iil  rsl  :irrêié  [lai-  un  lOiilai  Ic'  fixe,  le  mobile 
exej  rer.i  roiili  .:  .et  ^hsU.Ae  un  .  ert.iiiL  l'ffel  nppelé 
sioit.  C'l-sI  .ilii^l,  pr  eMMiiplL',  <|n'iin  cnrii--  oliaiidniini.' 
à  ra<-tinn  Ue  la  iii-santour,  el  |,os,'  -m  uu  d<-,s  lla.s^;.^s  .rime 
lialance,  exeret-  tonlre  la  surface  liin  iï,uii[;ilL'  <le  pc  bassin  ' 
uni:  pression  à  laquelle  on  a  driniiê  le  nom  de  /lorih. 
3.  (:(.mn.e  les  pressions  snnl  les  m-u1s  ofTels  que  les 

on  slaii.iae.  ,h-  mesuier  l  inleiisllé  (l  une  forre  .T |.pli,juée 
h  un  y.o\uX  .n.-H.-iii'i.  par  le  nioyen  lie  la  l.res,-ir>n  que  re 
pnint  nialériel  evetei'  eonlre  un  plan  perprndieulaire 
à  la  dieeeiion  (îc  la  force.  Cclti-  convi'uiion  une  lois  aii- 
mise,  si  l'on  désigne  par  p  la  pression  t[iie  produit  la 
force  P  appliquée  à  un  point  malériel  donné,  les  pressions 

a/j,    3/j,  4f  

■pourront  résulter,  soit  de  l'application  faite  au  point 
matériel  donné  de  a ,  3,  <{,... ,  forces  ^nlcs  n  P  et  di- 
rigées dans  le  même  sens,  soit  de  l'application  d'une  force 
unique  que  l'on  prendra  succcKsivement  égale  à 

aP,    3P,  4P,..,. 
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De  mijmc,     l'on  désigne  par  P,  P',  1*", . . plusicor» 
forces  capables  de  prodnïrc  séparément  les  pressions 
/.    p",  -  . 

Ja  prossitn 

;<+/''+/'"+■■. 
pourra  lésiiiler  soîl  de  rot-lion  siinullaiiée  des  forces 
P,  P',  F",. . . ,  appliquées  au  point  douoé,  dans  la  même 
direction,  soit  de  l'action  d'nne  force  unique 

+  + 

En  général,  lorsque  plusieurs  forces  P,  P',  P", .  , 
sont  appliquées  à  on  point  matériel,  soit  dans  la  même 
direction,  soit  dans  des  directions  diiTérentcs,  il  en  résulte 
une  pression  unique  suivant  une  direction  d^tenninée. 
La  force  R  qui  serait  capable,  à  elle  seule,  de  produire 
cette  pression  unique,  est  ce  qu'on  appelle  la  résultante 
de  tontes  les  forces  données.  Celles-ci  prenment  le  nom 
de  composantes.  Si  les  directions  coïncident,  la  résul- 
tants %,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  aura  la  mâme 
liïrection  et^ra  égale  à  leur  somme,  c^est-à-direqnc  Ton 
aura 

K=V-^V  +  ¥'  +  .... 
A.  Supposons  maintenant  que  parmi  les  forces  appli- 
quées au  point  matériel  donné,  les  unes 

P,   F",    P',  P", 
soient  dirigées  suivnni  utii-  (-cri. line,  droite  et  dans  le 
même  sens,  les  antics 

Q,    Q',  Q"  

suivant  1,1  iiiÈme  droilr,  n.;.ii  dans  II-  si^iis  eonlraire; 
concevons  d'abord,  pour  lixer  les  idées,  le  sysième  des 

forces  P,  P',  ,  réduit  à  la  seule  force  P,  et  le  système 

des  forces  Q,  Q',. . à  la  seule  force  Q.  Si  les  fomes 
P,  Q,  dirigées  suivant  la  même  droite,  mais  en  sens  cod- 
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traires,  aont  égaïes  cntri:  elles.  Je  point  mau^riel  restera 
évidemmenl  en  équilibre,  sans  que  l'on  soit  obligé  d'ar- 
réier  son  mouvement  par  uu  obstacle  fixe  ;  et  par  suite  la 
pression  se  trouvera  réduiie  à  zéro ,  toulcs  les  fois  que 
l'on  aura 

P  =  Q. 

Si  au  eoniraire  les  intensités  des  forces  P  et  Q  sont  inc- 
galea,  en  aorte  qn«,  PdésignaDt  la  plus  grande,  on  ait 
P  =  Q-(-R, 

le  point  mal^ïet  ae  trouvera  dans  le  loânic  cas  que  s'il 
était  sollicité  aumonvemeni,  1°  par  deux  forces  Q  égales 
cl  agissaut  en  sens  coniraire,  3°  par  une  force  R  dirigée 
dans  le  sens  db.Ia  force  P;  on  pourra  faire  abstraction 
des  fçrces  Q  qiù  se  neutralisent  réqïproqaement,  et  con- 
sidérer le  point  comme  uniquement  soumis  à  l'action  de 
la  force  R  =  P  —  Q. 

Cette  demïëie  force  sera  donc  la  résultante  des  deux 
forces  P  et  Q.  La  même  réBoJitan'te  serait  Q — P  et  dirigée 
dans  le  sens  de  la  force  Q,  si  l'on  avait 
Q>P. 

Lorsque  le'poinl  matériel  est  soumis,  1°  à  l'action  des 
forces  P,  P',  P', . . .  dirigées  suivant  une  m&ne  droite  et 
dans  le  même  sens,  a"  i  l'action  des  forces  Q,  Q',  Q", . . . 
dirigées  suivant  la  même  droite,  maïs  en  sens  contraire, 
on  remplace  les  forces  P,  P',  P",. . .  par  une  force  nni- 
.[ue  égale  n  P  -1-  P*  +  . . .  et  les  forces  Q,  Q*,  Q^,  - . . 
par  une  force  unique  égale  à  Q  +  Q'  +  Q*  +  . . . . 

Cela  ,iosr.  h-s  deu\  forrus 

T.+  |>'  +  |."_u    ..      K  Q_^Q'_i_Q"+..., 

auront  uue  résultante  égale  à 

P-t-P'  +  P'-l-...  -Q-Q'  —  Q-  — ...  - 
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lit  dirigée  daos  le  sens  des  forces  P,  P',. . ou  unerésul- 
Unie  unique 

Q-l-Q'  +  Q"...  -P  — 
dans  le  sens  desforcesQ,  Q',. . . ,  suif  ant  qu'on  aura 
P  +  P'-»-P''  +  .-.>Q+Q'  +  Q"  +  ... 

ou 

Q+Q'+Q°4-...>P  +  P'H-P'-t-  

En  résumé,  la  résultiuite  sera  égale  à  la  valeur  immé* 
rique  de  la  diiTéreoce 

P + -H  P"  4--. . .  — Q  —  (y  —  Q"  - . . . 
et  dirigée  dans  le  sens  des  forces  P,  P',  P", ...  on  en  sens 
contraire,  suivant  que  cette  différence  sera  positive  ou 
négative. 
Si  l'on  avait 

P  +  P'  +  P"  +  .  .  .  =  Q  +  Q'  H-  Q"  +  .  .  .  , 

lu  poiul  matériel  se  Irouvaiii  sollieiic  au  iiiouvumi-'iii  \i.ti' 
des  forces  égales  et  directement  op[iosces,  resterait  en 
équilibre,  et  la  résultante 

R— ±(PH-P'  +  P"+...— Q  — Q'— «y— ...}  • 

se  trouverait  réduite  .n  /.ôro. 

o.  Cousidiirons  à  pit-^tril  uti  point  matériel  sollicite 
au  mouvement  par  plusieurs  forces  agissant  dans  des 
directions  dilTérentes;  ce  point  matémel  ne  tendra  à  se 
mouvoir  que  dans  une  seule  direction-et  avec  une  cer- 
taine intensité  :  rien  n'empêche  évidemment  d'alirlbuer 
cette  tendance  an  mouvement  daâs  une  direction  unique  ^ 
et  avec  une  ceMainn  intensité  à  l'ac^on  d'une  force 
unique,  apte  par  là  même  k  remplacer  les  forces  primi- 
4ives,  et  qui  sera  leur  résultante-,  les  forces  pi-imitivc- 
ment  appliquées  seront  à  leur  tour  les  composantes  de  Jn 
résultante  unique.  ^ 
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6,  Supposons  i[ue  cL's  forci's  se  mhiisyiii  ;t  deux,  appli- 
quons au  point  A;  concevons  ^111:  l'on  rf^pivsente  l'inten- 
ittè  de  cliaque  force  par  une  longueur  portée  sur  sa  direc- 
tion, à  partir  du  poiui  où  elle  est  appliquée. 

Soient  AB,  AC  (Jîg-  ■),  ces  longueurs  ou  ces  forces, 
et  R  ]eur  résultante  :  l'^elte  résultante  sera  dans  le  plan 
ABC  des  deux  forces,  parce  que,  s'il  y  avait  quelque  raison 
pour  que  le  point  A  tendit  à  sortir  de  ce  plan  d'un  cùté, 
en  dessus  ou  en  dessous,  la  même  raison  existerait  pour 
qu'il  en  sortit  de  l'autre  côté;  a"  cette  résultante  sera  di- 
rigée dans  l'augk'  IIAC  forme  par  la  direction  des  deux 
forces,  car  il  n'existe  aucune  raison  pour  que  le  point  A 
tende  h  sorlir  de  col  anglo;  au  contraire  la  force  Q  tend 
à  l'éloignci-  <hi  V:v<{:k  1!AC'.  la  iorcc  P  de  i'angic  B'AC, 
ctlcsdeuN  IVir.-,'s  l  éiir,!,;-.  <]<'  Taii-lc  li'AC':  il  restera  donr 
dans  l'angle  BAC;  3"  dans  le  casnii  les  deux  forces?  et  Q 
seraient  égales,  la  résuliantc  couperait  évidemment  en 
deux  parties  égales  l'angle  des  deux  forces. 

Lemme  I. — Si  l'on  désigne  pnr'R  In  rcsititante  de  deux 
forces  P  <■(  y  siiiiiiUimémcnt  appliquées  au  point  A,  et 
par  X  un  nombre  tjuelconrpic,  la  résultante  des  deux 
forces  i:g(tlcs  aux  produits  Px,  et  dirigées  suivant 
les  mêmes  droites  que  les  forces  P  et  Q,  sera  représentée 
par  le  produit  "Kx  et  dirigée  suivant  la  même  drohe  que 
/a  force  It. 

Démonstration .  —^Premier cas.  x  es!  nu  nonibi  e  entier 
m.  Les  deux  forces  P:r  =  Pm,  Qj-  =  Qm,  ériuivalcnl  à  m 
forces  égales  à  P  ou  Q.  Or  chaque  paire  de  forces  P,  Q, 
a,  par  hypothèse,  une  résultante  R;  donc  les  m  forces 
P,  Q  auront  m  résultantes  R,  dirigées  toutes  suivant  la 
môme  droite  que  R,  qui  s'ajouteront  par  conséquent  or 
donneront  une  résultante  unique  mR  ou  Rj:. 

Deuxième  cas-  x  est  une  fi'artion     n  étant  un  nombre 
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entier.  Appelons  R'  la  rfisultaiiic  dus  deux  foi-ccs 

=  -  =  F,    Q:c  =  5  =  Q', 

puisque  Von  a  P  — nP*,  Q  =  nQ',  la  résullanti:  R  des 
forces  P  et  Q  devra  (i"  cas)  coïncider  en  direction  avec 
H'  et  être  égale  â  nB';  on  aura  donc 

/iR'  =  R,    ïl'  =  -  =  Rx, 

c'esl-à-dire  que  la  résultante  des  deux  forces  P^,  Qx, 
coïncide  en  direction  avec  la  résultante  R  de  P  et  Q  et  est 
égale  Â  Hx.  ■; 

Tivisième  cas.  x  est  un  nombre  fractïonnaîre  m  et  n  ' 
étant  des  nombres  envers.  Les  forces 

191  P  m  O 

Px  =  ~-P  =  m  ~=mP',    Qj:  =  — Q=nfi  =  «Q',  ' 

équivalent  à  n  forces  P*,  Q*;  or,  si  l'on  appelle  B'  la  ré- 
sultanle'deP=^i  Q'=^i  cette  résultante  R' (a'  cas) 
aura  la  direction  de  la  résnllante  R  des  denx  forces  P,  Q, 
et  sera  ^ale  à  — ;  d'autre  part  (t"cat)  la  résullanie  des 
forces  Px=mV,Qx=  mQ',  aura  la  direclion  de  R'  et 
sera  égale  à  m  R'=  R  ^  R j.-:  doii<-  \:<  lùsiilianifd.-  P.r, 
Q  a:  coïncide  en  direttion  3\t:c  R  ci  csl  égaii-  à  Jij;. 

Quatn'èmeeas.  x  est  un  nombre  irrationnel.  Oii  pourra 
faire  varier  les  nombres  entiers  m  et  n  de  manière  que 

la  fraction  —  converge  vers  la  limite  x,  et  il  est  clair  que, 
dans  ce  cas,  la  résaltantc  des  forces  lou  jours 

dirigée  suivant  la  même  droite,  et  toujours  égale  à  — i 


tendra  de  plus  vu  plus  ;i  so  i  iirifondri'  en  grandeur  et  l'ii 
direction  avec  la  résultaiiH:  tics  foi  res  l'a:,  <Jx.  Donc  ccUi; 
dernière  résulianie  sera  dirigée  suivant  la  même  droite 
que  la  force  R,  et  elle  aura  ppur  mesure  la  limite  du  pro- 
duit       c'cst-n-dire  le  produit  T{x. 

CoroUaim.  —  Désignons  pur  k-a  iiouiiiMis  ï'(>,  PR, 

les  angles  compris  enlrc  les  direciions  des  deux 
forces  P,  y  et  leur  résultante  R;  et  eoncevona  [«jur 
lixer  les  idées  t]ue  les  forces  P,  Q,  R  soient  représentées 
(/ig-.  2)  par  l(}s  trois  droilcs  Alï,  AC,  AD.  Menons  par  le 
point  A  la  droite  AF.  qui  fasse  avcr  Ali  ou  P  l'angle 

et  la  droite  AF  <|ui  fasse  avec  AC  ou  Q  l'angle  ^R. 
Si,  suivant  AD  et  A£,  on  appliquait  deux  forces  Px  et 
Qj;,  dles  auraient  pour  résultante  une  force  Rj;  diri- 
gée suivant  AB,  et  comme  rien  n'empêche  de  faire 
R:c  =  P,  x  = 

en  résulte  que  la  forée  P  peut  être  rcinplarée  par  deux 
forces,  l'une  dirigée  suivant  A»,  l'autre  ^  dirigée 
suivant  AE.  On  piimvcr;i  de  la  même  manière  -lUC  la 
force  Q  peut  être  remplacée  par  deux  autres,  l'une  ^ 
dirigée  suiï^tnt  Al),  l'autre  ^  dirigée  suivant  AF.  Les 
deux  forées  P,  Q  peuvent  donc  cire  remplacées  par  deux 
forces  ^1  ~  ayant  la  direction  de  la  résultante  R,  cl  par 

•  \  Al'-. 
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gui  se  coupant  à  anglo  droit,  est  représentée  en  gran- 
deur par  la  diagonale  du  rectangle  construit  sui-  les  deux 
composantes,  en  sorte  fu'on  a 

R'  =  P'-HQ'. 

Démonstration.  —  ConccTons  qa'on  remplace  la  force 
Pparlesdeux  composantes^  et  ~t  qui  ibrmeiit  avec  elle 
les  angles  PR  et  oa  dirigées  {fig'  3)  suivant  AD,  A£; 
et  la  forceQpardcDX composantes  ^et  ^^quî  forment 
avec  elle  les  angles  ou  dirigées  suivant  AD,  AF. 

Les  deux  forces  équivalentes  à  ^  formant  chacune  avec 
la  direction  AD  de  R  un  angle  égal  à  ]P^,  foimeront  entre 
elles  un  angle  égal  au  double  de  Donc,  puisque  l'an- 
gle PQ  est  droit  par  hypothèse,  AF  sera  le  prolongement 
de  AE,  les  deux  forces  ^%ales,  maïs  directement  oppo- 
»ées,  w  feront  équilibre,  tandis  que  les  forces  ^> 

dirigées  suivant  la  même  droite  AD  que  la  résultante  B, 
s'ajouteront  et  devront  reproduire  R  ;  on  aura  donc 

d'où  l'on  déduit  immédiatement  l'équation 

H'  =  P'  +  Q'; 
te  qu'il  fallait  déinoulrcr. 

Lekue  m.  —  La  résultante  Q  de  deux  forç/BS  P,  Q, 
qiù  SB  coupent  à  angles  ilroits,  est  représentée  non-sea- 
lomeni  en  grantleiir,  ainsi  qu'an  -vient  de  le  prouver. 
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mais  encore  en  direction,  par  la  diagonale  du  rectangle 
construit  sur  les  deux  composantes. 

Dêmoiisiraiioti.  —  Cctlc  proposition  est  évideote 
dans  le  cas  où  les  forces  P,  Q,  sont  égales  entre  elles, 
car  alors  la  résultante  R,  devant  nécessairement  diviser 

l'angle  en  deux  pardes  égales,  coïncide  avec  la 
diagonale  du  carré  coiisimit  sur  les  denx  forces,  et  le 
lemme  II  donne 

Lu  Imnme  III  se  déraoïUiv  .■.icoie  iacilcmi'ut  da.is  ic 
<:a,s  où  l'on  suppose  Q'  =  îP',  ou  Q  =  P^â.  En  eiret, 
uonsidérous  trois  foi-ces  «galus  P  dirigées  suivant  trois 
droites  qtiï  soient  pcrpcndinilaîrea  l'une  à  l'autre.  Ces 
trois  forces  seront  représentées  par  trois  arêtes  d'na  cobe 
qui  aboutiront  à  un  même  sommet.  De  plus,  la  résul- 
tante de  deux  de  ces  forces  étant  ^ale  à  P^a,  et  dirigée 
suivant  la  diagonale  d'une  des  faces  du  cube,  la  résul- 
tante R  des  trois  forces  sera  nécessBirement  comprise 
dans  tout  plan  ijui  renfermera-  l'une  des  forces  P,  et  la 
diagonale  du  carré  construit  sur  les  deux  autres.  Or  il 
existe  trois  plans  de  cette  espice,  et  ces  trois  plans  se 
,aoupciit  suivant  la  diagonale  du  cubp.  Donc  la  résultante 
des  trois  farces  P,  on,  ce  qui  revient  au  même,  la  rcsnl- 
tautfi  des  forces  P  et  P  qui  se  coupent  à  angles  droits, 
sera  dirigée  suivant  la  diagonale  du  cube,  laquelle  est  on 
mâme  temps  la  diagonale  du  rectangle  construit  sur  les 
forces  P  et  P 

On  prouverait  absolument  de  la  mime  manière  que  si 
l'on  désigne  par  m  un  nombre  entier,  et  si  l'on  suppose 
le  lemme  m  démontré  dans  le  cas  où  l'on  aQ  =  P  v'"*, 
la  résultante  de  trois  forces  rcspuciivfmciit  équivalentes  à 

1",    V,    P -f^i , 
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i;l  représentées  par  trois  djoiluâ  pi;f[)i;[iditul aires  eiitri; 
elles,  sera  dirigée  suivant  la  (liu;;uiKili;  du  iiaiallélipipÈdii 
rectangle  qai  aura  pour  côti-'s  i'L's  mOiiies  ilr<)ilc;a.  On  en 
eoutliitque,  dans  t'hypolliése  admise,  le  li^mnie  I!I  su!j- 
sisicra  encore  si  Ton  prend  pour  Q  la  réaultaiite  tics 
forces  V  et  P  ^m,  c'est -à-dire  si  l'on  fait  Q  =  F  ^l^TTl. 
D'ailleurs  le  lemine  lil  est  é^  îdeiK  -initud  on  Q  =:  P  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  m  =  i.  Dont  te  letntiie  sul.sis- 
lei'a  encore  si  l'on  prend  Q  =  P  >j7^  =:  P  .  ou 
Q  =  P\f^T~ï=P^,---  ou  en  généra!  Q  =  P  v*?^ 
m  étant  un  nombre  entier  quelconijue. 

Concevons  maintenanl  que,  m  et  ii  désignant  deux 
nombres  euliers,  on  eonstnuse  nn  parallélipipètle  rectan- 
gle qui  ait  pour  côtés  trois  droites  propres  à  représenter 
les  trois  forces 

.  P,  pV™.  ^'Z"- 

La  résultante  de  ces  trois  forces  sera  évidemment  com- 
prise :  i"  dans  le  plan  qui  renferme  la  force  P^n  et  la 
diagooalB  P  ^m-hi  du  rectangle  cttnstruît  sur  les  forces 
P,  P^i  2°  dans  lé  plan  qui  renferme  la  force  P  t/ïn 
et  la  diagonale  P^T+Tdu  rectangle  construit  sur  les. 
forces  P,  P  Donc  cette  résultante  sera  dirigée  sui- 
vant la  diagonale  du  parallélipipède,  et  le  plau  qui  ren- 
ferme la  même  résultante  avec  la  force  P,  coupera  le 
plan  des  deux  forces  Vifîtty  P^  snïvant  la  dî^uale 
du  rectangle  construit  sar  ces  deux  forces.  Donc  la  ré- 
sultante des  forces  P^,  ^ifn,  qui  doit  évidemment 
être  comprise  dans  le  plan  dont  il  s'agit, -sera  dirigée  sui- 
vant cette  dernière  diagonale.  Donc-  le  lemme  III  sub- 
sistera quand  on  remplacera  les  forces  P  et  Q  par  deux 
forces  égale;»  ;'i  P  v'"J  -  IV"  .  '  esl-;'i-dirc'  |iai  deux  forc  es 
dont  les  carrés  soienUTitie  eux  d^itis  le  r3p]iort  de  ni  à  n  ; 


Digilizsd  by  CoOgle 


13  STATIQUE. 

donc  le  lemme  JIl  si^sistera  encore  eu  Ire  les  fom»  P 
et  Q  gï  l'on  suppose 

Soil  maiuioiiaii i  Q  =  Pj:,  x  désignant  un  nombri; 
ijuelcoTiijuc.  On  pnun'a  fairn  variiir  les  nombres  cnliers 

m  i:l  II,  de  manière  (jui:  )c  ra[ipoil  —  converge  vers  la 
limite  a.-',  ei  il  est  clair  qan,  dans  ce  cas,  la  résultante  des 
forces  P.  P  y/  —1  dirigées  suivant  deux  droites  perpen- 
diculaires l'une  ;i  l'autre,  tendra  de  plus  en  plus  à  se 
confondre  en  grandeur  et  en  direction,  d'une  pari  avec 
la  résiilianie  des  forces  P,  P*,  et  d'autre  part  avec  la 
diagonale  du  rectangle  eonslruit  sur  ces  Jeux  forces.  Donc 
la  résultaiilc  des  forées  P,  Vx  sera  représentée  par  la 
diagonale  dont  il  s'agil. 

Coi-ollaire  I. —  Si  la  force  R  est  représentée  par  la 
lougucur  AB  {fig.  4),  portée,  à  partir  de  son  point  d'ap- 
plicaliou,  sur  la  droite  suivant  laquelle  elle  agit,  et  si  l'on 
mène  par  le  point  Â  deux  axes  perpendiculaires  l'uu  ù 
l'autre,  on  pourra  substituer  à  la  force  B  ou  AB  les  deux 
forces  représciilées  en  grandeur  et  en  direction  par  les 
projections  AC,  AD  de  la  droite  AB  sur  les  deux  axes. 

sentéesj.ardcuix  droites  A 15,  AC{Jïg.j),t\u\  lonnent  entre 
elles  uti  angle  ijuclconfiuc,  on  trace,  dans  le  plan  de  ees 
deux  forces,  deux  axes  dont  l'un  coïncide  avec  la  diagonale 
du  parallélogramme  auquel  elles  servent  de  côtés,  et  dont 
l'antre  soit  perpendiculaire  à  cetie  diagonale  :  on  pourra 
substituer  aux  deujt  forces  P,  Q  les  quatre  foiecs  i-epre- 
scntécs  en  flrandcur  et  en  direction  par  les  projeclions 
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AB',  AB",  AC,  AC",  des  droiles  AH,  AC,  sur  les  deux 
axes.  Or  de  ces  quatre  forces,  deux,  étaut  directement 
opposées  et  égales,  se  feront  équilibre  ;  les  deux  autres, 
dirigées  suivant  la  diagonale  du  parallélogramme,  s'ajou- 
teront et  donneront  pour  somme  une  force  représenté  en 
grandeur  et  en  direction  par  cette  mâme  diagonale,  puis- 
que ACsffD.  On  peut  donc  énoncer  la  propos! don  sui- 
vante : 

Tbéobèhe  l.—La  résultante  R  de  deux  forces  V^Qy 
sitmUtanément  appliquées  à  un  point  matériel  A,  et 
dirigées  d^une  manière  quelconque,  est  représentée,  en 
ffvmdaur  et  en  direction,  par  la  diagonale  du  parallé- 
logramme construit  sur  ces  deùx  forces. 

Réciproquement,  une  force  quelconque  R  peut  être 
remplacée  par  deux  autres  forces  P,  Q,  à  la  ieule  con- 
diiion  que  ces  deux  forces  seront  représentées,  en  gran- 
deur et  en  direction,  par  les  côtés  dun  parallélogramme 
dont  R  serait  la  diagonale. 

Par  cela  même,  en  effet,  que  la  iorie  K  équivaut  en 
grandeur  et  en  direction  aux  deux  forces  F  etQ,  les  deux 
forces  P  et  Q  équivalent  à  la  force  unique  R. 

Corollaire  I.  —  Comme  la  diagonale  R  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  deux  forces  P,  Q,  est  en  même  ' 
temps  le  iroisi^e  c&té  du  triangle  que  l'on  forma  on 
menant  par  l'extrémité  de  la  première  force  une  droite 
^le  et  parallèle  è  la  deuxième,  et  que  l'angle  opposé 
dans  ce  triaiigle  au  cAté  R  est  le  supplément  de  l'angle 

,  on  a  nécessairement,  en  vertu  d'une  formule  counue 
de  trigonométrie, 

(i)  R"  =  P>4-Q'  +  aPQnaP$. 

Corollaire  II.  —  Sans  lo  cas  où  les  forces  P,  .Q  de-  . 
viennent  «gales  entre  elles,  leur  résultante  R  est  tKçvé- 
seniée  en  grandeur  et  on  direction,  par  la  diagonale  du 


lusaiigc  coiistriiil  su 
[nul<-  (l)  se  rc-duit  !, 


De  plus,  si  l'on  suppôt'  Plî^O,  on  aura  dans  le  cas 
(It!  deux  forces  égales, 

PQ  — 3  0,  P'(i  +  COS2li); 

cl  connue  on  n  ros  3S=2ros'6 — i,  t'équalinn  i^iii 
donne  R  devicnl 

|a)  R=iPrnsll  R^sPcosPH. 

On  peut,  nu  reste,  s'assurer  direcLcment  que  le  second 
mcnibrn  de  la  formuli'  (a|  rcpri-senie  la  diai^onatc  du 
losanRe  consiruii  sur  deux  forces  égales  n  P. 

7.  Il  esc.  facile  de  dénioiurcr  te  ihéorème  1  pour  le  cas 
s  P,  Q  oui  entre  elles  iin  rapport  quelconque, 


les  foiT 
■naQ^ 


.  établi 

l-dire 


)ron  peut  donner  de  ceti 
cctp,  déduite  de  IVqiiftiion  ro.i  t 
impie. 

Adliicltoiis  i\m'  U  fcirninlc  (a) 

ai  l'on  n  PII  =  r,  r  dcsignanl  i 
e  dis  qn'idlf  subsistera 


théorème  j 
quand  on  a  établi  la  fornuilc 

?PmsI'R. 

■  formule  unedémonsli  aiion  d 
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lanle  B,  quatre  composantes  ^les  k  parmi  les-, 
quelles  deux  seront  dirigées  suivant  la  môme  droite  et 
dans  le  même  sens  qae  la  force  R,  tandis  que  les  deux 
autres  formeront  chacune  avec  la  résultante  R  un  angle 

équivalent  à  ï^t^  c'wl-à-dire  à  t  ou  r— t.  Or,  puisque 
Ton  sui.posp  la  formule  viiriliOe  dans  cas  où  l'on  a 
^R  =  T,  les  deux  dernières  composantes  pourront  évi- 
demment être  remplacées  par  une  force  unique  égale 

à  a^cosr,  et  dirigée  dans  le  sens  de  la  résoltanle  H  ou 

dans  le  sens  opposé-,  par  conséquent  on  trouvera  défini- 
tivement 

(3)         j  R  =  ='|±  =  l™-  =  »ï^('±'^-). 

(  H'=3P'(id=i!0ïr), 
le  signe  ±  devant  être  redait  au  signe  +  dans  le  cas  où 
l'on  ^ura  ^  '  et  an  signe  -  dans  K-  .ms  où  Ion 

aura  ^  =  -  —  1.  On  tirera  d'ailleurs  de  la  formui.- 
cos  9  9  =  3  cos*  9  —  i,enyposantsuccessiTcnient 
8=1    et     9  =  ^  —  1, 

l'équation  (3)  doiinci'u  donc  : 
Dans  le  premier  cas 

R=;  aPros-» 

Et  dans  le  second 

Donc  si  l'équation  (a)  subsiste  quand  on  alii  ibuc  à  Vangle 
la  valeur  7,  elle  subsistera  encore  quand  on  attri- 


imera  au  iiiùme  angle  l  une  Uns  \alcurs  ->  '-  Or 

cette  équation  se  vérifie  quand  on  suppose  -on 
■^R  =  |,  car  on  a  évïdfimment  dans  la  première  hypo- 
thèse R=  o,  aPcos  ^=  aPcos-=  o,  ei  dans  la  se- 
conde, lemme  111, 

R  =  Pl/â,    aPcosPR  =  aPo)»|  =  aPy/i  =  P^/âi 
donc,  et  il  aurait  sufK  de  considérer  h-  cas  de  PR 
l'équation  sera  également  vraie  si  l'nn  prend 

donc  elle  sera  encore  vraie  si  l'on  attribue  k  I'anf;le  PR 
l'une  des  valeurs 


a  8  ~  ,6' 


Kii  ron<iiiiiant  de  même,  on  prouvera  que  la  formule  (a) 
:i  gêné  rallument  lieu  lorsque  l'anglo  PR  reçoit  une  va- 
leur de  la  fbi'me  ^""-^  -'  7  rt  désignant  un  nombre  entier 

t[uclconque,  ei  am-t-i  an  nombre  impair  inférieur  &  a". 
Si  on  représente  par  S  un  angle  aigu  pris  i  volonté,  on 
)iourra  faire  varier  les  nombres  entiers  m  ei  n  de  ma- 
nière que  le  rapport  s'approche  indéfiniment  de 
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la  limitefij  clIaréBulUnte  R  tendra  de  plus  en  plu>  k  se 
confondre d'imepart  avec  une  force  ^qoÏTalenteà  aPcosd 
et  d'anire  part  avec  la  résultante  de  deux  forces  ^ales  à  P 
•  <|ui  formeraient  entre  elles  un  angle  double  de  9.  Donc 
cette  dernière  résulunic  sera  représentée  en  grandeur 
par  aPcosS  et  vérifiera  «ncore  la  formule  fa). 

Quand  le  ihéoième  du  parallélogramme  des  forées  a 
été  ilémoulré  pour  deux  forces  égales,  faisant  entre  elles 
un  angle  quel con(|ue,  on  l'étend  facilement  au  cas  de  deux 
forces  inégales  à  l'aide  des  deux  scolies  snivanis. 

ScoLiE  I.  — La  résiiltantr.  Ai  tteux/urces  rectangulaires 
quelconques  est  représentée  en  grandeur  et  en  direc- 
tion par  la  .diagonale  du  rectangle  construit,  sur.  ces 
deux forces. 

Soient  P  =  AB,el  Q=AC;  {/îg.  6)  les  deujt  forces, 
construison;:  le  rectangle  ABDC  .  les  deux  diagonales 
AD,  CB  sont  égales  et  se  divisent  en  deux  parties  égales. 
Cela  posé,  en  menant  F.F  parallèle  k  CB,  la  force  AB  peut 
eii-e  remplafée  p.irdeux  forces  égales  AO,  AE;  la  force AC, 
par  les  forces  AO,  AF,  et  les  <ieiix  forces  P  et  Q  par  les 
quaire  foiccs  AF-,  AO ,  AF,  AO.  AF,  AF  êg.ik-s  et  cpjm- 
sées  se  détruisent,  les  deux  fi>rrcs  AO  sajouK^ïii  ,  i  ,V,„i- 
vatenl  à  une  force  nni.jue  AO  diagondc  du  nctai.gle 
ABDC.  Donc  le  théorème,  vrai  dans  le  cas  de  deux  forces 
égales,  est  vrai  encore  dans  le  cas  de  deux  forces  rectan- 
gulaires qnelconqnes. 

ScoLiK  II. — La  msultante  de  deux  forces  obliques 
quelconques  ett  représentée  en  grandeur  et  en  direction 
par  la  diagonale  du  parallélogramme  construit,  sur  ces 
deux forças. 

Construisons  (/.g.  7)  le  parallélogr;inime  AlîDC  et 
menons  AE  pcrpendiculuire  ;'i  la  diagonale  AD,  la  force 
P  =  AB  peut  (scolie  I)  fiirn  remplacée  par  les  deux  forces 
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rectangulaires  AG.  AE.  la  forcu  Q  par  les  deux  forces  AH. 
AFi  les  forces  égales  AE.  AF  se  détruisent:  restent  les 

force»  AH.  AG  (jui  sajomenT  ei  eqiiivaleni,  n  cause  de 
AH^(;n.ii  Al).  iliaL'nunicdu  uni  iillélosramnic  ransiriiit. 


1  U 


■ffP.  y,  appliquées  a  un  point 
lenieni  eiendue  a  la  romposi- 
P   P  op[l  I 


PP  M  1)1  inlf  PP 
P  1    I        I  n  n 

à  une  rësu liante  dernière  qui  J es  représentera  et  les  rem- 
placera toutes,  et  l'on  peut  énoncer  la  r^Ie  suivante,  qui 

est  en  mÈme  temps  un  théorème  fondamental. 

THf..>ntMF  M.  —  Pour  oùlcnirla  .Irrnirr,:  r^suh.ml,-, 

forces  données,  il  siijfira  cvidemtiienl  île  mener  par  l'ex- 
trémité de  la  droite  qui  représenle  la  première  force  P, 
une  seconde  droite  égale  et  parallèle  à  la  force  P';  par 
rextrémilé  de  cette  seconde  droite,  nue  troisième  droite 
égale  et  parallèle  à  la  force  P";  par  t extréiuiiè  de  la 
troisième  droite,  une  tfuatnciiie  droili:  égale  et  parallèle 

à  la  force  P*"  Si  l'on  joint  ensuite  le  point  matériel 

àonnéavec  l'extrémité  de  la  dernière  droite,  on  obtiendra 
la  résultante  cherchée,  qui  se  réduira,  dans  le  cas  de  deux 
ou  de  trois  forces,  à  ta  diagonale  da  parallélogramme 
ou  du  pnrallélipiphiîe  construit  sur  ces  mêmes  forces,  et 
qui,  dans  le  cas  général,  formera  le  dernier  côté  d'un 
polygone  dont  Us  autres  côtés  seront  les  forces  données 
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!}.  La  construction  doni  nous  avons  l'ait  usa^epour  dë- 
lerminci-  la  résuhai.lc  ilt  plusieurs  lorci-s  P,  F,  P"  appH- 
quées  à  un  poini  inaliirid  A,Mil)si.i(c'  (jui^ilus  i|ui>  soient 
Jes  directions  de  ces  mêmes  forirs,  cl  p.ir  i-i>ri5('(|ucni  dans 
le  cas  où  elles  sont  dirigées  suivant  une  mûmc  droite, 
les  une»  dan»  un  sens,  les  imtrra  en  sens  contraire. 
Cesl  au  reste  ce  qti'il  est  facile  de  vérifier  à  postariori. 
Eaeffet,  la  twnstructîon  indiquée  consiste  A  mener  par 
.t'cstrànité  de  la  droite  qui  représente  la  première  force 
F,  une  deuxième  droite  égale  et  parallèle  à  la  force  P', 
par  l'eKtrémitd  de  cette  deusième  droite  une  troisième 
droite  ^ale  et  parallèle  à  la  force  P",  par  l'extréniitë  âe 
la  troisième  droite  tine  force  égale  et  parallèle  à  la  force 
P**,. ...  Si  l'on  joint  emuile  le  point  matéiîel  donné 
avec  t'estrémitë  de  la  dernière  droite,  on  obtiendra  la  ré- 
sultan ic  cherchée,  qui  se  réduit  dans  le  cas  de  deui  on 
de  trois  forces  à  la  diagonale  du  parailëlogr.imme  ou  du 
parai léli pi pcdc  construit  sur  ces  mAmes  forces,  et  qui, 
dans  le  ras  général ,  forme  le  dernier  cdié  d'un  polygone 
dont  les  autres  côtés  sont  les  forces  données.  Or,  si  l'on 
con.struitdc  cette  manière  la  résultante  de  plusieurs  forces 

P,  P',  P", .  .  . ,  Q.  Q',  Q"  diripécs  suivant  une  même 

droite,  les  unes  dans  un  sens,  les  autres  en  sens  contraire, 
ou  trouvera  que  <'ctle  résullniile  est  égale  n  la  .somme  des 
force»  qui  agissent  dans  un  sens,  moins  la  somme  des 
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forces  qui  agissuni  dans  l'amii;  scos,  ul  (|u'clic  est  dirigée 
(lans  le  aéas  des  forces  qui  composent  la  plus  grande 
somme,  ce  qui  dcvnîl  èli  e.  Ainsi,  pnr  exemple,  pour  ob- 
tenir la  résultanlc  Uc  Ui'un  furtus  1',  Q,  appliquées  au 
point  A  et  dirigées  siiivntu  la  niOinu  ilcuiii',  il  suflîradc  por- 
ter sur  cette  droite,  à  partir  do  point  A,  A]i—ï'{  fig.  8), 
dans  le  sens  de  la  première  l'orce,  puis,  à  partir  du  point 
B,  BD  on  BD'  =  Q,  dans  le  sens  de  l'autre  forrc.  La  force 
représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  droite 
AD  011  AD',  force  évidemment  égale  à  la  valeur  numé- 
rique de  P  +  Qi  dans  le  cas  où  les  deux  forces  sont  diri- 
gées dans  le  même  sens,  ou  à  la  valeur  numérique  de 
P —  Q,  et  diiîgée  dans  le  sens  de  la  plus  grande  des  forces 
quand  elles  agissent  en  sens  contraire,  sera  précisément 
la  résiJiaDte  cherchée.  Ce  qui  s'accorde  avec  les  prin- 
ripcs  développés  prérédeniment. 


10.  Co.ïi 

LOTIONS,  DÉFIKITIOAS. 

—  Lof: 

squ  une  force  P, 

appliiliiéc  au 

riel  A,  e 

n  repn 

■si'nlée  en  gran- 

dcur  el  en  di 

line  lor 

igucur  AB  coin- 

c  point  A  c 

l  Q,  si 

l'on  projet,  la 

fonsiiBurAI! 

sur  un  plan 

ne  droi 

te,  la  piajeclion 

;nsée  rcprési 

reten  direction 

nnc  i.onvellr 

force  .îirîf 

;ée  de  la^^ 

projeei 

lion  du  point  A 

.!o..  du  poi 

ut  II.  Cel 

.elle  toLce  est  ce 

qu'on  .ippell. 

■  pioje.ll 

oiinée  I>  sur  le 

pl.„„u„.rl. 

■  Ion  <(>i. 

cevons  que  tous  les  points  lie  l'espaec  étant  j  apporlés  à  trois 
axes  rectangulaires  OX.OY,  OZ  (/ï^.  9),  des  x,  j  ,  on 
projette  successivement  la  force  P  sur  trois  parallèles  à 
ces  trois  axes  menées  par  le  point  A.  Les  trois  projections 
seront  évidemment  les  cfttés  d'un  parai lélipipède  rectan- 
gle qui  aura  la  force  P  pour  diagonale;  par  conséquent 
h  forrc  P  sera  la  résultante  des  trois  forces  représentées 


{lur  les  projcclions  dont  il  s'agit.  Cr^ 

niL'ut  par  ceUu  raison  les  composantes  ri:c/angu/aires  de 

la  force  donnée,  parallèles  aux  ases. 

Comme  les  projce- 

lions  d'une  longueur  sur  deux  droites 

parallélcs  sout  né- 

cessaircineiit  cgales,  il  est  clair  igue  1 

es  projections  de  la 

force  P  sur  les  axes  mëuius  des  coordonnées  doivent  èlre 

ûgalcs  en  intensité  à  ses  composantes  r 

■eciangulaircB.Lors- 

ijuc  la  force  P  est  dirigée  suivant  ui 

dans  Tun  des  plans  coordonnés,  ou  < 

laiis  un  plan  paral- 

Icle,  par  exemple  dans  le  plan  xj,  c 

etle  lorce  a  senle- 

ment  deux  composantes  rcctutii^'ulBire 

s  parallèles,  l'une  n 

l'axe  des  X,  l'aulre  à  l'axe  des  ^,  cl  si 

s  réduit  à  la  diago- 

nalc  du  reclausle  construit  sur  ce.-,  deux  forces, 

Les  conventions  ou  définitions  piéiédentcs  admises, 
concevons  que  plusieurs  forces  P,  P',  P", .  .  . ,  dirigées 
dans  l'espace  d'une  manière  quelconque,  soient  appli- 
quées simultanément  au  point  maiëricl  A,  et  que  l'on 
cherche  i  i"  la  résultanle  de  ces  forces,  a"  la  n^snltaute 
de  leurs  projcclions  sur  un  plan  fixe,  3"  la  résultante  de 
leurs  projections  sur  un  axe  fixe. 

Pour  obtenir  ces  trois  résullantca,  il  faudra,  d'iiprès  In 
règle  trouvée  précédemment,  porter  à  la  suite  les  unes 
des  aulrcs  à  partir  du  point  A  ou  de  ses  projections  : 
i"  des  droites  égales  et  parallèles  aux  forcca  P,  P', , . . , 
a"  des  droites  égales  et  parallèles  à  leurs  projections  sur 
le  plan  fixe,  i"  des  droites  égales  n  leurs  projections  sur 
l'axe  fixe  et  dirigées  dans  le  m6me  sens.  En  joignant  le 
point  A  ou  ses  projections  avec'  les  extrémités  des  der- 
nières droites,  on  obliendi'a  dans  chaque  cns  la  résullanle 
clierchéc.  Or,  les  droites  ainsi  construites  sur  le  plan  uu 
sur  l'axe  fixe  étant  évidemment  les  projections di»  droites 
construites  dans  l'espace,  on  doit  nécessairement  conclure 
que  la  résultanle  di's  projcclions  des  forces  P,  P',  P", . . . , 
îiur  rr  iilnn,  on  '■wt  cet  axe,  est  prccisémeni  la  prnjpclion 
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lie  la  vésutuiite  de  ces  mêmes  forces.  On  pcui  donc  énon- 
cer le  théorème  suivant. 

l^ÉOBfeiiB  I.  —  Plusieurs  forces  P,  P',  P", . . . ,  étant 
ttpplii}uèes  au  même  point  suivant  des  directions  qual- 
conçues,  ii  on  les  projette,  ainsi  gue  leur  résultante  R, 
sur  un  plan  ou  sur  un  axe  donné,  la  projection  de  cette 
résultante  ne  sera  autre  chose  que  la  résultante  de  leurs 
projections. 

Pour  montrer  une  application  de  théorème,  suppo- 
sons que  l'on  projetie  à  h  fois  sm-  l'uu  des  plans  coor- 
donnes une  force?  el  ses  trois  composantes  rectangulaires; 
comme  parmi  les  projections  de  ces  trois  composantes 
l'une  s'évanouira,  les  deux  autres  projections  reopeclive- 
ment  égales  aux  composantes  qai  leur  correspondent,  au- 
ront Décessai  rement  pour  résultante  la  prnjeclion  de  la 
force  donnée. 

11.  Il  est  facile  de  traduîruen  aualyMles  résultats  que 
nous  venons  d'obtenir,  nous  allons  tout  à  l'heure  en 
donner  les  moyens;  mais  auparavant  il  est  nécessaire  de 
fixer  le  sens  de  certaines  expressions  dont  nous  ferons  un 
fréquent  usage  dans  ce  qui  va  suivre. 

Pour  que  l'eiret  d'une  f<)rce  soil  complètement  déter- 
miné, il  ne  suffit  pas  ilc  l  oiiuailri:  son  intensiLé,  sou  point 
d'application  cl  k  droite  suivani  laquelle  elle  agit,  il  faut 
conuaitre  de  plus  dans  quel  sens  elle  est  dirigée  suivant 
cette  droite,  ou,  en  d'autres  termes,  qui^llcest  sa  direction; 
car  deux  forces  qui  agissent  suiviint  une  même  droite, 
peuvent  ùlrc  diri5;ées  en  sens  contraires.  On  ne  sera  donr 
point  étonné  ili'  nous  entendre  dire  qn'nnr  senle  droite 
comprend  dcu\  di]  ei  lions  dillércnlc',  Ofi  n  oblieJiI  i|n'iiiic 
seule  de  ccï.  deux  direciionsj  lorsqu'à  partir  d'un  point 
donné  on  prolonge  indéfiniment  celte  droite  dans  un  sens 
rfélcrminr. 


Souvoiit  ou  appullu  ajre  une  droiU;  menée  jiai'  un  poini: 
quelcooque  dans  l'et^ce  et  prolongée  indéËniment  dans 
Jes  deax  lens.  Nous  dirons  qn'un  axe  de  cette  espèce  se 
dÏTÏse'en  deux  demi-axe»  aboutistant  au  point  que  l'on 
considère,' et  dont  chacun  se  prolonge  indéfiaiment  dsfis 
un  seul  sens.  Par  conséquent  chacun  de  ces  deux  demi- 
axes  aura  toujours  une  directiou  déterminée.  Si  l'on  con- 
sidère trois  axes  reotangnlaires,  OX,  OY,  OZ  {fig.  g), 
deax,desy,iBts,  chacun  il'eux  sera  divisé  à  l'origine  en 
deux  demi-Bxés  sur  l'un  desquels  se  compteront  les  coor- 
données positiv(;s,  tandis  que  l'on  comptera  sur  l'autre  les 
cotwdoiinées  négatives. 

D'après  ces  définitions,  il  csl  clair  que  si  l'on  tient 
compte  sentcmciit  des  angles  qui  rcn  ferment  ait  plus 
i8u",  deux  axes  ou  deux  droites  (racées  de  manière  à 
se  couper  formeront  toujours  l'une  avec  l'autre  deux 
angles,  l'un  aigu,  l'autre  olitiis,  tandis  que  deux  dii-ec- 
tions  ou  deux  deuii-axes  atxiuliïsant  :i  un  point  dnnné 
formeront  un  seul  aiigic  tantôt  aigu,  i.'iiiirii  obtus,  [.(.n  squr 
deux  droites  ou  druK  deml-a\es  abouliiuiit  :<  deux  (ii>iiils 

et  prolongés  dans  le  mi^me  sens,  à  partird'un  point  uni- 
que. Cela  posé,  l'angle  ijuc  deux  forcer  l'urniei'ont  ciiUx: 
elles  sera  toujours  complélcment  deleittiiné,  el  l'oji  <.>n 
pourra  dire  autant  dca  angles  formés  par  une  furce  avec 
les  demi-axes  des  cooi'donuées  posiiivi-^. 
■  Soient  a.  S,  y,  ces  trois  an[^les  pour  une  certaine  fiirce, 
en  aorte  que  a,  6,  y  désigueut  les  angles  formés  par  la 
direction  de  cette  force  avec  les  demi-axes  des  x^j',  z  po- 
sitive», il  est  clair  que  la  direction  de  la  force  P  sera 
complètement  déterminée  si  l'on  connaît  son  point  d'ap- 
plication avec  les  angles  a..  S,  y.  En  elTct,  menez  par  le 
point  d'application  irots  demi-axes  parallèles  \  ceux  des 
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«.'oordonnées  positives,  et  construisez  ensuitu  auutur  de  ces 
denû-axes  trois  cfines  iJroits,  dont  les  g^^ratrices  forment 
reipectivementsvec'ces  mêmes  demi-axes  les  angles  et,  €, 
y.  La  direction  de  la  force  P  devra  élre  celle  d'une  géné- 
ratrice commune  aux  trois  cAnes  ;  or  il  est  bien  vrai  goe 
les  sui^aces  des  deux  premiers  cànes  se  -coupent  suîrant 
deux  gébérairi  ces,  maison  doit  observer  que  ces  généra- 
trices formant  avec  le  troisième  demi-axe  deux  angles 
(tiflërenls,  l'un  aigu,  l'autre  obtus,  une  seule  se  trouve 
comprise  dans  la  surfaee  du  troisième  cône. 

Lorsque  les  angles  a,  ê.  y  sont  connus  avec  l'inlensite 
de  la  foi  i-c,  nu  en  dililuil  em  orc  les  valeurs  des  compo- 
santes rectangulaires  do  la  force  ou,  en  d' autres  termes, 
ses  projections  sur  les  axes,  l'i  mùmc  le  sens  dans  lequel 
ehacuDC  de  ses  projections  est  dirigée.  Considérons,  par 
exemple,  la  projection  de  la  force  P  sur  l'aKc  desx; 
elle  sera,  d'après  un  théorème  de  trigonométrie,  égale  au 
produit  de  eelte  force  par  le  cosinus  de  l'angle  aigu  qu'elle 
forme  avec  l'nxe  dont  il  s'agit.  Or  la  direclion  de  !a  force 
P  forme  avec  les  deux  dei[ii-a\es  des  x  positives  et  des 
X  négalivci  deus  angles  siipplénieins  1  un  de  l'autre,  dont 

Kii  conséquence  la  proicetioii  de  l,i  Ihii  e  P  sur  Taxe  des  x 
se  trouvera  représentée,  si  l'angle  2  est  :iigu,  par  le  pro- 
duit Pcos  et,  et,  si  l'angle  est  obius.  ]]iir 

Pcos(r-a)  =  -Peos«, 

e'esl-à-dire  dans  les  deux  cas  par  la  valeur  numérique 
du  produit  P  cos  G(. 

11  est  d'ailleurs  évident  que  cette  projecUon  sera  dirigée 
dans  le  sens  des  x  positives  si  l'angle  a  est  aigu,  daus  le 
sens  des  x  néf'alives  si  l'angle  «  est  obtus,  et  que  le  pro- 
duit Pens  a  sera  positif  dans  le  premier  cas,  n^atif  dans 
le  second.  En  résumé,  ie  produit  P  eosst  sera  équivalent 


i>iioject;ons  des  tuRCts.  aS 
k  la  projeutioti  de  la  force  P  sur  l'axe  des  x,  prise  avec  le 
signe  +  ou  avec  le  signe,  — ,  suivant  que  cette  projection 
sera  dirigé  dans  le  sens  des  X  positives  on  des  x  aéga- 

Di!  même  les  produits  P  cas  S,  P  cos  y  seront  respecti- 
vemeot  égaux  aux  projections  de  la  force  P  sur  les  axeï 
(les  y  et  dus  z,  prises  tantôt  avec  le  signe  +,  tantàt  avec 
le  signe  — ,  suivant  que  chacune  de  ces  projections  sera 
dirigée  dans  le  sens  des  coordonnées  positives  ou  n^a- 

12.  Li-s  trois  produits  Pcos«,  Pcosê,  Pcosy,  dont 
nous  connaissons  maintenant  la  signification,  sont  ce  que 


nous  appelle 

rons  désoj 

l'mais  les  projeciions  algébriques  de 

la  forte  P  SI 

ir  les  axes 

des  X,  des  y,  des  z.  Comme  les  va  ■ 

leurs  numéi 

■iquos  <}.<-• 

ces  trois  produits  rfprcjcjitcnt  prë- 

dsémi-ni  les 

ntes  rectangulaires  de  !a  force  P,  et 

<Iuo  c^^s  iroi 

intessonl  les  arêtes  d'un  pnralléli- 

pipède  recta 

nglc  qui  a 

la  forei!  elle-mùine  pour  diagonal,-, 

il  est  clair  que  la  somme  des  carrés  de  ces  produits  doit 
être  égale  aa  carré  de  P.  On  a  donc 

pi—  ptGOS>Cl+  P'coi'6  P'cos'7. 

On  en  conclut,  en  divisant  par  P', 

1  =COi'tH-  cos'fi  +  COS"7. 

Celle  deiiiière  éijiiatioii,  i|u  ou  pouv;iii  éerii'o  à  pil'orit 
exprime  que  a.  S,  y  sont  irois  angles  formés  par  une 
même  droite  avec  les  axes  des  coordonnées. 

13.  Considérons  à  i.m.'ol plusieurs forcesP,P',P",..., 
simili  tan  ëmcnt  appliquées  à  un  point  matériel  A.  Soit  K 
leur  résultante,  et  siipposonsi[iie  les  foires  P,  P',  P", . .  .R, 
ftirment  respcclivejncnl  avec  les  demi-axes  des  x,  des  j' 
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Si  I  on  projctif  i  rs  dilirroiiK-s  (oia--  sur  l'a^^  d,7s  j-. 
la  piojcclion  dn  1.1  rcsQlt:uil,'  li  .^l.iiK  l.i  rt^sulla.ili-  di  s 
projcclioiis  P,  1»',  V, .  .  .,  siTs  i'qiiiv:ilo<Hc  A  hi  soiiinii! 
de  ces  dernières  projeciioiis  prises  laïuôt  avec  le  signe  4-, 
lantât  avec  le  signe  — ,  suivant  qu'elles  seront  dirigées 
dans  le  même  sens  on  dans  le  sens  opposé.  D'ailleurs  la 
somme  ainsi  obtenue  sera  évidemment  égale  an  signe 
près  à  la  somme  des  projections  algébriques  des  forces 
P,  F,  P",..,,  c'esl-à-dîreà 


puisi|ui^  dans  crlti;  aei  ondo  soiiimi;  deux  forces  dont  les 
projections  siiiit  diiigéci  vu  suns  ooiitraîri!  fournissent 
tonjinus  dt;nx  U-rines  de  signes  diirtTcnis.  Ajoiilotia  (jue 

signes  eoiitraires  suivant  (juu  la  projcrlion  de  la  résul- 
tante agira  dans  le  sens  des  x  positives  ou  dans  le  sens 
dea  X  négatives.  Cette  projection  étant  clle-niêmc  égale  à 
R  cos  a  pris  avec  le  signe  +  dans  le  premier  cas,  aveu  le 
signe  — dans  le  second,  on  doit  en  conclure  que  les  deux 
quantités  Rcoso,  et  Pcosa -(- P'cosa' +. . . ,  auront 
Ron-sealement  la  même  valeur  numérique,  mais  encore 
le  même  signe.  On  aura  donc 

R-cos>i=:Pcosii  +  P'cos<t'  +  

En  d'antres  termes,  la  projection  algébrique  de  la  ré- 
sultante sur  l'a\e  sera  équivalente  à  la  somme  des  pro- 
jections algébriques  des  eomposautrs  sur  le  même  aw. 
Ïj»  m^me  relation  devant  évidemment  subsister  entre  les 
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pfolections  algébriques  dea  forces 

P,    P',    P",...,  R, 
sur  les  axes  des  /  et  des  z,  il  est  clair  (ju  ii  réfjuaiioii 
précédenio,  on  pourra  joindre  celles  qui  suivent  : 
Rcosi  =  Pcose  +  P'cose'  +  . . , , 

Rcos<;  =  Pcosv  +  Pcos^'  +  

Lorsque  les  forces  P,  P',  I^', sont  counues  en 
grandeur  et  en  direction,  les  trois  équations 

IR(»so  =  Pcosa-hP'cosa'  +  ..., 
Il«os^  =  Pcose  +  P'cose'  +  . 
R  cos  c  =  F  co»7  +  P"  cos  7'  H-  . . . , 
servent  à  déterminer  la  grandeur  et  la  dii-ection  de  la 
résultante.  En  effet,  on  connaît  alors  les  seconds  mem- 
bres des  équations  dont  il  s'agit,  et  si,  pour  abr^er,  oh 
les  désigne  par  X,  Y,  Z,  on  aura  simplement 
(2j         Rcosn  =  X,    Rcosi  =  Y,    Rcosc  =  Z; 

R'  (  cos'  fi  +  cos"  /-  +  cos'  t  )  =  X-  +  T-  +  Z', 
ou,  puisque  les  angles  a,  b,  c,  sont  assujettis  à  l'équatiou 
de  condition  cos'  a  -f-  cos'  i  4-  cos'  c  =:  i , 
(3)  B=^X'  +  Y--t-Z', 

R  =  v'X'  +  ï'  +  Z'. 
1  i.  La  valeur  de  R  étant  ainsi  déterminée,  ou  obtiendra 
iiss  anglrs  a,  b.  c,  dont  chaciui  renferme  au  plus  1 80",  par 
le  moyen  des  équations 


Ou  voit  par  ces  équations  que  les  cosinus  des  angles 
cherchés  sont  positirs  ou  négatifs  en  même  temps  qun  les 
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t|uantités  X,  Y,  Z  qni  leur  correspondent  respectivcoiciil. 
Par  suitn  les  anglus  a,  b,  c  seroiiL  aigus  ou  obtus  suivant 
que  les  (juaulités  X,  Y,  Z  seront  positives  ou  négatives. 

Lorsque  dans  la  formule  (3]  on  substitue  pourX,  Y,  Z 
leurs  valeurs  en  ayant  égard  aux  dquaUoua  de  condition 

cos'ct  +  cos'e  +cos'7=  I, 


ou  trouve 

j -„,.,.■,„..,„„ .'  +  o,»=„,=-+,,..,.,.y, 

I  +  jl>P"(cosa  i-os^"  +  cosecos6"+  cos  ïcos7")+... 

[  +  3p'P"((;osl'cosa''^-cos6'cul6"+c^i87'«e7'')+.... 
DaDs  le  cas  j>ai'[ii-u1ier  où  la  résultante  est  formée  seu- 
leu\eiit  par  la  composition  des  duux  forées  P,  P',  l'équaliou 
pri'téduule  se  réduit  oi 

R"  =  p-  H-  P"  +  2PP' (cos ï  cosi'  +  eos 6 eoiS'  +  C0S7  cos/ ). 
Mais,  d'apr&s  cequi  a  été  dit,  on  doit  avoir  aussi 

. 

E'  =  P'  +  P"  4-  aPP'cosPP'. 
Les  deux  valeurs  de  U*  devant  être  égales,  on  en  eunclui 

cos  PP'  —  cos  ï  cosa'  +  cns  6  fos        oos-/  cos  ;'. 

Par  roi.-^.-qia-m.  pour  oliteuir  li-  cosinus  d^  l'anjileroin- 
pris  eriiredcu-^  directions,  il  s.iOit  <!c  miiiiiplier  deux  à 
deux  les  .-osiiius  des  angles  <pie  ecs  iiiôiuw  «lireciions  for- 

d'ajouter  le»  produits  :  ce  ijui  forme  un  ihéorèine  connu 
d'analyse  appliquée.  En  vertu  de  ce  tliéorèmc,  on  aura 
rneore,  dans  lo  cas  g^éral  et  quel  que  soîl  le  iinmbiv  ili-s 


foices  P,  P',  P*,.. . 

eosPP''  =  caic<  cosa"  +  cosScoïS*  +cos7m)S7", 
eus  PT^ = co»  *'cos«" + «wfi'coï  6' + cosj'  CW7", 


par  suite  l'équadon  (5)  se  trouvera  rëdaîle  à 

f'       R-  =  P'  +  P"  +  P"'-(-... 

.    (6)  ;  +?,PP'cosPP'-(-2PP''cosPP*-J-... 

(  +2P'P"C0SP^+.... 

Ainsi  le  carré  de  la  résulianle  de  plusieurs  forces  est 
égal  à  la  somme  des  carrés  des  coniposanins,  plus  la 
somme  de  leurs  doubles  produits  rpsprt  iivcmmii  nmliî- 
pliés  par  les  Goûnus  des  angles  rviuju  ls  t'iurc  L-:  Jjri'c- 
tionsdeces  mêmes  forces  composées  dcw  :i  deux. 

Les  composantes  rectangulaires  de  la  résultante  Itou 
«es  projections  sur  les  axes  des  x,  y,  2  étant  précisément 
égales  aux  valeurs  numériques  des  quantités  X,  Y.  Z,  il 
est  facile  d'en  conclure  que  les  projectiuns  de  i;L-tlu  lésul- 
tanlesur  les  plans  coordonnés  respeclîvciiieut  perpendi- 
culaires aux  mèiiies  axes,  c'esl-u-dire  sur  les  plans  yz, 
et  xyt  seront  leprésuniées  par  les  expressions 
Vï'  +  Z't    ^Z'4-X.',    ^X-  -f-  Y'. 

IS.  Après  avoir  exposé  lès  propriétés  il'une  rcsuliante 
relativement  aux  projections,  nous  passoiis  n  celles  fjui 
regardent  les  moments. 

Sid'unpointOfA^.H)  pris  dans  l'espace,  ;i  vnionté,on 
abaisse  la  perpeiidiculaiz'c  OF,  su]'  la  dicectii^ti  d'une  force 
donnée  AB  =  P,  le  prodiiil  <!,;  relto  pei'i>fJidiculai£-c  par 
la  forte  elle-mùme  repiésentei  a  le  double  d<i  la  snif:ii  e  du 
triangle  AOBquî  a  pour  base  la  force  AB,  el  pour  sommet 
le  point  O.  Ce  même  produit,  équivalent,  comme  on  vient 
de  le  dire,  an  double  de  la  siii-faee  OAB,  est  ce  qu'on 
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dppelie  le  moment  d<!  la  force  P  par  rapport  au  poinl  O. 
De  pliU)  le  plan  du  tiiangle  OÂB,  ou,  en  d'autres  termes, 
le  plan  qui  passe  par  le  point  O  et  par  la  force  AB  est  ce 
qu'on  nomme  le  p^n  du  moment.  Cela  posé,  il  est  clair 
que  le  moment  d'une  force  Ai!  re^te  li;  mètiic,  lorsque, 
sans  changer  l'inteusiié  et  la  direction  de  la  force,  on  dé- 
place le  point  d'application  A,  de  manière  à  le  transporter 
en  u»  autre  point  A'  {fig.  lo)  de  la  direction  dont  îi  s'a- 
En  elVel,  si  snr  la  droite  AB  prolongée  on  prend 
A'B'=  A»,  les  deux  triangles  OAB,  OA'B',  ayant  même 
base  et  même  Iianlcur,  anronl  évidemment  des  surfaces 

16.  Le  moment  d'une  force  n'étant  autre  chose  que  le 
produit  de  cette  force  par  la  perpendiculaire  abaissée 
d'un  point  donné  sur  sa  direction,  le  point  à  partir  duquel 
on  abaisse  la  perpendiculaire  s'appelle  l'origine  ou  le 
centre  des  moments.  Le  plus  souvent  on  place  le  centre 
des  moments  n  l'origine  même  des  coordonnées,  La  droite 
OA  menée  du  centre  des  momotils  au  point  d'application 
-le  la  force  sera  désisncV  soms  lenoin  ilc  r,iy«n  ■vccu-ur.  Ce. 
rayon  >ei  (eiir  est  ri.ii  <le>  coiés  ilii  iriangle  OAB  dont  la 
surfac,'  ridubléi-  équivaut  au  momuui  de  la  force  AB; 
d'où  il  est  iiisc  de  ronclure  que  l'on  obtiendra  encore  un 
produit  égal  ,1  c.>  rnomciii,  si  Ion  multiplie  le  rayon  vec- 
teur O  A  par  U  perpendiculaire  UC  (fig.  ii)  abaissée 
du  point  B  sur  ce  rayon  vecteur,  ou,  ce  qui  revient  an 
même,  par  la  projection  AB'  de  U  fo^ce  AB  sur  un  plan 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur. 

17.  Si  l'on  projette  sur  un  plan  quelconque  le  centre 
des  moments  et  la  force  AB,  on  obtiendra  en  même  temps 
pour  projection  du  triangle  OAB  un  nouveau  triangle 
qui  aura  pour  sommet  la  projection  du  point  O,  et  pour 
base  la  projection  de  la  force  AB.  Ce  nouveau  triangle 
sera  donc  celui  dont  U  surface  doublée  mesure  le  momeui 
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lie  la  forte  projette  par  liippoii  i'i  la  projcriion  du  cenini 
des  moments.  Aiusi  le  rnoinem  tle  la  prujeciion  d'une 
force  sur  un  plan  quelconque  est  ^al  à  la  projectioii  sur 
ce  même  plan  d'une  surface  équivalente  au  moment  de 
la  force  donnée  et  comprise  dans  le  plan  du  monamt. 
C'est  ce  que  nous  exprimerons  en  disant  que  la  moment 
fie  la  projection  ^une  force  ne  d0hv  pas  de  la  pro- 
jection de  son  moment. 

18.  Le  plan  du  moment  d'une  foret  A3=P  peut 
tourner  dam  deux  sens  dilTéreiiti  autour  du  eciitrcdcs 
moments.  Si  l'on  vient  ;i  fixer  ce  même  eentre,  et  que  le 
rayon  vecteur  se  cliange  en  une  droite  rigide,  la  force 
appliquai'  n  l'extrémité  mobile  de  cette  droite  tendra  évi- 
deiiinient  n  imprimer  au  plati  du  moment  un  seul  des 
deux  mouvements  de  rotation  lu'il  peut  recevoir.  Sup- 
posons que  ce  mouvement  ait  iii  n,  i  l  <]iii>roii  iiit  élevé  par 
le  centre  des  moments  tui  deiiu-a\i;  p.'rpi  ndirulaire  an 
plan.  Un  spectateur,  qui  aurait  les  pieds  pixés  .sur  ce  plan, 
et  qui  serai!  appuyé  contre  le  demi-axe,  verrait  les  difle- 
i-cnls  points  du  plan  se  mouvoir  en  passant  devant  lui,  de 
sa  drniteà  sa  gauche,  ou  de  sa  gauche  à  sa  droite,  ce  que 
nous  exprimeronsen  disant  que  le  mouvement  de  rotation 
a  lieu  de  droite  à  gauche  ou  de  gauclie  à  droite.  On  doit 
observer  au  reste  que  si  parle  centre  des  moments  on 
âevftit  à  la  fois  d«uc  demiTaxes  perpendiculaires  au  plan 
du  moment,  le  même  mouTement  de  rotation  paraitraîi 
s'eEfectner  autour  de  l'un  de  ces  demi-axes  de  droite  à 
gancbe,  et  autour  de  l'autre  de  gauche  à  droite.  Revenons 
maintenant  au  cas  où  l'on  irave  un  seul  demi-axe,et  sup- 
posons que  ce  soit  précisément  celui  autour  duquel  le 
mouvement  de  rotation  s'effectue  de  droite  à  gauche.  Si 
6  partir  du  centre  des  moments  on  porte  sur  ce  demî-axe 
une  longueur  numériquement  égale  au  moment  de  la  force 
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p,  on  obtiendra  ce  cjue  nous  appellerons  le  montent  H- 
néairû  de  cette  force.  La  direction  de  ce  moment  linéaire 
sera  celle  du  demi-axe  sur  lequel  il  se  compte,  et  son 
inteasitéa.ura  ponrniesare  Icnioinentinëme  de  la  forceP. 

19.  Concevons  à  présent  que  dans  le  plan  du  moment 
de  la  ibrce  P  ou  ÂB  \fig.  m)  on  fasse  varier  celte  force 
en  grandeur  et  en  direction,  de  sorte  qu'elle  se  change 
en  une  nouvelle  force  P'  on  AU' toujours  appliquée  au 
point  A,  et  propre  à  faire  tourner  le  plan  dans  le  même 
sens  que  la  première  autour  du  centre  des  moments.  Les 
moments  linéaires  des  deux  forces  P  et  P'  devront  être 
portes  sur  le  même  demi-axe;  et  si  l'on  projette  ces  deux 
forces  AB,  AB'  sur  un  plan  mené  par  le  point  A  perpendi- 
culairement au  rayon  vecteur,  les  projections  AC,  AC 
auront  encore  la  même  direction.  Imaginons  ensuite  que 
le  plan  du  momentdcla  force  P'  liennc  »  se déla^ljcr du 
plan  du  moment  de  la  force  P  en  lournam  d'une  certaine 
(jnanlilé  autour  du  rayon  vecteur.  Pendant  te  mouvement 
deux  (U'mi-:i\('s  pcl■pcIl(li^■llL^ircs  au  myou  vecteur,  abou- 
tissant à  dt;nx  pdints  Jiliërciils  Je  ce  rayon,  et  assujettis 
à  tourner  autour  de  ces  points  avec  le  plan  du  moment 
delà  force  P',  ilécL-iront  évideniuieni des  angles  égaux. Or, 
comme  on  peut  supposer  que  ces  deux  demi-axes  ccdtoci- 
dent  le  premier  avec  la  projection  AC  de  lafoTCeP'aur  le 
plan  mené  par  le  point  A  perpendiculairement  au  rayon 
vecteur,  le  second  avec  le  demi-axe  OL'  mené  par  le 
point  O,  et  sur  lequel  on  compte  le  moment  linéaire  de 
la  même  force,  nous  devons  conclure  qo^après  l'arrivée 
de  la  force  P'  dans  sa  nouvelle  poùtîon  lef  moments  li- 
néaires OL,  OL'  des  forces  P',  P  comprendront  entre  enx 
le  même  angle  que  les  projections  AC,  AC  de  ces  forces 
sur  le  plan  perpendiculaire  au  rayon  vecteur.  Il  est  d'ail- 
leurs essentiel  d'observer  qu'il  sudit  de  choisir  -  cou  vena~ 
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btfiment  rinlensïté  de  la  force  P*,  u  direbdoa  par  rapport 
au  rayon  vflclenr  dans  le  plan,  et  U  qnanlitédont  on  fait 
tourner  ce  même  plan,  pour  que  celle  forée  parvenue 
dans  ta  nonveUe  position  ctrïncide  avec  une  force  quel- 
conque menée  par  le  point  A .  On  peat  donc  ënonoer  la 
proposition  suivante  : 

Théokême  n.  —  Si  deux  forces  quelconques  appU- 
qitées  au  point  A  sont  projetées  sur  un  plan  perpendi- 
cuïmrv  au  rayon  vecteur,  qui  joint  le  point  A  avec  h 
centre  des  momentt,  les  projections  formeront  entre 
elles  le  ménw  angle  que  les  moments  linéaires  des  forces 
données. 

âO.  Considérons  maintenant  avec  deux  forces  P,  P', 
simultanément  appliquées  au  point  A,  la  résultante  de 
ces  deax  forces.  Soient  O  le  point  pris  pour  origine  dd 
momenis,  OA  le  rayon  vecteur;  et  supposons  que  l'on 
construise  tout  à  la  fois  les  moments  linéùres  des  forces 
P,  P',  R,  avec  les  projections  de  ces  forces  sur  le  'plan 
mené  par  le  point  A  peqieiidicukïrcmcnt  au  rayon  vec- 
teur. D'après  ce  qu'on  vient  de  diri;,  les  moments  linéaires 
formeront  entre  eux  les  mêmes  angles  que  les  projections 
lies  forces  correspondantes;  et,  de  plus,  ces  moments  se- 
ront, en  vertu  de  leur  dériiiîtion  nifmc,  respectivement 
égaus  aux  produits  qu'on  obtient  en  muliipliaut  le  rayon- 
vecteur  par  les  projectinns  dont  il  s'agit.  Cela  posé,  con- 
cevons :  i"  que  les  droites  AB,  AC,  AD  représentent  en 
(;randenr  el  en  direction  les  projetlions  des  forces 
P,  P',  R;  2"  que  les  droites  OE,  OF,  OG  représentent 
en  grandeur  et  en  diieciion  leurs  moments  linéaires.  Ces 
trois  dernières  droites  seront  proportloonelles  anx  Iroîs 
premières,  puisque  l'on  a 

OE  =  OAXAB,    0F=0AXAC,    OG  =  0AXADj. 

et,  prises  deux  à  deux,  elles  formeront  entre  elles  les 
I.  '       '  3 
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mAinea  angles.  Par  suite  les  deux  Ggtires  ABCU,  OEFG 
aerOBt  des  figures  semblables.  Or  la  force  projetée  AD 
étanl  la  résultante  des  forces  projetées  AB,  AC,  puisque 
(a"  8)  la  projection  de  la  l'ésullaitle est  aussi  la  résultante 
des  projections,  la  figure  ABCD  ust  néceasairemeol  un 
paralltilogranitnc,  doue  la  figure  OEFG  en  sera  un  éga- 
lemont.  Donc  le  moment  linéaire  OG  de  la  résuhaatc  R 
sera  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les 
moments  linéaires  des  composantes;  et  pour  l'obtenir  il 
suffira  de  mener,  par  l'extrémité  du  moment  linéaire  de 
la  force  P,  une  droite  égale  et  parallèle  au  moment  do  la 
force  P',  puis  de  joindre  le  centre  des  momi;nls  avec 
Tcstrémité  de  celle  droite.  Ainsi  les  moments  linéaires  se 
composent  comme  les  forces  elles-mÛraes  et  à  l'aide  de 
la  môme  construction.  Cette  remarque  ne  se  borne  pas 
3u  cas  où  l'on  considère  deus  composantes,  elle  s'étend  à 
un  nombre  ((ueleonque  de  forces  P,  P',  P", . . , }  car  il  est 
clair  qu'en  répétant  plusieurs  fi>Î8  de  suite  la  constrac- 
rion  indiquée,  d'une  part  sur  les  forces  combinées  deaxi 
deiUE,  de  l'autre  sur  les  moments  linéaires  correspon- 
danls.  on  obtiendra  par  le  même  procédé:  i"  la  résultante 
de  tontes  ces  forces;  a"  le  moment  linéaire  de  cette  résul- 
tante. Enfin  la  remarque  subsiste,  quelles  que  soient  les 
directions  des  forces  données,  et  celles  de  leurs  moments 
linéaires  respectifs,  et  par  conséquent  dans  !e  cas  même 
où  quelques-unes  de  ces  directions  viendraient  à  coïn- 
cider. 

Pour  indiquer  que  le  moment  linéaire  de  la  résultante 
de  plusieurs  forces  P,  P',  P",  — ,  résulte  de  la  composi- 
tion de  leurs  moments  linéaires,  nous  le  désignerons  dé- 
sormais sous  le  nom  de  moment  linéaire  résultant. 

Dans  le  cas  particulier  oà  le  plan  des  moments  de  déux 
forces  cttfncide,  c'est-à-dire  lorsqu'un  seul  plan  ren- 
ferme »  la  fois  le  centre  des  rooinenia  et  les  deux  forces, 
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leurs  moments  linéaires  se  comptent  évidemment  sur  un 
seul  axe  perpendiculaire  aa  plan  dont  il  s'Agit.  De  plus, 
ils  se  comptent  sur  cet  axe,  dans  le  même  sens  on  dans 
des  sens  opposés,  suivant  que  les  forces  données  tendent 
i  faire  tourner  le  plan  qui  les  reuferme  dans  le  même  sens 
ou  en  sens  contraires.  Si  toutes  les  forces  P,  P',  P",  •  •  • , 
appliquées  au  point  matériel  A  se  trouvaient  comprises 
avec  le  centre  des  moments  dans  un  plan  unique,  tous 
les  moments  linéaires  se  comptant  alors  sur  le  même  axe, 
le  moment  linéaire  de  la  résultante  serait  égnl  à  la 
somme  des  moments  linéaires  des  composâmes,  pris  avec 
le  signe  +  ou  avec  le  signe  — ,  suivant  que  les  forces  cor- 
respondantes tendraient  à  faire  tourner  le  plan  de  tous 
les  moments  dans  le  même  sens  que  la  résultante  ou  en 
sens  inverse. 

SI .  Revenons  au  cas  où  les  moments  linéaires  des  forces 
P,  P', . . . ,  ont  des  directions  quelconques.  Dans  ce  cas, 
an  lien  de  construire  géométriquement  le  moment  linéaire 
de  la  Fésaltante,.on  pourrait  déterminer  analytiquemeni 
son  intensité  et  sa  direction.  En  eflet,  soit  R  cette  résul- 
tante ei  désignons  par 

P'>  p" 

les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  des  moments  sur 
les  directions  des  forces 

P,  P',  P",.-.,R, 
leurs  moments  linéaires  serotit  rcpi'éseniés  par 

Pp,  P'/''.  P"p", . . .  Rr, 
et  si  l'on  suppose  que  les  directions  de  ces  moiiienis  li- 
néaires forment  respectivement,  avec  le  demi-aicc  des  z 
positives  les  angles 
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avec  le  demi-axe  des  y  positives  les  angles 

avec  le  clemi-ase  des  z  positives  les  augleii 

et»  l,    P>'  coï  -/ ,    P"  p"  cos  Y,...,    R  r  coi  /, 
GOSfi,    P'p'  co»/ ,    V p" casy." , .  . .  ,    Rrcosm , 
P^coiv,    P'p'cos»',    P''/)''cos  v", . . .',  Rrcosff,. 

seront  ce  qn'on  peut  appela  les  projecUons  algébriques 
des  moments  linéaires  dont  il  s'agit  sur  les  ases  y,  z. 
Cela  posé,  pniscpie  le  moment  linéaire  R  r  est  \  l'égard 
des  autres  ce  qu'est  la  résultante  H  à  l'égard  des  rorccs  P, 
P',  P'',..,,les  reladot»  trouvées  entre  les  projections  algé- 
briques des  forces  P,  F,  P",  ■  ■ . ,  R  subsisteront  entre  les 
projections  algébriques  des  moments  linéaires  Pp,  P'//, 
P^^i.-.jBr.Ko  conséquence  1b  projectîoD  algébrique  sut 
chaque  axe  du  moment  linéaire  résultant  sera  ^le  i  la 
somme  des  projections  algébriques  sm  le  même  axe  des 
moments  linéaires  des  composantes.  On  aura  donc  les 
trois  équations 

IRrcos  /  =  Vp  cos  *  +  P>'  i-os  X'  +  P'>"  cos  i"  + . . . , 
R  r  «M  m  =  P/.  cos  (*  4-  P>'  cos  f.'  +  P  V"  eus     + . . . , 
Rrcosn  =P/>cos  «-1- P'/i'cos  v'-(-P'/>''cosii''+.. ., 
Si  i  ces  trois  équations  on  réunit  la  snivanic, 

on  obtiendra  quairc  équations  sullisanlcs  pour  détermi- 
ner les  valeurs  des  quatre  inconnues  Rr,  /,  m,  n,  c'eat-à- 
dire  la  direction  et  l'intensité  du  moment  linéaire  résul- 
tant, toutes  les  fois  qu'on  connaîtra  en  grandeur  et  en 
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direcLion  les  momenis  linéaires  des  forces  P,  P*,  P", . . .  i 
Les  seconds  membres  des  équations  (i)  étant  dans  cette 
hypothèse  des  quaniit^H  connues'si,  pour  abr^er,  on  les 
désigne  par  L,  M,  N,  on  aura 

(3)  R/-c<»/  =  L,    Rrcosm  =  M,    RrcosH  =  N. 

Or  on  tire  de  ces  dernières  éijuaiioiis,  ea  ayant  égaixi  à  la 
formule  (3), 

R'r'=L'  +  IiP+  H'. 

Donc,  par  suite, 

(4)  Rr  =  VL'+M'+lN-. 

L'intensité  Rr  ou  la  grandeur  du  moment  linéaire  ré- 
sultant étant  ainsi  déterminée,  011  obtiendra  les  angles 

m,  n,  que  sa  direction  forme  avec  les  axes  des  coordon- 
nées positives ,  par  Je  moyen  des  équations 


cet  angles  seront  aigus  ou  obtus,  suivant  que  les  quantités 
h,  M,  N  seront  positives  ou  négatives. 

23,  Les  calculs  qui  précèdent  subsistent  quel  que  soit 
le  point  de  l'espace  qu'on  ait  pris  pour  centre  des  mo- 
ments. Dans  le  cas  particulier  où  ce  centre  coïucidc  avec 
l'originodcs  coordonnées,  on  peut  exprimer  les  projections 
nlgébriqucs  du  moment  linéaire  de  chaque  force  au  moyeu 
de  l'inteiisitédc  cclli!  force,  des  coordonnées  de  son  point 
d'npplicaiion  et  des  angles  que  fait  sa  direction  avec  les 
demi-axes  des  coordonnées  positives.  On  y  parvient  faci- 
lement à  l'aide  de»  considérations  suivantes. 

Le  moment  de  la  force  P  appliquée  au  point  Â,  savoir 
P  p,  représente,  comme  ou  l'a  dit  ci-dessus,  le  douUe  de 
la  surface  du  triangle  OAB,  qui  a  pour  base  la  force 
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AB  =  P,  et  pour  sommet  le  point  0  centre  des  moments, 
c'esL-à-dirc  dans  le  cas  présent  l'origine  des  coordonnées. 
La  surface  de  ce  triangl»  est  donc  jPp.En  la  multipliant 
par  cos  X,  c'est-à-dire  par  le  cosinus  de  l'angle  que  forme 
la  direction  du  moment  linéaire  avec  1<:  duini-iixe  des 
X  positives,  on  obtient  la  moitié  de  la  projection  algcbrî- 

comptant  sur  l'un  des  deux  demi-axes  perpendiculaires 
au  plan  du  moment  P/>,  et  l'aie  des  x  étant  pcrfieiidicu- 
laire  au  plan  des  ys,  l'angle  ^  sera  évidemment  l'un  des 
angles  que  le  plan  des  momenU  fau  avec  te  pian  ucs  y^s, 
angles  qui,  élant  suppléments  l'un  de  l'autre,  ont,  au 
signe  près,  le  même  cosinus.  D'ailleurs  si  l'on  multiplie 
une  surface  plane  par  le  cosinus  de  l'.nigle  aigu  compris 
entre  le  plan  <)ui  la  rcnfL-rme  et  un  autre  plan  pris  k  vo- 
lonté, on  aura  pour  produit  la  projection  de  la  surface 
plane  sur  ce  dernier  plan.  Donc  le  produit  iFp  cos  X  sera 
égal,  au  signe  près,  à  la  projection  dn  triangle  OAB  sur 
le  plao  des  yz.  Donc,  par  suite,  la  projection  algébrique 
du  moment  linéaire,  savoir P/icosX,  sera  égale,  au  signe 
près,  au  double  de  la  surface  du  triangle  projeté,  «u,  en 
d'antres  termes,  au  moment  de  la  force  P  projetée  elle- 
mème  sur  le  plandes^s.  Ajoutons  que  le  produit  Vp  cos  X 
sera  positif  ou  n^tif,  suivant  que  l'angle  formé  par  la 
directïoD  du  moment  linéaire  avec  le  demi-axe  des  x  po- 
sitives, sera  aigu  ou  obtus,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes, 
suivant  que  la  force  P  tendra  à  faire  tounici'  le  plan  de 
son  moment  de  droite  à  gauche  ou  de  i^auclii^  :'i  c! roi  II',  au- 
tour du  demi-axe  perpendiculaire  à  ce  plari,  et  qni  forme 
avec  le  tiemi-axe  dfs  x  positives  un  angle  aigu.  Ur  il  est 
clair  que  la  projection  de  la  force  P  sur  le  plan  des  yz 
tendra  elle-même  à  faire  tourner  ce  dernier  plan  autonr 
du  demi-axe  des  x  positives,  de  droite  à  gauche  dans  le 
premier  cas,  el  di>  gauche  à  droite  dans  le  second.  On 
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peut  donc  conclure  que  le  produit  P/;  cos  X,  c'est-à-dire  la 
projection  algébrique  du  moment  linéaire  de  là  force  P 
'  sur  t'axe  des  x,  sera  égal  an  moment  de  la  force  projetée 
sur  le  plan  des  yz,  ce  dernier  moment  étant  pris  avec  le 
signe  -h  ou  avec  le  signe  — ,  suivam  que  la  force  projetée 
tendra  à  faire  tourner  le  plan  des  yz  de  droite  à  gauclie 
ou  de  gauche  à  droite  autour  du  dumi-axt;  des  r  positives. 

On  prouvera  de  même  que  la  projection  ali^êbri(|uc  du 
monieut  linéaire  de  la  force  P  sur  l'axe  des  y  ou  des  s  est 
égale  au  moment  de  la  force  projetée  sur  celui  des  plans 
coordonnés  auquel  cet  axe  est  perpendiculaire»  le  dernier 
montent  étant  pris  aveo  le  signe  ■+•  oa  btcc  le  ngne  — -, 
suivant  que  la  force  projetée  tend  i  faire  tonmer  le  plan 
dont  il  s'agit  de  droite  i  gauche  ou  de  gatiche  à  droite 
autour  du  demi-axe  iesjr  on  des  z  posiiÎTes. 

33.  Considérons  maintenant  l'angle  solide  tiîèdre  qni 
a  pour  arêtes  les  trois  demi-axes  des  coordonnées  po- 
sitives, et  concevons  qu'un  rayon  mobile  d'une  lon- 
gueur indéfime,  mené  par  l'origine,  fasse  le  tour  de  cet 
angle  solide  en  s'appliquant  successivement  sur  ses  trois' 
faces.  Son  mouvement  sur  chaque  face  sera  un  mouve- 
ment de  rotation,  de  droite  à  gauche  ou  de  gauche  à 
droite,  autour  de  Tarèie  perpendiculaire  à  cette  face.  De 
plu»,  il  est  aisé  de  voirquc  les  trois  mouvcmenls  de  rota- 
tion sur  les  trois  fâecs,  c'est-à-dire,  en  d'antres  termes, 
sur  le»  trois  plans  coordonnés  seront  de  mËme  espèce. 
Par  exemple,  si  la  disposition  dos  demi-axes  des  coordon- 
nées positives  est  celle  que  représente  la  Jig.  i4î  et  qui 
se  trouve  la  plus  usitée,  les  trois  mouvements  de  rotation 
auront  lieu  de  droite  à  gauche,  autour  de  ces  trois  demi- 
axes,  lorsque  le  rayon  mobile,  faisant  le  lourde  l'angle 
solide,  passera  successivement  de  la  position  OX  a  la  po- 
sition OTet  de  celle-ci  à  la  position  OZ,  pour  revenir  en- 
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suite  à  la  posiiion  OX.  Si  le  denii-a\c  des  z  positives  sl' 
trouvait  transporté  de  l'autre  câlé  du  plan  des  xy*  ^lura 
les  mouvements  de  rotation  auraient  lieu  de  droite  à' 
gauche,  dans  le  cas  où  le  rayon  mobile  prendrait  succes- 
sivement les  trois  positions  OX,  OZ,  OY  [fig.  i5),  pour 
revenir  ensnite  directement  de  la  position  OT  à  la  posi- 
Uon  OX. 

Afin  de  bien  disdnguer  les  denx  espèces  de  monvemetit 
que  peut  prendre  ùtt  -  rayon  mobile,  assujetti  i  passer 
par  l'origine  et  à  parcourir  l'une  après  l'autre  les  troia 
bces  de  l'angle  solide  OXTZ,  nous  dirons  que  ce  rayon 
mobile  a  dans  cliacun  des  trois  plans  coordonnés  nu  mou- 
vement direct  de  rotation,  s'il  passe  successivement  de  la 
position  OX  à  la  position  OY  et  de  celle-ci  à  la  posi- 
tion OZ.  Nous  dirons  dans  le  cas  contraire  que  le  rayon 
a  un  mouvement  de  rotation  rétrograde.  Ci'Ia  po.sé,  sï 
l'on  adopte  la  disposition  ta  plus  ordinaire  pour  les  demi- 
axes  dts  coordonnées  positives,  les  iiniiivc:iicjils  dirccis 
de  rotation  autour  de  ces  demi-axes  .luront  lieu  de  droite 
à  gauche  et  leï  mouvements  réliogrades  de  gauche  à 
■droite,  c'est-à-dire  que  dans  cette  disposition  le  mouve- 
ment est  direct  lorsqu'il  se  fait  dans  l'ordre  des  lettres. 

24.  La  force  P  pouvant  cire  remplacée  par  ses  trois 
composantes,  la  projection  algébrique  de  sou  moment 
linéaire  sur  Taxe  des  x  sera  égale  à  la  somme  des  projec- 
tions algébriques  sur  le  mËmc  axe  des  momenis  linéaires 
de  CCS  trois  composantes,  ou,  en  d'autres  termes,  à  la 
somme  des  moment»  des  mêmes  composantes  projetées 
sur  le  plan  des  ya,  ces  derniers  moments  étant  pris  avec 
le  signe  -H  ou  avec  le  signe  —  suivant  c]ue  les  forces  pro- 
jetées tendront  à  imprimer  au  plan  à<:&  yz  uu  mouve- 
munl  de  rotation  direct  ou  rétrograde.  Or  les  compo- 
sâmes de  la  force  P  parallèles  aux  axes  des  x,  y,  s,  sont 
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respect! Temem  ^ales  aux  valeurs  numériques  des  trois 
produits  Pnosa,  PcosS,  Pcogy.  Quand  on  lei  projette 
sur  le  plan  des  yz,  le  premier  se  rédqtt  k  zéro ,  tandis 
qoeles  deux  autres  conservent  leurs  intensités  respec- 
tives. De  plus,  les  projections  des  deux  dcrDièrc-s  compo- 
santes agissent  évidemment  suivant  des  droites  menées 
parallèlcmenl  aux  aies  iJps  y  et  des  s,  par  la  projection 
(lu  point  d'application  di;  la  force  P.  Soient  x,  y,  s  les 
cooidonniics  de  te  point  dans  l'espace,  La  projection  de 
ta  composante  parallèle  à  l'aie  des  z  aura  un  moment 
égal  au  produit  de  sou  intensité  par  la  perpendiculaire 
abaissée  de  l'origine  sur  sa  direction,  c'est-à-dire  par  la 
valeur  numérique  dey.  Ce  moment  sera  donc  représenté 
par  la  valeur  iiuraérîrpie  du  produit  Pcosy.j.  On  trou- 
vera lie  même  qne  la  projection  de  la  composante  paral- 
lèle à  l'axe  des  j  a  un  moment  représenté  par  la  valeur 
numérique  du  produit  Ptnso.s.  Ajoutons  que  des  deux 
projections  dont  11  s'ayi!,  la  premièie  tejidra  à  produire 
un  mouvement  de  rotation  direct  si  Pcosy  et  y  sont  de 
même  signe,  c'est-à-diie  si  le  produit  Pcosy  .y  est  positif, 
Ja  deuxième  si  PcosS  et  z  sont  de  signes  ditlérents,  c'est- 
à-dire  si  le  produit  Pcosë.z  est  négatif.  Les  mouvements 
de  rotation  deviendront  rétrogrades  dans  les  suppositions 
contraires.  Par  suite,  pour  obtenir  les  projections  algé- 
briques sur  l'axe  des  x  des  moments  linéaires  que  four- 
nissent les  deux  composantes  de  la  force  P  parallèles  aux 
axes  des  z  et  des  y,  il  faudra  prendre  le  produit  PycosS 
avec  le  signe  -i-  et  le  produi  t  Pz  cos  €  avec  le  signe  — .  La 
somme  des  deux  résultats,  savoir  P(^cosy — xcos€), 
devant  être  équivalente  à  la  projection  algébrique  sur 
l'axe  des  x  du  moment  linéaire  de  la  force  P,  on  aura 
nécessairement 

P/j(!OsX  =  P{j'  MS7  —  icosG}. 
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On  trouverait  de  mèmccn  projetant  lesnioments  linéaires 
de  la  force  P  et  de  ses  composantes  snr  les  axes  des  y  et 
desz 

Ppcosfi=F(zc(Mii — icosy),    P/j  cos  v  =  P  [icosS — jcosa}, 
n  est  au  reste  esscnlii-'l  d'observer  «juc  les  trois  éqnaUoni 
I  P/,cosl  =  P(j-coS7-»cosE), 

(6)  j  P/»COS[l  =  P(l  COÏOl  XCOS7), 

(  P/.coïi.  =  P(icose-j-cos«), 

ont  lien  seulcmeut  daus  le  cas  où  Ton  adopte  pour  les 
demi-axes .  des  coordonnées  positives  la  disposition  la 
plus  ordinaire,  c'est-à-dire  lorsque  les  mouvements  de 
rotation  de  droite  à  gauche  aatonr  de  ces  demi-axes  sont 
en  mâme  temps  des  mouvements  directs  et  tendent  à  faire 
passer  un  rayon  mobile  : 

dans  le  plan      de  la  direct,  dt-s  j  posit.  i  la  dlifct.  des  s  [losit., 

dans     •■V'       •»;r<i..j  » 

Si  les  mouvements  de  rotadon  de  droite  à  gauche  au- 
tour des  mêmes  demi-axes  devenaient  rétrogrades,  alors 
il  faudrait  remplacer  les  formules  (6)  par  les  suivaptes  :  • 

Lorsque  dans  chacune  des  équations  (6)  et  (7)  on  sup- 
prime le  facteur  P,  commun  aux  deux  membres,  elles  se 
réduisent  à 

/  /jcosi  =r  wsv—  îcse, 

(8]  \  pcosfi^  1  GOS  B  —  ^irasy, 
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ipeaa}.=  «cosS — j'cotf, 
/.I!M(t=*««7— BCOSB, 

(  ;j  cos  1  =j'ci»ii~-f  cosfi. 

Enfin  ou  peut  compreudre  let  équations  (8)  ei  (9)  dans 
)a  seuil!  formule 

.       J-C0S7— acotS  taxa — xeoiy  xcm6 — y  et»»   . 

^     ~"  ~      ïôïï      — a:/»- 

On  peut  retrouver  au  besoin  ces  fononles  par  une  règle 
(le  mnémonique  irés-simplc  :  on  écrit  dettx  fois  sur  une 
première  ligne  x,  y,  z,  Jeux  fois  sur  une  seconde  ligne 
et  au-<Iessous  Je  z,  im  et,  coi  6,  cos  -/  : 


séparant  cette  suite  de  tenues  en  trois  groupes  de  deux 
termes  chacun,  on  multiplie  en  croix  l'un  par  l'autre  les 
denx  termes  supérieurs  de  chaque  groupe  par  les  deux 
termes  inférieurs,  et  l'on  retranche  le  second  produit  du 
premier.  On  oblient  ainsi  les  différences 

jcosS  —  ^-coîa,    scosa  — ;rcos7,    jrcoiy  —  tcos6, 

qui  sont  les  numérateurs  des  trois  fractions  (10). On  donne 
pour  dénominateur  à  chaque  i 
laiif  &  l'aie  qui  n'apparaît  dans  le  11 
lettre,  ni  par  le  cosinas,  cas  v  au  premier  numérateur, 
eos  fi  au  second,  cos  1  au  troîsicme,  et  l'on  égale  enlin  les 
fractions  les  unes  aux  autres  et  à  ±p  ;  le  signe  +  étant 
relatif  au  cas  où  les  mouvements  <le  rotation  dire<;ls  ont 
lieu  de  droite  à  gauche  autour  des  demi-axes  des  coor- 
données positives,  et  le  signe  —  au  cas  contraire*,  ajoutée 
que  dans  l'un  cl  l'autre  cas  on  tirera  des  équations  (8} 
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el  (9} 

+  (*o«  6  —  j- C09  b)' 

On  trouvera  par  anite  pour  l'expression  de  la  perpendi- 
culaire abaissée,  du  centre  des  momeats  sur  la  direction 
de  la  force  P 

/ï  =  [(jcOS7~îCosei'+(icoSa  — j:coS'/)'+(j:c(j3G— jcosa}']'' 
=[x'+j-'+*'-(*cosa+j-cose-H*cosï)'lî. 

2S.  D'après  ce  qnï  a  été  dit,  si  l'on  nomme  P  une  fprce 
appliquée  an  point  quelconque  A^X^y,  z  les  coordon- 
nées du  point  Â  ;  a,  ë,  7  \es  angles  que  forme  la  direction 
de  la  force  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives; 
p  la  perpendiculaire  abaissée  sur  celle  direction  de  l'ori- 
gine des  coordonnées  prise  pour  centre  des  momeats; 
X,  ft,  V  les  angles  que  forme  la  direction  du  moment 
linéaire  Pp  avec  les  demi-axes  mentionnés  plus  haut,  oit 
aura 

f  P/.cosX  =  ±P(j-cos7-«cosS), 
(6)  P;»cos^  =  ±P(icos«-j:coS7). 

(p/,cosv=±P!*cose-j-cos.), 

et  iKir  suite 

.     j,.cosX  =  ±(j-cQST-»cose), 

(  /îcosï=±[a:cose— j-cosa), 
DU,  ce  qtii  revient  au  même, 

■  J-COS7— JCOS^_gcoStt— JCOS7  xcosS— j-cosa  

cosl  cos(i       ~       cos»  — 

le  signe  supérieur  devant  être  adopté  dans  le  dernier 
membre  de  chaque' formule  toutes  les  fois  que  les  mouve- 
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menis  de  droite  A  gauche  autour  des  demi-axes  Jl-s  coor- 
doiin^  positives  sout  des  mouvements  dii-ccis,  et  le  signe 
toférieur  dans  le  cas  contraire. 

Si  aux  ÀpiatioDB  (7)  on  réunit  la  suivante 
cos'l  +  cos'fi  +  cos'v  =  I, 

/)•  =  («'+ jJ+ 1')  —  (a  co»  a  +  j«bS  4- 1  cos  y)', 
(.1)  p=[(*'+j->-4.ï')-('"»"+J'«se-ncos7)']i, 
et  après  avoir  ainsi  détermine  la  valeur  de  ^,  on  obtiendra 

celle  des  angles  J,.  ^,  -J,  p.ir  le  moyen  des  formules  : 


IjOs  valeurs  préc^ntes  de  cos  X,  coi  ^,  cos  v,  satisfont 
évidemment  auxdeux  équations  de  condition 


Orroramc  les  demi-axes  descoordonnées  positives  forment 
les  angles  a,  ô,  -/,  avec  la  direction  de  la  force  P,  et  les 
angles  [i.,  v,  avec  la  direction  de  son  ouHnent  linéaire 
Vp,  la  somme 

cos  a  cos  i  +  C03  6c05fi  +  COS7COSÏ 
représente  nécessairement  le  cosinus  de  l'angle  compris 
entre  les  deux  directions^  donc  la  première  équation  Je 
condition  exprime  que  ce  cosinus  est  nul,  ou,  ce  qui, re- 
vient au  même,  que  les  deux  directions  se  coupent  à  angles  - 
droits.  De  même,  puisque  le  rayon  vecteur  mené  de  l'ori- 
gîae  an  point  d'application  de  la  force  Pa  pour  projections 
algébriques  sur  les  axes  les  coordonnées  T,y,  z,  et  formp, 
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par  conséquent,  avec  les  demi-axps  des  cooitloniiées  po- 
sitives des  angles  qui  ont  pour  rosunis  ro^poi  iifs 
"  J'  = 

l'angle  compris  entre  la  diroctîoa  de  ce  n^on  vecteur  et 
celle  du  moment  linéaire  aura  aussi  ëvidemmeat  pour 
connus 

Donc  la  deuxième  équation  de  condition,  que  l'on  obtient 
en  ^lant  ce  cosinus  &  zéro,  exprime  que  la  direction  du 
moment  linéaire  secompiesurime  droite  en  même  temps 
perpendiculaire  à  la  force  P  et  au  rayon  vecteur.  On 
aurait  pu  immédiatement  poser  ces  deux  équations,  des- 
quelles on  déduit  la  formule 


par  rêlîmînation  successive  des  trois  coordonnées  x,y,z. 

Ajoutons  que  l'ëquation  (i  i)  peut  ellc-m&me  scdcmon- 
Irer  directement.  En  eQct,le  rayon  vecteur  mené  de  l'ori- 
gine au  point  d'application  de  la  force  P  est  représenté 
par  ^X*-i-y*  ■+•  z*,  et  l'angle  que  forme  la  direction  de 
ce  rayon  vecteur  avec  celle  de  la  force  P,  ayant  pour  to- 

XCOSB+J- COSÊ  +  ÏCOS-/ 

sinus   ,  ,       —  î-i  aura  neccs.sairemciilpour 

j"^     (jcoaa  +  /cosS  +  ^cuS7)j-^ 

 [j^+j-'-l-s'— (jcoStt-H.rcoiS  -i-EC0STi)']7 

et,  en  maUipliant  ce  sinus  par  le  rayon  vecteur  lui-mime, 
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on  obtiendra  évidemment  la  valeur  de  la  pcrpecdi  cul  aire 
p  et  par  conséquenl  l'équation  (i  i). 

Des  formules  (ii)  et  (is)  réunies  on  déduit  facilement 
la  formule  (lo).  Pour  le  dcmonircr,  il  suffit  de  remarquer 

qiie  si  plusieurs  fractions  données  -y,,  .  .  . ,  sont 

équivalentes  entre  elles  et  ont  des  dénominateurs  de 
même  rignc,  la  fraction  ^^^-^  ''  "™  encore  éqni- 
valentc  à  tontes  les  autres;  d'où  il  résulte  que  la  formule  . 


entraîne  toujours  la  suivante: 


Cela  posé,  il  est  clair  qu'on  tirera  des  formules  (i  i)  et  (i  : 
réunies 


COS  1  .COS  (t  '  CM  V 

 ^0?*  + j^-i-^— [;ecosa  ^- J^cose  +  ecosTl]'  _-f-^ 

Mais  il  importe  de  faire  remarquer  que  la  méthode  à 
l'aide  de  laquelle  on  vient  de  trouver  la  formule  (lo),  ne 
donne  pas  le  moyen  de  décider  quel  signu  on  doit  attri- 
buer dans  cette  formule  à  la  quantité 

.  26.  Concevons  maintenant  que  plusieurs  forces  P,  P, 
P',. ,.,  se  trouvent  simultanément  appliquées  au  point  A, 
qui  a  pour  coordonnées  s,. .  .{désigaons  par  Rieur 
réfulUnte,  et  supposons  que  les  forces  P,  F,  P*, . . .  ,Bf 
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forment  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  les 

.nslc^X.""  »,   S,£',  6'  4,  y././  ,-. 

Si  l'on  exprime  les  pi  cjotliiins  ,ilg('bi  iqucsdcs  iiionieiils 
liniiairesde  ces  luùines  forces  sur  les  aies  des  coordotmées 
en  fonction  des  dii erses  ([uaniités  que  nous  venons  de  re- 
présenter par  des  lettrc^s,  i;t  si  Ton  égale  eiisuiln  la  pro- 
jeciion  algébrique  sur  cliaque  axe  du  mometit  linéaire  ré- 
sultant à  la  somme  des  projections  a1gâ)riquçs  des  mo- 
ments lin&ires  des  composantes,  oii  obtiendra  les  trois 
équations 

îCO*6)  =  P(jeoS7-ïcose) 

-f-P'trcos  7'  — îc05G')-(-... 
I  eose)  =  P  (i  eosa  —  jcosy) 

+  P'(ico(b'— 'xcûiy)4-. . . 
X'GOsa}  =  P(«cos< — ^cosct] 

-H  P'fjTfosG'— j'COSa')-!-.... 
Or  si  Ton  fait  varier  le  poijit  d'application  de  toutes  les 
forces,  en  transportanl  toutes  cl.s  forces  parallèlement  à 
elle»-m6mes,  les  seules  quantités  t.  y,  z,  varieront  dans 
IeBéquadons(i3).  Ces  équations doiventdoaosobsister, 
lorsqu'on  y  considère  les  ordonnées  x,  y,  z,  comme  indé- 
terminées j  et  par  cons^qaent  les  coefficients  de  X,  jr,  x, 
doivent  avoir  les  mêmes  valeurs  dans  les  seconds  membres 
de  chaque  formule.  En  égalant  deux  à  deux  ces  coeffi- 
cients, on  retrouve  les  éqnalions 

(i4)  I  RcOiéa=Pcose  -HP'  cosS'-H.  .  ., 

déjnohleiHies  précédcmnieut.  Ainsi  les  trois  équaiions  rc- 

rapporteut  aux  piojeetions.  Réciproquemeut,  les  équa- 
lions  (ijf)  étant  données,  it  est  clair  qu'on  en  déduira 
iramédiateméut  les  équations  (i3). 
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37.  Dans  ce  qni  précède,  nous  avons  supposé  que  h'. 
point  O,  centre  des  moments,  coïncidaïl  avec  l'origine 
des  coordonnées.  Imaginons  à  présent  que  l'on  transporte 
ce  même  centre  en  un  point  Og  dont  les  coordonnées 
soient  respectivement  Jd,,  y„,  So,  et  cherchons  i  exprimer 
les  projections  algébriques  du  moment  linéaire  de  la 
force  P  par  le  moyen  des  qiran(il(!s       a ,      y;  x,y,  s; 

Pour  y  parvenir,  on  olisiTvcra  que  si  l'on  transportait 
h  la  fois  le  centre  des  iiioments  et  l'origine  des  coordon- 
nées au  point  Oo,  les  coordonnées  du  poinl  A  par  rapport 
à  celle  nouvelle  origine  étant  alors  eupriinécs  par  les 
différences  — Xa,y — X"  —  '"^  les  projections  algé- 
briques du  moment  linéaire  de  la  force  par  rapport  h 
la  mime  origine,  seraient  égales,  au  signe  près,  aux  trois 
prodoits 

t  P[(j— j-.)co,7_[.-Ocosè], 
(.5)  P[ii-;>.)cos«  --{^-r,)cos7l,  ■ 

f  P[(.r_.r.)rQse-(j— •-.)cos  =  ]. 
Ces  trois  derniers  produits,  pn^  avec  le  signe  -!-  lîans 

droite  à  gandie  autour  des  i!euii-a\es  des  coordonnées 
positives,  et  avee  le  signe  —  dans  le  cas  contraire,  repré- 
senictit  donc  les  projections  algébi  iqvics  du  moment  li- 
néaire de  la  force  P,  par  rapport  an  poinl  O,.. 

28,  Si  l'on  donne  i  la  fois  les  projections  algébriques 
d'une  force  et  les  projections  algébriques  de  son  moment 
linéaire,  on  connaîtra  par  suite  l'intensité  de  la  force,  la 
droite  suivant  laquelle  elle  agit,  cl  le  sens  dans  lequel  elle 
est  dirigée.  En  elfcl,  soit  P  la  force  en  question,  P/>  son 
moment  linéaire,  et  a,  6,  y,  A,  (t,  v,  les  angles  que  la  force 
et  son  moment  linéaire  font  avec  Ics  demi-axes  des  cooi^ 
données  positives.  Si  l'on  suppose  données  les  six  quan- 
I.  ■  4 
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Peosc,  PcmG,  Pc(M7, 

PpcotX,  PpccKfi,  Ppeoav, 
on  en  déduira  immëdiateinent  les  râleurs  des  suivantes 

P»  «.  e,  7î  Pft  >.  «. 
c'esb-à-dire  les  ialensitës  de  la  force  et  du  moment  li- 
néaire avec  les  angles  qui  déterminent  leurs  directions 
respectives.  On  pourra  dnnc  construire  :  1°  le  moment  li-i 
néaire  en  grandeur  et  en  direction;  3"  une  force  non- 
seulement  ^ale  et  parallèle  à  la  force  P,  mais  encore 
dirigée  dans  le  même  sens.  En  menant  par  le  centre  des 
moments  un  plan  perpendiculaire  à  la  direction  du  mo- 
ment linéaire,  on  obtiendra  le  plan  du  moment  delà  force 
P,  plan  qui  devra  contenir  celle  force  (on  pourrait  sup- 
poser que  la  foi'ce  égale  et  parallèle  à  P  est  construite, 
comme  le  moment  linéaire,  à  punir  du  centre  des  mo' 
ments;  alors  la  force  construite  se  trouverait  dans  le  plan 
du  moment  de  la  force  P)  :  ce  plan  devra  donc  être  paral- 
lèle à  la  force  cotislruite,  ce  qui  aur»  lieu  si  la  direction 
du  moment  linéaire  et  celle  de  la  force  cotislruite  com- 
prennent entre  elles  un  angle  droit,  ou,  en  d'autres  termes, 
si  l'équation  de  condition 
(16}  coiaeosl  +coseeiKti-f-cos7  coss  =  o 
est  satisfaite. 

Celte  condition  étant  supposée  remplie,  on  divisera 
l'intensité  Pp  Au  moment  linéaire  par  l'intensité  de  la 
force  P,  pour  obtenir  )a  perpendiculaire  p  abaissée  sur 
la  direction  de  celle  force  du  centre  des  moments;  puis 
on  tracera  dans  le  plan  du  moment  de  la  force  P  deux 
droites  parallèles  à  la  force  construite  et  situées  de  part 
et  d'autre  du  centre  des  momeau  i  la  distance  p.  Cela 
posé,  il:  ne  restera  plus  qu'à  transporter  ta  force  consiruiie 
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paralUletnent  à' elle-même,  de  manière  qu'elle  '  agiue 
suivant  l'une  de  ces  droites,  et  tende  à  faire  tourner  leur 
plau  de  droite  k  gauche  autour  du  centre  des  moments. 
•  L'obligation  où  l'on  est  de  satisfaire  à  celle  dernière  con- 
dition déterminera  quelle  est  la  parallèle  que  l'on  doit 
pr^érer.  Quant  au  point  d'application  de  la  force  P  sur 
cette  parallèle,  il  restera  compléurment  îndëierminc',  ce 
qu'il  était  facile  de  prévoir.  Car  si  l'on  porte  sur  la  même 
droite,  mais  à  partir  de  deuj:  points  dillcrents,  deus  forces 
égalps  et  dirigées  dans  le  mi5me  sens,  leurs  projections 
aliiolii-iqucs  snrom  éviileiiimunt  l'^ales,  et  il  en  sera  de 
même  du  icurs  moiiiPiHs,  ainsi  tjiie  des  projections  algé- 

II  est  boa  d'observer  que  l'équation  (16)  multipliée 
par  F*p  peut  fitre  présentée  sous  la  forme 

{17)  Fcosa.P;(cosl+Pcas6.F;icosft-f-PcoSY.F/><.-asv=  o. 

De  plus,  en  attribuant  des  valeurs  finies  quelconques  aux 

six  quantités 

Pcoss,  PcosS,  Pr«S7,     P/irosi,  P/Ic«s_u,  ¥pCoiy, 

on  en  déduit  évidemment  des  valeurs  finies  pour  les  sni- . 

P,  a,  t,  f  ';    Pp,  1,  fi,  », 
et  même  pour  la  quantité 


à  moins  toniefob  que  la  force  P  ne  s'évanouisse,  auquel 
cas  ses  projecUons  algcbriqnes  sont  toutes  nulles  simul- 
tanément. Lorsqu'on  (ait  abstraction  de  ce  cas  parti<ni- 
lier,  la  seule  rondiiion  nécessaire  pour  que  six  quantités 

4- 
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prises  an  haurd  puissent  £tre  censées  représenter  :  i"  les 
projections  algébriques  â'nne  force,  s"  les  projections 
algébriques  (le  son  moment  linéaire,  se  réduit  à  cetlc 
que  fournit  l'équation. 

PcoSK.F/>cosl4-Pcosfi.  Pp 003(1-4- Pcosy.  P/)cosv  =  a,  ' 

c'est-à-dire  à  réTanonissement  total  de  la  somme  qu'on 
obtient  en  multipliant  deur  A  denx  les  projections  algé- 
briques correspondantes,  pais  ajoutant  les  trois  produits 
ainsi  Torroés. 
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DétarminiilioD  de  la  nisuluials  d'nn  nombre  quoloonqua  de  [urcM 
appliquée!  au  mSme  poiot,  de  aan  iatenaild.  du  M  dir«ction,  du  tew 
dao*  laquai  aile  igil. —  Conditions  d'^quilibra  d'uQ  point  malârial 
1°  libre  din«  l'upicfl]  a>  uauJalU  à  Nttar  rar  une  virlK»  danaét; 
l»  aBDjalU  k  retler  k  In  Ibli  aur  deux  (nifacM  ao  tar  une  courbo 


S9.  En  venu  (les  principes  qiiu  iiuiis  votions  d'établir, 
!1  est  clair  que  si  plusieurs  furccs  étant  appliquées  au 
inùuic  point,  on  donne  :  i"  les  soinmfS  X,  Y,  Z,  de  leurs 
projections  algébriques  sur  les  axes  i!es  X,/,  z;  a"  les 
sommes  I.,  Mj^N,  des  projections  algébriques  de  leurs 

miner  l'inlensilé  de  la  résultante,  la  dii'ccUon  suivant 
laquelle  elle  agit,  et  le  sens  dans  lequel  elle  est  dirigée. 
Comme  les  six  quantités 

X,    T,    Z,    h.    M,  M, 
représentent  précisément  les  projections  algébrîqiies  de 
cette  résahante  ei  de  son  moment  linéaire,  on  devra  obte- 
nir une  somme  nulle  en  les  multipliant  deux  à  deux,  et 
ajoutant  les  produits  ainsi  obtenus.  On  aura  donc  (n"lî8) 

(j)  LX+MY4-MZ=Oi 
déplus,  la  résultante  ne  pourra  s'évanouir  que  dans  le  cas 
particulier  où  ses  trois  roTnposantes,c'csl-â-dire  les  trois 
quantités  X,  Y,  Z  sei  ot.L  nulles  biniuliatiémcni. 

Soient  en  général,  R  celte  résultante^  a,  A,  c  les  angle* 
que  BB  dirccdon  fait  avec  les  demi-axes  des  coordonnées 
positives}  Rrson  moment  linéaire;  eniin,  /,  m,  n  les 


angles  que  forme  U  direclion  du  moineni.  linéai^  avec 
les  niâmes  demi'&nes;  les  valeurs  des  huit  quauUtés 


(3) 


se  iruuvcniiil  (létoi-miin'cs  par  !<;  moyen  des  huit  équa- 

(  Rcosa  =  X,    ftcosi='Y,    Rcosc  =  Z. 
I  cM'a +COS' 5 -H  cos'c=  I, 

[>s/ï=L,    Brrosm  =M,    Rr-cosa  =  N, 

e/iaV  +  ros'ni  +cos'n=  i, 
desquelles  un  ih  era 

!R  =  Y' 
c«fl  =  ^,    cosfr  =  I;  «isc=^. 


Cela  posé,  R  aura  évidemment  imeTaleor  finie  et  difii!- 
rcntc  de  z^ro,  excepté  dans  le  cas  particulier  où  Xi  Y)  Z 
s'évanouiraient  sîmuliaucment.  Si  l'on  fait  abstraction  de 
ce  cas  particulier,  les  quantités  a,  b,  c,  r  auront  toujours 
des  valeurs  finies  complétementdéterminées;  et  il  en  sera 
de  même  des  trois  angles  /,  m,  n,  à  moins  toutefois  que 
R  ne  s'évanouisse,  c'est-à-dire  à  moins  que  les  trois 
quantités  L,  M,  N  ne  deviennent  nulles  en  même  temps. 
Mais  dans  ce  dernier  eas  lu  moment  linéaire  Rr  se  ré- 
duisant à  zéro,  il  n'y  anrait  plus  lieu  de  chercher  le? 
angles  l,  m,  n  que  sa  direction  fait  avec  les  dcmi-axc-' 
des  coordonnées  positives.  Daus  la  même  hypotkèse  la 
forée  R  agirait  suivant  une  droite  menée  par  le  centre 
des  moments  de  manière  à  former  avec  ces  demi-axes  les 
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aogles  a,  b,  c.  Ajoatons  que  datu  le  cas  général  la  dïreo- 
tion  du  moment  linéaire  Rr  devant  Ëlre  perpendiculaire 
à  celle  de  la  résultante  R,  les  valeura  de  a,,  b,  c,  m,  n 
devront  vérifier  l'équalion  de  condition 
(€}  '  cosa cost-t-coificum  +  dHccosff  =:o. 
Or  cette  équation  se  réduit  en  vertu  des  forraiJes  (4) 
el  (5)  h 

tX  +  MT  +  HZ  '■ 

 Wr  = 

et  par  conséquent  à  l'équation 

(i)  LX+MY+NZ^o. 

30.  Les  valfjurs  de  X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  inÈine,  edles  des  ,|uami[us  R,  a,  h,  c,  r,  f,  m,  n, 
supposées  connues,  ni;  suffistnit  pas  pour  ilulemîner le 
point  d'applîcalioLi  de  la  riiauUanlf;  R.  Soieiil  ri.  f  les 
coordonnées  de  ce  même  poïni.  Si  l'on  adopic  pour  les 
demi-dxes  positifs  la  dispos! tinzi  ht  plus  ordinaire,  on 
pourra  donner  aux  trois  premières  équations  (3)  la  forme 

iR(ncosc  — i;c(,st)  =  L, 
R(;cos«-5cosc)  =  M, 
R($cosi  — nCOSa}  =  n. 

On  en  eonchira,  en  ayant  égard  aux  trtùa  premières  équa- 
tions (a), 

I«Z  —  CT  =  L, 
;x— sz  =  M, 
5Y  — nX  =  Pi. 

n  femble  au  premier  abord  que  ces  trois  formules  four- 
niiient  le  moyen  dedéterminer  Jes  trois  inconnues  n,  ^ 
cnfoncdondeisîxquandtésX,  T',Z,  L,M,Njmaiailfaut 
observer  que  si  l'on  ajonie  les  équations  (8)  après  avoir 
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mulUptiû  la  premitire  par  X,  la  deuxième  par  Y,  la  troi- 
sièmeparZ,ontrouïera]aconditionLX-l-MY  +  KZ  =  o. 
Celte  condition  devant  toujours  ûtre  remplie  par  les  va- 
leurs données  de  X,  ï,  Z,  L,  M,N,  lle.irtsuliequedeux 
des  éiyualions  (8)  enlraiiie.u  l.i  IroisiL-i.ie.  Don.;  il  n'exis- 
tera en  rt-alilêqnedL.ux  équations  ,;jilre  les  to.irJonnées 
^,  n,  Ces  deux  équations  étant  du  premier  degré,  les 
dijTérents  syaièmea  de  valeurs  qu'elles  fournissent  pour 
ces  coordonnées  correspondent  à  des  points  situés  sur 
une  même  droite.  Cette  droite  sera  précisément  celle 
suivant  laquelle  agit  la  i-ésultaiile  R.  Sa  projection  sut* 
le  plan  des  yz  sera  représentée  par  la  prcmiire  des 
équations  (8),  sur  le  plan  às,%xz  parla  deuxième,  et  sur 
le  plan  des      par  la  troisième. 

Si  l'on  fait  passer  une  parallèle  i  celte  même  droite 
par  l'origiite  des  coordonnées,  les  trois  équations  de  la 
parallèle  seront  respectivement  : 

„Z— ïT  =  o,' 

■Y—  nX-O. 
ul  pourront  être  n'injibiL-w  pur  la  forniulu 

X~  ï  ~  z' 

à  laquelle  on  parviendrait  dircelcment  en  observant  que 
cette  parallèle  comprend  la  direction  d'une  foi'ce  qui, 
appliquée  à  l'origine,  aurait  pour  projection  algébrique 
sur  les  axes  les  quantités  X,  Y,  Z. 

Si  l'on  plaçait  le  centre desmomcnls  au  point  jr,,  y^,  s„ 
les  équations  (8)  se  trouvt  raiËnt  remplacées  par  les 

j,_j.,JZ_(;_,,,Y=L, 

(y)  (:-;„)X-U~.r.)Z  =  M. 

(  (î_.«.iy-(',-j-.)X  =  H. 
Enfin,  si  le  centre  des  moments  coïnddaii  avcc-yn  point 
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situé  sur  la  dii-cciioii  du  In  force  R,  on  auiaii  à  la  luis 

L,=  o,     "  M  =  o,       N  =o, 

et  les  équaliotrs  (9)  se  irouvc raient  comprises  dans  la 
seule  forinule  ■  ' 

•  _n—y,_  ^-z,- 
X  Y  Z  ' 

on  aurait  par  suite 

cota  cosA  cusc 
Cette  dernière  formule  présente  lotu  la  forme  la  plus 
simple  les  équations  d'une  droite  qui  passe  par  le  point 
/«I  ^0  Iti'i  prolongée  dans  on  certain  sens,  fait 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  les  angles 
n,  b,  c. 

Appliquons. maimcnaui  ces  propriétés  analytiques  de  la 
résultante  à  la  recherclie  des  conditions  d'équilibre  d'un 
ptûnt  maiéiiel  soumis  i  l'action  de  forcea  quelconques. 

31.  Considérons  Un  point  matériel  sonmis  k  l'action 

dw  forces  P,  P',  P", .  .  . ,  dont  la  [■t-sultauto  est  rcpréscn- 
léc  par  R,  cl  supposons  d'abord  que  ce  point  nialéi'icl  soit 

ment,  il  faudra  pt  il  suffira  qun  la  rt-suhatUc  R  se  réduise 
à  ziiro.  Or,  si  l'iiu  rapporli?  la  position  du  point  à  trois 
axes  rcclangulairfs  des  x,  y,  z  et  que  l'on  désigne  par 
X,  Y,  Z  les  sommes  des  projections  algébriques  des  forces 
données  sur  ces  trois  axes,  on  aura  R  =  t^X*  +  ï'  +  Z*. 
Donc  l'équation 

R  — o 

entraînera  les  trois  suivantes 

(10)  X=o,       Y  =  «,       Z  =  o. 

Réciproquement,  si  ces  trois  dernière»  équations  se 
trouvont  >ér>Gées,  la  première  le  sera  aussi.  Par  suite, 
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pour  qu'un  point  matériel  libre  soumis  à  l'éictioii  de  plu- 
sieurs forces  P,  P',  P",- . . ,  reste  en  équilibre  dans  l'es- 
pace, trois  conditîous  sont  oécessaires  CL  suQlsaiiti-s:  savoir 
que  les  sommes  des  projections  algébriques  de  ces  forces 
sur  'trois  axes  réctangnlùres  se  réduiaeilt  à  zéro. 

32.  Supposons  maiotensnt  le  point  matériel  assujetti 
à  rester  sur  une  suiface  donnée,  il  ne  sera  plus  néce»- 
sairequela  résultante  R  se  réduise  A  zéro;  mais  il  suffira 
évidemment  qu'elle  toit  normale  on  perpendiculaire  à  la 
surface  donnée,  auquel  cas  elle  se  trouvera  détririte  par 
la  résistance  même  de  cette  surface.  Soit 


l'équation  de  la  surface  en  question,  "  désignant  une  cer- 
taine fonction  des  coordonnées  x,  y  y  z  j  la  normale  me- 
née par  le  point  auquel  appartiennent  les  coordonnées 
X,  y,  z  étant  prolongée  dans  une  certaine  direction  for- 
mera avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  des 
angles  dont  les  cosinus  seront  représentés  par  : 

lia 
ilx 

.  v/(iHïRi)"' 

'  ^ .  ■ 

m -h -m' 

De  plus,  si  l'on  suppose  la  résultanle  B  appliquée  n  ce 
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point,  et  ai  l'on  appelle  a,  b,  c  les  angles  formés  par  la 
direction  de  cette  résultante  avec  les  demi-axes  des  coor- 
données ponlives,  on  trourera 


'B  *  v'X-'  +  ï'  +  Z'* 
_Y._  Y 


Ccui:  dircL-tion  ilcvanl  coïncider  avec  celle-9é'U  b'onnAl'e 
proloiJg^e  dans  uu  sens  ou  daus  un  auù^, 'ff fmkthT'iptj 
l'on  ai[  dans  le  cas  d'équilibre  "  -  ' 


du 

le  mffme  signe  devant  ètreadi^lé  â  la  ftù^  àiflir^' se- 
conds membres  des  trois  équ^ions.  II  éslessendd  â'câv- 
server  qu'on  pe»t  remplarer  le  système  de  ces  trois  ^qua- 
'  lions  parla  fonntile 

wwrt)' 


^X'  +  Y'  +  Z' 
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de  la<jLidlc  il  résulte  queiton'&uuluineiit  les  [l'ois  fiacLious 
I  ,  y .-  )  ,-  f  •  sont  égales  entre  elles,  mais  encore 

m  mm 

que  chacune  d'elles  est  égale  à 

^        v'x=  +  r  +  z' 

\/mFmFW)-' 

Cela  posé,  comme  la  formule  (i  i)  équivaut  à  deux  équa- 
tions seulement,  il  est  clair  que  les  conditions  d'équilibre 
d'un  point  sur  une  surface  se  réduisent  à  deux.  Oa  énonce 
a  la  fois  ces  deux  conditions  en  disant  que  les  sommes  des 
projections  algébriqnea  des  forces  appliquées  an  point 
donné  doivent  être  respectivement  proportionnelles 
aux  cosinus  des  angles  que  forme  la  normale  à  la  surface 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  oo,  ce 
qui  revient  au  même,  aux  dérivées  partielles  de  la  fonc- 
tion qui  forme  le  premier  membre  de  l'équation  de  la 
surface. 

Pour  donner  un  exemple  del'équilibrcdont  il  s'agit  ici, 
supposons  que  deux  points  qui  ont  pour  coordonnées 
respectives,  le  premier  x^,  ro ,  Zo,  le  deuxième,  s, 
soiejit  liés  criirc  fux  par  une  droiic  rigide  et  invariable,  et 
<juc  le  premii;r  de  ces  deux  |H)iiits  devienne  fixe  ;  le  se- 
cond, resié  mnliilt-,  ne  pourra  siî  mouvoir  tjue  sur  la  sur- 
face de  la  splière  qi'ii  a  pour  équation 

r  désignant  la  dislancc  invariable  des  deux  points.  F.n 
présentant  celle  équation  sous  la  forme 

1  f(x  _ ^,)' +  (j.  _^.)" +  (*-*. - -^1  = 
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on  aura  ilani  le  cas  prêtent  : 


«  =  -  [(x— X,)' +  {r -r.)' +  (»  -  î.)- - 


Par  saîte,  si  l'on  suppose  les  forces  P,  F',. . .,  appliquées 
aa  aécond  poibt,  et  ai  Ton  désigne,  commeà  l'ordinaire, 
pat^  X,  T,  Z  les  sommes  des  projections  algébriques  de  ces 
fêrdâsarlesaites'jOntrontcra,  an  lieu  de  la  Tormiile  (ti), 


Les  deûxêqnatiotiB  compi-îses  dans  cette  formiiie  sdifi^ 
steft  donc  ponr  «Aater  l^éqnilibre  du  point  maiérî^sittié 
sur  la  sur&cedela  sphère.  Elles  expriment  que  la  résiil- 
tabte^lldes  forces  P,P',  P",...,estperpendiBDltirB  A^^Ëettt; 
m  Ame  sOrfacef'c'estri-dîre  dirigée  suivànf'le^jïl^le^Jâ 
sph&re  ou  suivant  son  prolongement.  On  poarrait  àédtii^ 
la  même  conclusion  des  remarques  faites  dans  la  dehiî^re 
leçon,  puisque,  d'après  ces  remarques,'  la  doublq-^quation 


appartient  k  la  ilroiicqui  passe  par  le  point  dont  les  coor- 
donniics  soat  ZoiCt  suivant  laquelle  agit  la  force 

dont  les  projections  algébriques  sont  X,  Y,  2.  Ainsi  pour 
qu'nne  droite  invariable  dont  une  extrémité  reste  lixe  et 
dont  l'extrémité  mobile  est  sollicitée  parles  forcesP,?*,..., 
demeure  en  équilibre,  il  faut,  et  il  suffît  que  la  ri^sul- 
tante  R  de  tontes  les  forces  données  agisse  suivant  rciic 
même  droite  dans  un  sens  ou  dans  un  autre. 

Notis  avons  supposé  implicitement- que  la  surface  sur 
laquelle  un  point  matériel  était  en  équilibre  présentait 
une  résistance  indéfinie.  Si  elle  ne  pouvait  sans  se  briser 
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résister  au  delà  d'une  certaine  limite,  il  deviendrait  né- 
cessaire pour  l'éijnilibre  que  la  résultante  B  des  forrcs 
données  ne  dépassit  pas  cette  liiaiie.  En&n  si  le  point 
matériel  était  simplement  posé  sur  la  surface,  il  faudrait 
que  ce  point  matériel  f&t  appnyé  contre  elle  par  la  xésul- 
tanteR,  et  par  suite  qu'elle  iât  dirigée  dans  un  sensdéter- 

Dans  le  cas,  par  exemple,  du  point  matériel  posé  sur 
la  surface  de  la  splière,  les  trois  quantités  X,  Y,  Z  doi- 
vent être  aflectées  de  signes  contrures  à  ceux  des  diffé- 
rencesx  —  ^»,y — yt,  z  — 

33.  Considérons  maintenant  un  point  matériel  assujetti 
à  rester  à  la  fois  sur  dcuY  surfaces,  ou,  ce  qui  revient  au 
mÈme,  sur  la  courbe  qui  résulte  de  leur  interset^tion. 
Pour  que  ce  poiut  matériel  reste  eu  équilibre  sous  l'action 
de  plusieurs  forces  P,  P',  P',...,  il  sera  nécessaire  et  il  suf- 
fira que  la  résultante  R  puisse  se  décomposer  en  deux 
forces  perpendiculaires  aux  deux  surfaces^  cette  condition 
sera  remplie  si  la  résultante  R  est  normale  à  la  courbe 
d'interaeciioD.  Soient 

U=:0,  v=!0, 

les  équations  des  deux  surfaces,  ou,  en  d'autres  termes, 
les  deux  équations  de  la  courbe.  Ces  équations  détermi- 
neront ^  et  X  en  fonction  de  x,  et  la  tangente  à  la  courbe 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  jr,  z,  prolongée 
dans  un  certain  sens,  formera,  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives,  des  angles  qui  auront  pour  cosinus 
les  fractions 

 dx   ^    A  

i/dif+df+d''*  i/dt'+d/'+di'*  \/<ts'-i-(fr*+<&'' 
Supposons  la  résulunte  R  appliquée  à  ce  même  point  et 
.délignons  par  X,  Y,  Z  les  sommes  des  projections  algé- 
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bl'iques  des  forées  P,  P,  P", . . . , 

X  T  Z 

^'+"r'-fZ''  vx'+Y'+z-'  ^/x'+y+z»' 

seront  les  cosinus  des  angles  que  la  direc^on  de  la  résul- 
tante B  fôrme  avec  les  demï-axes  des  coordonné  positi- 
ves, et  la  somme 

■  Y  dr  -f-  Z  A 


V'X.' -h  ï' +  -h- rfj  ' +  ï/;^ 

représentera  te  cosinus  lie  l'angle  compris  .■iiire  c  ciip  ill- 
rectîon  et  celle  de  la  tangi^nic  à  la  couHir,  Cet  -.m-U-  de- 
vant être  droit,  son  cosinus  deviv.  fiirc  nul  ;  et  jmr  consé- 
quent les  conditions  d'équilibre  du  point  maii^rie)  sur  la 
courbe  se  réduiront  à  une  seule  exprimée  par  l'équalion 
(la)  X<ùt-HTrfr-(-ZA  =  o. 

'  Prenons  pour  exetiiple  un  point  matériel  assujetti  à  rester 
mr  le  cercle  tracé  dans  le  plan      el  qui  a  pour  éqnalion 

On  a  dans  ce  cas 

{I  —  X.)    -h  ( j-  -r.)rfr  =  n. 

par  suite  l'équation  (la)  deviendra 

T(x-x.}-X(j— r.)  =  o,    ou    ^L_  =  _L_; 

ces  équations  prouvent  que  la  résultante  coïncide  avec  le 
rayon,  mené  dn  centre  du  cercle  au  point  x,  y,  oa  qu'elle 
est  normale  k  la  circonférence  du  icmJe.  - 
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Pnipriilu  d'un  (jilèma  de  força  ■ppllqaiM  à'diOËreaU  poinli  milirleli 
du*  l'apice.— Couptes. — Homont  it  moment  linéiirti  d'us  coapts. 
— FoToa  prfndpslB,  momenl  liad«ireprlndpil,«ie  prlodp*!.— Ct>  da 
une,  de  daai,  ds  Irobroren.  ippUeiUon  k  I*  reehenfaada  condllion* 
d'^nlUbra  d'ona  droile  invurUble  el  d'un  trltnola  lanrlible. 


34.  Âprèsavoir  uonvé  les  conditions  d'équilibre  d'un 
point  matériel  soit  libre,  KÙt  assigeltt  à  rester  sur  une 
conrbe  ou  aor  nne  surface  donnée,  nous  devons  recher- 
rherles  équations  d'équilibre  d'un  système  composé  de 
plusieurs  points  liés  invariablement  entre  eux,  et  sollicités 
par  des  roi'C[!s  ijucl conques.  Pour  faciliter  cette  recherche 
nous  allons  d'abord  faire  connaître  quelques  propriétés  gé* 
iiérales  d'un  semblable  système. 

Soient  respeclivemcnl  .r,y,  ~;t',  r'.      .i''',  i     z": .  . 
les  difTêrents  points  que  I  on' considère  ;  P,  P',  F',. , 
les  dilTérenles  forces  qui  les  sollicitent  réduites  h  une 
seule  pour  chacun  d'eux.  Concevons  de  plus  que  cet 
luËmcs  forces  forment  respective  ment  avec  les  demi-axes 
des  coordonnées  positives  les  angles 

H,-B,7,     a,  e',-/',    a",  S",  y",  

Les  projections  algébriques  de  la  force  P  sur  les  uves  sc- 
ion l 

Pcosa,     PfosÊ,  Pcosv; 

.tandis  que  les  projections  algébriques  de  son  moment 
linéaire  se  trouveront  représenléKS,  si  Ton  place  le  centre 
des  m^omenls  k  l'origijie  des  coordonnées,  par  les  trois 
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produits 

«t,  si  l'on  place  le  centre  des  momeiiis  au  point  qui  a 
pout  coordonnées  i„j„  j„  p„  les  ,„i,ani, 

P[(.-a,,]c„,C-(^_^.)c„,.j. 
On  peut  remarquer  d'ailleurs  que,  pour  obtenir  ces  lt»is 
derniers  produits,  il  auSi  d'ajouter  respectivement  aux 
ttBis  premieis  les  quantités 

PO-.cos,-.,™,!),  P(..c..,-,.co,,|,  P(aice-^,co..), 
prises  eu  .isneeoniraire,  e'esi-i-dir,,  en  d'antres  icnnes, 
le,pro|ecrion.alséb,iq„c,,„,|„„e.du„,omentlinéaire 
(I  Liuo  foire  ,gale  i;t  parallèle  à  P,  mais  «lirigée  en  sens 

n'nfair'.'V'  "''''''"<""  "  f"'"'  '-.r..».!  ce  moment 
iiieaiio  cLaiii  calnile  pour  le  cas  où  l'on  place  le  centiv 
des  monieius  a  1  orrg.nc  des  coordonnées.  Do  cetU:  remat^ 
que  011  déduit  immédiatement  la  proposidon  saivante  : 

I  cngm,  coGrJ<„„m,,  „„  coniml, ,  & 
ùniam  de  la  force  P,  fe  „,„„,„„  ^„„, 
égale  et  parallèle,  ma,;  dirigée  ea  se,,,  contraire  ,t  ap- 
pl,quceaapoi„ta:,.y„  le  mettent  linéaire  rétal- 
tant  trantponé  parallèlement  à  Im-mèmc  au  peint  dont 
d  s'agit,  représentera  en  grandeur  et  en  direction  le  mo 
ment  linéaire  de  la  fore,  P  par  rapport  à  ce  tnéme  point. 

38.  Nous  dirons  „ec  M.  P„iri„,  que  deux  force,  for- 
ment un  couple  I„cs,ii„Ile,  son,  éeales  et  parallèles,  mai. 

d.rig.e.e„sen,c„„,rai,,,,.iii,a„,de««dr„i,c.,linérc„,cs, 
et  le  moment  de  ce  couple  ou  son  momem  linéaire  ,cca  ce. 
que  dc.iem  le  moment  ou  le  moment  litiéairc  de  l'une 
des  forces,  quand  on  pt«nd  le  point-  d'.pplic.Uon  de 
I  autre  pour  centre  des  moments.  Cela  posé,  fe  j„ 
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coupi<ï  sera  ilviJeciimtiiI  L"^a\  au  ()roituit  de  l'une  des 
Torces  par  li-ur  distatii  o  muiut'llt',  i; 'es i- à-dire,  en  d'autres 
lermes.  à  la  surfact  'lu  paMliélogramme  construit  sur  les 
deui;  fotrcç;  pi  U'  jiluii  ilii  HKiriu'iii  du  l'auplc  sera  préci- 


lion  df  I  uni-  di.'-;  I(ji  c;('s  sf  cniiiph.'ia  sur  lu  lienii  per- 
pcndlciil:iirr  an  \^:ai  ilu  i-oujilc  cl  aiiliiur  duquel  l'autre 
Torcc  tend  à  produire  un  înouvciuciil  de  rolaliou  de  droite 
à  ganclie.  Enfin,  comme  dan^  la  pro]>(isjuou  ci-dessus  les 
points  d'application  des  deux  forces  P  ci  Torigine  des 
coordonnt^  peuvent  Èli-e  des  points  quelconques  de  l'es- 
pace, il  est  clair  qtie  cette  proposilioti  se  réduira  simple- 
ment à  celle  que  nous  allons  énoncer  : 

TiitoBÈME  n.  —  Lorsque  lîaux  forées  forment  un 
couple,  le  moment  linéaire  résultant  pour  le.  système  de 
ces  deux  forces  est  égal  et  parallèln  au  moment  ilu 
cotqfle  et  dirigé  dans  le  même  sens,  quel  que  soit  le  point 
de  f  espace  qu'on  prenne  pour  centre  des  moments. 

36.  Revenons  maintenant  au  système  des  forces  P,  P', 
P", . . . ,  appliquées  à  diHorcnls  points  de  l'espace.  Soient 
rebpeclivi'meut  X,  V,  Z,  1-,  M,  N  les  sommes  des  projec- 
tions algébriques  des  farces  et  de  leurs  moments  lin 
dans  le  cas  nu  l'on  place  le  centre  des  moments  à  l'oi 
des  coordonDéea.  On  aura 


-  P,-..sS  -.-  P'rosS'  +  .  . 
-prns-/  +  P'<-05v'  +  ..  . 
=  P(jcosv-:cos6}4-.. 
=  P(:cosa  — JCOS7}  +  . 
cPfa-TOse — j-cosa)  +  . 
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Cela  posé,  si  par  un  point  quelconqnc  on  mène  des  forcex 
P,  P*,  F*, ^ales  et  parallèles  aux  forceadontiées,  leur 
résultante,  que  je  désignerai  par  R,  aura  pour  vatenr 

et  formera  avec  les  deoù-axes  des 'coordonnées  positives 
des  angles  a,     c,  déterminés  par  les  equadons 


De  plus,  si,  prenant  le  point  dont  il  s'agît  pour  centré  des 
moments,  on  construit  lus  moments  linéaires  dos  forces 
données,  on  pourra  composer  ces  moments  entre  eux  do 
manière  ii  obtenir  en  définitive  nn  moment  linéaire  ré- 
sultant. Soit  R  ce  dernier  moment  et  désignons  par/,  m,  n 
las  angles  que  forme  sa  direction  avec  les  demi-ascs  des 
coordonnées  positives.  Si  le  point  pris  pour  centre  des 
moments  se  confond  avec  l'origine  des  coordonnées,  on 
aura  évidemment 

(4)  K  —  ^L'-f-M'-j-W", 

(5)  co.l=-,    c„s»  =  -,  co.«=-, 

puisque  les  projections  algébriques  du  moment  linéaire 
résultant  devront  être  respect) V«mcnl  égales  aux  sommes 
des  projections  algébriques  de  tous  les  autres.  Si  le  même 

point,  supposé  distinct  de  l'origine,  avait  ponr  coordon- 
nées Xn,  fn-  ïo,  il  faudr.ilt,  d'après  ce  qui  .i  clé  dit  ci-des- 
sus, lui  appliquer  des  forces  égales  et  parallèles  aux  forces 
P,  P,  P",.  --  fniis  dirigées  en  sens  contraire.  En  joignant 
ces  nouvelles  forces  au  système  des  forces  données,  el  com- 
posant les  uns  avec  les  autres  les  moments  linéaires  de 
toutes  les  forces  pris  par  rapport  à  l'origine,  on  form»* 
rait  un  moment  linéaire  résultant  égal  et  parallèle  à  celui 
que  l'on  cherche  et  tUrigé  dans  le  même  sens.  Or  les  nou- 
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vcllcs  forces  éUul  égales  el  parallèles  aux  forces  données, 
mais  dirigées  en  sens  conirairc,  leur  résultante  serait  égale 
et  dirertcment  opposée  à  la  force  R.  Par  suite  les  sommes 
des  projections  algébriques  de  leurs  moments  linéaires 
scraienircspei^liveraent  égaies  aux  projec^ons  algébriques 
du  moment  linéaire  de  la  force  R  prises  en  signe  cou- 

R  (s,  «w  &  — y»  cos  c)  ^  I,  Y  —  jtZ, 
R     coa  c  —  I,  CM  «  )  =  i.  Z — ».  X, 

R  {y.  cos  «  -  X.  cos  ft  )  =r,  X  -  .r.  Y. 

DoiK-,  si  ;'i  CL'S  truis  dcniit'r<.'S  expressions  on  ajoute  les 
i]uaniiiés  L,  M,  N,  on  trouvera  pour  sommes  les  projeC' 
lions  algébn<]ues  du  motnent  linéaire  représenté  parK  ; 
donc,  ei>  plaçant  le  centre  des  moments  an  point  :r„  y^, 

f  K.cos/  =  L-j-,Z+^Y,  ' 
(6)  Kc«sni  =  M  — i,X-t-«.2, 

(  Kcos/i  =  H— liY  H-j-tX. 

On  aurait  pu  obtenir  immédiatement  les  seconds  mem- 
bres de  ces  dernières  équadons  en  exprimant  an  moyen 
des  quantités  X,  T,  Z,  L,  M,  N,  les  sommes  des  pn^ec- 
tions  algébriques  des  moments  linéaires  des  forces  P,  P*, 
P*,. .  rapport  au  point  x„  j-,,  s,,  c'est-n-dire,  en 

d'autres  termes,  les  trois  polynômes 

+  P' [  (  y  -  r.)  cos  y  -  (    -  =.)  cosS'H- . .  , , 
P[(î — s,)co8«  — — j,}c0S7] 

+  P'[{s'  —  »,)  cos «'—  (i--  *.J CO87']  +  . . . , 

P[(«-*.)cose-(r-;r.}™"l 
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On  dre  d'ailleurs  des  équaiioiis  (6) 

(7)  K=  ^(L-^-,  z+ï.V)'-l-(Rl- =,  X+x.  Zl'-(-'(N  _4-.T+r.X}', 
.,_L-J-.Z  +».Y 


{8) 


37.  Pour  plus  de  commodité,  la  rûsitltanlc  R,h  laquelle 
se  réduil  le  sysiéme  des  forces  P,  P,  P", . . . ,  lorsque 
toutes  ces  forces  sont  transporlées  parallilement  à  elles- 
mêmes  et  appliquées  au  même  poiut,  sera  nommée  désor- 
mais la  Jbrce  principale  du  système.  Le  moment  linéaire 
K,  résultant  de  la  composition  des  momenU  linéaires  des 
forces  données,  sera  de  même  appelé  mùment  linéaire 
principal.  Cela  posé,  il  clùr  que  la  direction  et  l'in- 
tensité du  momwt  linéaire  principal  d^endront  de  la 
positon  du  centre  des  moments,  tandis  que  la  direction 
et  l'intensité  de  la  force  principale  seront  indépendantes 
de  son  point  d'applii  atioii.  De  plus,  quand  on  aura  con- 
struit le  moment  linéaire  principal  relatif  à  rori(;iue  des 
coordonnées,  il  suffira  de  le  composer  avec  le  moment  li- 
néaire de  la  fprce principale  appliquée  au  poiutar«,;f'o,  Sg, 
et  agissant,  eu  sens  contraire  de  sa  direction  naturelle, 
puis  de  transporter  à  ce  dernier  point  le  moment  linéaire 
résultant,  pour  obtenir  le  moment  linéaire  principal  re- 
latif à  ce  même  point.  On  en  conclura  par  une  déduction 
géométrique  facile  que  la  projection  du  nuimenl  linéaire 
principal  sur  la  direction  de  la  force  iiririciij;(lc  est  une 
i{uautilê  conslanie  indé]iendante  de  la  pusiiioii  du  ci  iilre 
des  moments.  Cette  proposition,  due  a  M.  Coriolis,  peut 
être  démontrée  analytiquemcnt  de  la  manière  suivante: 

Pour  déterminer  la  projection  du  moment  Unéaireprin- 


uipal  su.-  la  <lim:i;on  de-  h  fi.rce  pjiricipnle,  il  suflit  île 
muUiplkr  k  mom^iu  lui-Eu.'inr  ^lar  11'  ,  asiims  de  laiisl'-- 
compris  cnlru  sa  dii  c(;tioii  l'i  cdlf  du  la  fiuce,  et  de  pren- 
dre la  valeur  numérique  du  produii.  Or  le  cosinus  de 
l'angle  compris  entre  les  deux  direciioiis  est  équivalent  à 
la  somme 

cosncos'-H  cos6cosm  -4- cas  r  cos  n, 

laquelle  en  vertu  des  équations  (3)  et  [8)  se  réluit  à  la 
fraction 

LX,  +  MY+'H2 
KR 

Donc  U  projection  cher^ée  sera  équivalente  fa  la  valeur 
numérique  de  cette  fraction  muldpliéo  |>ar  K,  c'est-à-dire 

LSt-MY-f-HZ 
\ 

Celte  dtniièi'e  cxpressioB,  ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre, 
i)B  dépend  pas  des  coordonnées  du  centre  des  uometits, 
mais  seulement  des  six  quantités  X,  T,  Z,  L,  M,  N,  qui 
conservent  les  mêmes  valeurs  quelle  que  soit  la  position 
de  ce  centre. 

38.  La  projection  du  moment  lincnire  primùpui  sur  In 
direction  de  la  force  principale  étant  une  ijuanlité  iu- 
variabic,  représente  nécess.iircment  la  plus  petite  valeur 
<[uc  puisse  admtltic  i  i;  moiriciil  linéaire,  ou,  eu  d'auiris 
termes,  son  minimum.  Pour  oblcnir  rt'  minimum,  il  faut 
évidemmeni  pl.ii'cr  li'  ceiiirf;  des  moments  dans  une  po- 
siiifiii  telli',  la  iliicc-iiim  du  moment  linéaire  principal 
devienne  paLidléii-  à  eollc  de  la  force  principale.  Celle 
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X  qui  revient  au  luCme, 


par  consdqticiit,  si  l'on  iirimmc  ^,  r;,  ^  les  Coordonnées 
d'un  point  (lui,  ju  ispDur  lciiIi  i;  tics  moments,  remplisse 
la  condition  énc 


X         ~  T  ~' 

'LX+.Biy  +  HZ 


Cette  dernière;  formule  éqiiivatit  aux  trois  équations  ' 

"    ~^  ■    ~  r'  R  ' 

M-«  +  EZ  =  |.i^i^-J'î, 

Comme  ces  trois  équations  sont  <lu  promim-  degré  rela- 
tivement  aux  coordonuécs  ^,  n,  et  que  la  iroisi&ne 
équation  se  déduit  immcdialement  des  deux  autres,  il  est 
clair  qa'eltcs  appartiennent  à  une  droite  sur  laquelle  il 
suffira  de  placer  le  centre  des  moments  pour  que  le  mo- 
ment linéaire  principal  devient^  un  minimum.  Cette 
driMte  sera  désignée  désormais  sous  le  nom  ^axe prin- 
cipal. 

39.  Lorsque  lu  syslojn.- <k-s  loir,-,  .Ii.um.ts      réduit  à 
une  seule,  les  six  qu.iiiiiiùj  \,  \  .  Z,  !..      ^  .'ijipartien- 
lieut  à  rellG  force  uniqiiej  dles  reprêgi^nlutu  les  projec- 
l^ansalgébriquesdecetteforce  .sur|esa>:ies  et  celles  de  son 
jmiorocnt  linéaire  par  rapport  à  rorigiiie.  Dans  U  infime 


hypothèse  on  a  neccîssairement  LX  4- M\ -H  NZ  =  o, 

ei  par  suite  les  ëqualions  (lo)  se  réduisent  à 

(ij)    Z,— YC  =  L,    Xï  — ZS  =  H,   TÇ  — Xm=N, 

ou  en  substituant  pourX,  Y,  Z,L,  M,  N  leurs  valeurs, 
et  transformant,  & 

cosa        eosS       COS7  * 
é()UBlioDsde)a  droite  suivant  laquellea^t  la  forte  donuée. 
Donc  alors  l'axe  principal  se  confond  avec  cette  droite. 

40.  Lorsque  le  eystèine  des  forces  données  se  réduit  à 
deux  forces  P,  P',  ou  a 

Y  —  p  osfi  +  P'  MsG', 

Z  =PtoS7  -f-  l"  cosy'. 
Alors  la  forœ  |)riTii  i|)ale  csl  resiiliante  des  forces  P,  I" 
iransporliîes  au  uiéTue  [loiiit.  !■!  li?  niomem  linéaire  princi- 
pal est  h  (liagobulc  du  p:.ra!lélogramme  conslniil  sur  k-s 
momcnis  linéaii-es  des  deux  forces  données.  Dans  la  même 
hypollièse  la  force  principale  s'évanouit  lorsque  les  deux 
forces  P,  P'  l'arment  nn  couple,  auquel  cas  on  a  néces- 
saircmeni 

j  X  =  o,    T  =  o.    Z  =  o,    P'  =  P, 

I  cosa'=  — oosa,  cosS'  =  — cosB,  ««7'  =  — COS7. 
Dans  ce  cas,  les  projections  algébriques  (6)  du  mo- 
ment linéaire  principal  deviennent  indépendantes  de 
la  position  du  centre  des  momenis;  par  suite  le  moment 
linéaire  principal  conserve  toujours  k  même  valeur  et 
n'admet  plus  de  minimum,  en  sorte  que  Taxe  principal 
dispai^lt  entièrement.  La  valeur  cunslanle  du  moment 
linéaire  principal  csi  alors  éqnivalcnm  au  moment  du 
couple,  c'cst-B-dije  au  motneiK  linéaire  de  l'aue  des 
forces  quand  on  place  le  centre  des  moments  snr  la  dircc- 
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lion  de  l'autre  force,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  expli- 
qué, Oo  ai-iivcrait  aux  mêmes  conclusions  eu  observant 
que  dans  le  cas  présent,  les  projections  algébriques  du 
moment  linéaire  priucipal  se  réduisent,  en  vertu  des  for- 
mules (la],  à 

(  L=P[tr-/)cusï-l<-r')cose]. 
(.3)  M  =  P[(î-i')cos.-{^-.i')cQS7l, 

(  N^P[(^-x')cose-(_r-y)cos:,]. 
c'est-à-dire  aux  projections  algébriques  tht  rnonienl  li' 
uéaire  de  la  force  P  dans. le  cas  où  l'on  prend  pour  l'cntri- 
des  moments  le  point  d'application  de  la  run-o  1''. 

Si  pour  le  système  des  forces  P,  P'  la  fum^  principale 
et  le  moment  linéaire  principal  s'évanouissaienten  même 
temps,  on  en  conclurait  que  ces  deux  forces  sont  ^los 
et  agissent  suivant  une  même  droite,  mais  en  sens  con- 
trains. 

Eu  général,  quel  que  soit  le  nombre  des  forces  P,  P', 
P", . .  -  ,  lorsque  X,  Y,  Z  s'évanouissent,  la  grandeur  et  la 
direction  du  moment  linéaire  pnncîpal  deviennent  in- 
dépendantes de^^la  position  du  centre  des  moments.  Par 
suite,  sî,  la  force  principale  étant  nulle,  le  moment  li- 
néaire principal  se  réduit  à  zéro  pour  une  certaine  posi- 
tion du  centre  des  moments,  il  s'évanouira  paiement 
pour  toutes  les  autres, 

41 .  Considérons  encore,  pour  mieux  fixer  les  idées,  un 
système  composé  seulement  de  trois  forces  P,  P',  P".  Si 
pour  ce  système  les  six  quantités  X,  Y.  Z,  L,  M,  N 
s'évanouissent,  uon-seulemcnt  la  lorce  principale  s'éva- 
nouira, maïs  encore  le  moment  linL'airc  sera  lui-même 
nul,  quel  que  soit  le  centre  des  moiueni!>.  Cela  posé,  sup- 
posons que  l'on  fasse  coïncider  le  centre  des  momeuis 
avec  le  jtoint  d'application  de  la  foi'ce  P".  Uaus  ce  cas,  le 
moment  linéaire  de  la  rorie  P"  étant  nul,  roux  des  deux 
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autres  foicus  duvronl  filrc  <!gaux  cl  dirigés  siiiïaiil  uni- 
intime  droite,  mais  on  sens  contraires,  afin  c|ni-  le  moment 
rêsult.nit  se  réduise  i'i  zéro.  P.ir  siiilc  les  iHieelioiii  des 
forces  P.  P'  'levioul  èlrii  eompriseii  dansuii  plan  uniijue 
mené  |iei'peiidicnlaireinent  ;"i  l:i  droite  dont  il  s'agit  par 
le  point  d'apjilieati<ni  de  la  fon  e  T"'.  Ce  plan  unique  ren- 
fermant les  iiiiiiiisd'.nppliriiiion  île-,  iinis  (brees  P,  P',  P" 

trois  points.  Comme  au  [loini  ir.ip|di.  aiion  de  la  Toret;  P" 
on  peut  substituer  à  voloiilé  eidiii  de  la  force  P  ou  celui 
do  la  force  P',  od  déduira  évidemment  àea  remarques  que 
nous  venons  de  faire  la  proposition  suivante  : 

THÉonfeVE  m.—Si  i>oiir  le  s^xii-mi:  d,:s  liois  forces 
P,  P',  P",  lessixqitantitisX.  Y,  Z,  I.,  M,  N  xihwiouis- 
sent,  chacune  lies  trois  forces  sera  comprisf.  dans  le  plan 
du  triangle  qui  renferme  les  imis  points  iV application. 

42.  Cela  posé,  t:herclions  les  conditions  d'équilibre  de 
deux  points  matériels  A  et  A'  soumis  n  l'acdon  des  deux 
forces  P,  P'  et  liéi  entre  eux  par  une  droite  invariable.  Si 
l'équilibre  subsiste  entre  les  forces  appliquées  aux  extré- 
mités de  cette  droite,  ou  ne  le  troublera  pas  en  fixant 
l'une  de  ces  extrémités,  par  exemple  le  point  A'.  Dans 
eeltc  supposittou  le  point  A,  restant  seul  mobile,  ne 
pourra  décrire  que  la  surface  d'une  sphère,  et  In  force  P 
pour  le  mainlenir  en  éi]uilil)re  de\ra  ôlre  normale  à  celte 
snrface,  par  eoiiscipient  dirigée  >uivanl  AA',  ou  suivant 

son  prolongemetil.  On  prouverait  de  mé        en  il\ant  le 

point  A,  (|uo  la  force  P'  doit  eiiccii'  è;re  illiiL^ie  ^uivani 
le  rayon  AA  prolongé  dans  un  sens  un  d.inr.  un  autre. 
Concevons  mainlenant  que,  les  forces  P,  P'  agissant  Tune 
(7t  l'anti  e  suivant  la  droite  qui  joint  leurs  points d'appjt- 
ealioii,  fin  rende  à  i  os  deux  points  leur  mobilité  primitive. 
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éqvilibub  d'ume  dkoitb  invabiablk. 
Poarqae  l'équilibre  roiilinue  h  subsister,  il  sera  évidem- 
meat  Oécessaire  (juc  la  droilc  snil  liréc  n  ses  cxtnimités 
parles  deux  forces  dans  deuï  sens  opposiis,  l't  autant  dans 
un  sensqnc  dans  l'autre.  Par  suite  les  deux  l'orcis  devront 
Otre  l'^'aliT,  et  dirj^'ôci  1.11  i-<iri[r;ino--,  fléi  iproijueiutnt, 
si  les  d,ux  fiircfs  1'.  I''  a^,pli^|n,■,■^  .iiix  rxlL<luiit.;s  de  In 
dniiK  invariabli'  AA' sont  égales  enir.;  elles  et  a^isseul 

dominent  équilibi  i-. 

Lorsque  deux  l'orees  sont  ligales  et  a}^is=eul  suivant  une 
mèriie  droite  en  sens  contraires^  leurs  luuments  linéaires 
sont  tiéccasairemem  egatix  ei  directement  opposés.  En 
cou  séquence,  pour  ie  système  eomposé  de  ces  deux  forces, 
le  moment  linéaire  principal  s'évanouit  aussi  bien  que  la 
force  principale.  Réciproquemcat,  si  pour  un  système 
composé  de  deux  forces  P,  P'  la  force  prittcîpale  et  le 
moment  linéaire  principal  s'évanouissent,  on  pourra 
conclare  que  ces  deux  forces  sont  égales  et  agissent  en 
sens  contraires,  suivant  la  droite  qui  joint  lears  points 
d'applleation.  Done  alors,  si  cette  droite  est  invariable, 
elles  w  Teroiil  équilibre. 


a.   jW,  (liiduiiec.  ,,.,,,U,ele.r.„„l, lions  ,1  équilibre 


X,  V,/,,  L,  M,  ,\  les  M,mnn:  des  ',„ojn  ii,„.s  ,d-.'l'i-i- 
()ues  des  dcu\  forces  sur  les  a\es  dia  jt,  j',  z  et  Jes 
sommes  des  projections  algébriques  sur  les  mêmes  axes 
de  leurs  moments  linéaires,  dans  le  cas  où  l'on  place  le 
(xntrc  des  moments  à  l'origine  des  coordonnées.  La  force 
principale étaol  représenléc  par  ^X*  4-  ï'  Z'  cl  le  mo- 
ment linéaire  principal  par  \'\/  +  M'  +  IS',  il  sera  né- 
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L-cssaire  t'[  mlbsaiK  pour  réquillbre  que  l'ot)  ait  à  la  fois 
{i4)  X'  +  Y'  +  Z»  =  o,    L'  4-M'H-N'  =  o, 

et  par  suite 

(15)  X  =  o,  T=o,  Z  =  o,    L  =  o,  M  =  o,  N=o. 

Si  dens  ces  dernières  équations  on  remci  pour  X,  Y,  Z, 
L,  M,  N  leurs  valeurs  resjicutivi's,  on  trouvera 

(■•"""■-""■■"=■" 

(16)  ■  PcosË -(- P'cose'  =  o, 
\  Pcos7M-P'cos7'=  o, 

!P  (J-C0S7  —  icos!)  +P'  (7'cosy  —  l' cose')  =  o, 
P  (.  COS  =  -  ^  COS  7  )  +  P'  (  ï'  cos  «'  -  .T-  cos  7'  )  =  o. 
P(^co>e-j-cûs=)  +  P'  (^'cos6'-/cos=')  =  o. 

En  vertu  des  équations  (16),  les  équations  (17)  deviennent 

I  P[(7-/)™ï-i'-=')m.ej=o, 

(.8)  P(|.->')oo..-(,-y)™.,J  =  o, 

1  P[;»-»')c<i.S-(7-j')oo..l  =  i>, 

et  peuvent  £tt«  remplacées  par  les  deux  équations  eom- 
prises  dans  la  formule 


(•9) 


_  PcoiS  _Pcos7 


Eu  toiiséqiiL'ucc,  li's  si\  rquatious  d'équililjrfj  qui:  nous 
avons  triiuviies  se  léiluiscnt  à  cinq,  siivoir  ;iux  équa- 
lirai,  (.61  cl  i  c.llra  ,,n„  t„m|„r.i,l  1.  t,i  „,.,l,-  (.9).  l..-. 
„,„n.i,„„(,6)«,,rimL.nl  ,|„c  les  fore,.,  P,  1>' «ml  is-te 

suivaut  des  ilroiles  p.irallèles.  La  lonnule  {19)  exprime 
qiu:  la  forrc  P  aE;!(  suivant  la  droite  qui  Joint  les  point» 
d'application  drs  deux  forrps.  Ajouions  qnr  les  equa- 
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lions  (i6)  et  la  formule  (ig)  pcnvent  être  remplacées  par 
une  seule  formule,  savoir  : 

Pfosa  _  P  cos6   PcM7 

■  '  _  P'cosa'  _  FcosS'  _  F-cnsy' 
■    .  — j-      i'— i' 

En  vertu  de  ce  qui  précède,  une  force  P  appliquée  au 
poînt'A  et  agissant  suivant  la  droite  ÂA'  fera  équilibre  à 
une  de uxîËQie -force  P'  =  P  appliquée  à  un  autre  point 
A'  de  la  même  droite  et  dirigée  saiirant  cetie  droite,  mais 
dans  an  sens  contraire,  pourvn  que  suppose  les  deux 
points  liés  invariablement,  entre  eâx.  Cet  éqtdlibrË.snb- 
sisie!^l;_en<»ra^ro&i.traniporiait  le  point  d'^ppGcaiîpn 
de  .Mf.~t^^^^Js^^^  A',  sans  chaifger  :1à'  direction 
de'mle^lbi^.  ptusqn^alors  on  aurait  au  point  A' deux 
forces'^ideB  et  directement  opposées.  Le  point  A'pouvam 
à^ailleurs  fitre  choisi  arbitrairement  sur  la  (lirijnioii  tU' 
la  force  P,  nous  devons  conclure  qu'une  force  dirigée 
suivant  une  droite  dont  tous  les  points  sont  liés  invaria- 
blement enlre  eux  produit  toujours  lo  même  ellel  en  quel- 
que point  de  cette  droite  qu'on  la  suppose  appliquée. 
C'est  ce  qu'on  peut  encore  exprimer  en  disant  que  deux 
foi-ces  appliquées  aux  extrémités  d'nne  droite  invariable 
et  agissant  suivant  cette  droite  dans  le  mtme  sens  sont 
i-ijiiivalenles. 

Il  est  d'ailleurs  essentiel  d'observer  qu'en  transportant 
le  point  d'application  d'une  force  partout  où  l'on  voudi  a 
sur  la  direction  de  cette  force,  on  ne  changera  jamais  ni 
ses  projections  algébriques ,  iii  celles  de  son  moment  li- 

Sî,  la  droite  AA' demeurant  lonjonrs  invariable,  l'ex- 
trémité A  de  cette  droite  était  soumise  à  l'acdoo  de  plu- 
sieurs forces  P,  Qf-,  et  l'extrémité  A'  à  l'action  de 
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'plusieurs  «utii.'s  lb^■<■L■^  P'.  O', .  .  . ,  il  ?.praii  iiéressaire, 
Cît  il  aolfirail  |)oiii-  Trijnililii  c  ijiic  l.i  i  r'-iilrajili!  des  forces 
P,  Q, . .  . ,  fiit  O^.k-  à  la  ns„ll,.i,[,-  J,'^  forcrs  P  .  Q', .  .  . . 
cl  qut;  ci's  tlc?u\  icsultaiiLc^s  fiissCLil  iHi-i[;L-i'S  siii\nii[  la 

forces  données,  l,i  forro  principale  cL  le  moment  iin»;flire 
principal  se  troovasscnL  ri'diiils  h  zôro. 

Si  l'on  (li-aignr  loujours  pnr  X,  Y.  Z,"  L,  M,  N,  les 
sommes  îles  projections  algébriques  des  'forces  données 
sur  les  axes  et  celles  de  leurs  moments  linéaires,  les  deux 
condilionsqn'on  Tient  d'énoncer  seront  enrore  exprimé 
par  It»  deux  équations 

(i4]  X'-i-f  +  P  =  o    et    L'  +  M'-:KS'  =  o, 

ou  - 

{i5)  X^o,  Y=o,  Z  =  o  el  L  =  o,  M=  o,  H  =o-. 
11  4cml>le  <]oiir  .nu  pi  emîcr  abord  qu'il  y'. ail  dans  le  cas' 
présent  six  équations  d'équilibre,  mais  on  prouvera  fcci- 
lement,  comme  on  l'a  déjà  fait  dans  un  cas'(iemblable,que 
la  sixième  équation  se  dédnit  de.s  cinij  autres. 

U.  On  i>assL-  sans  [H-ini-  du  ras  dune  droilc  invariable 

A,  A'.  A"  li,-s  |>;u  Uois  ,li-oii..s  iiivai-i.il.lrs.  el  soumis  A 
l'artion  >U-  liniv  f,„vs  doniircr.  P.  F.  P".  Si  ré(]iii!ibre 
subsisi:;.  Il  nr  si'ra  pas  lroid>I.;  lors.jn'on  (itcTa  deux 
sommcis  iln  lri,'iiis;le ,  par  cvcniplt-  les  [minls  A  .  A';  dans 
celte  supposition,  li?  point  A"  restant  seul  mobile  ne 
pourra  décrire  qu'un  cerrlt;  dont  le  plan  sera  perpendicu- 
laire n  celui  du  triangle,  et  dont  le  centre  se  tronvert 
situé  sur  la  droite  AA'.  De  plus,  la  force  devant 
maintenir  le  point  A"  en  équilibre  sur  la  dreonférence  du 
cerrle,  sera  nécessairement  perpendiculaire  à  la  tangente 
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au  ctrtii-  Liii'iii'  (],ir  li;  [iiiinL  A  ',  fl ,  [liu  iiiiisi:i|iieii( .  coiii- 
prisc  dans  li-  [)l:m  du  lriaiii;la  donnû. 

ïant  que  si  la  fur™  F'  n'était  pas  comprise  ilaiis  le  pinii 
du  triangle,  elle  ferait  tourner  ce  plan  autour  de  l'axe  AA' 
devenu  fixe  en  vertu  t\c  riivpmhcsc  .idiuise.  Cela  posé,  oii 
pourra  construire  uti  paialk-logramiuc  rjui  ait  pour  dia- 
-gonalela  force  P"  ci  dont  les  côtés  coïncident  en  diredion 
avec  les  droites  A"A,  A"  A',  ou  avec  leurs  piolon-emetus. 
Par  Boite,  on  pourra  ilécomposer  la  forn;  l'"  appliquée 
aasommei  Â"en  deun  antres  qui  agissent  suivant  lesobiés 
adjacents.  Soient  Q,  Q*,  les  composantes  dont  il  s's^t  : 
il  sera  permis  de  transporter  la  force  Q  agissant  suivant 
le  càlé  A'A  du  point  A"  au  point  A ,  et  la  force  Q'  agissant 
suivant  le  côté  A" A'  du  point  A"  au  point  A';  on  obtien- 
dra par  ce  moyen,  au  lien  des  trois  forces  P,  P',  P",  appli- 
quées aux  trois  sommets  d'un  triangle  invariable  ,  qiialrt' 
forces  P,  Q ,  F,  Q'  appliquées  aux  deu\  exirémiiés  d'une 
droite  invariable,  et  qui  devront  encore  se  faite  équilibre. 
Donc,  pour  le  svstèine  ries  quatre  deiniêrcs  forces,  la 
fiircc  jiriticipalc  et  Ic'  mnineiii  liné:iiri'  principal  tlevront 
s'cvniiouir.  D'nillcui  s.  l,i  décomposition  de  la  force  F' en 
deux  autres  el  le  I i.i ri'.] mi  i  ili-  les  ilfux  composantes  ne 
peuvent  rbauger  en  .nininc  manièie,  ni  la  iVnc-c  |irinci- 
pale,  ni  le  moment  liiié.iirc  pi  nu  ip.il  rlu  tysièine  des  trois 
forces  P,  P',  P".  ilorie  aussi,  lorsque  le  iriauLiie  invariable 
est  en  équilibre,  celte  forec  principale  et  le  moment  li- 
néaire principal  s'évanouissent.  Cela  posé,  si  l'on  appelle 
X,  Y,  Z,  L,  M,  H  les  .sommes  des  projections  algébriqued 
des  forces  P,  P*,  P",  et  celles  des  projections  al^-ébriqiies 
de  leurs  moments  linéaires,  on  aura  dans  le  ras  d'êqui* 
libre  : 


(i4)        X'-i-T'  4-Z'=  i.,    L'-+-I1P  +  N'  = 


So  ST<kTtl/UR. 

et,  par  suite, 

(i5)  X  =  o,    T  =  o,    Z=o,    L  =  o,    M=o,  Nzzo. 

4S.  Réciproquement ,  on  peut  affirmer  que  le  triangle 
invariable  sera  en  équilibre  toutes  les  fois  qtie  les  équa- 
tions (i5}serontaati)iraites,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes, 
toutes  les  fois  que ,  pour  le  système  des  irois  forces  appli- 
quées aa  sommet  du  triangle,  la  force  principale  et  le 
moment  linédre  principal  se  i^uîront  h  zéro.  En  effet, 
dans  celle  hypothèse  les  dîreclions  des  trois  forces  se- 
ront, ainsi  qu'on  l'a  précédemment  démontré,  comprises 
dans  le  plan  du  triangle.  Par  suite,  on  pourra  décompo- 
ser la  force  P"  en  deiis  autres  dirigées  vers  les  points  A, 
A',  et  transporter  ces  dernières  composantes  de  mauïère 
à  les  appliquer  aux  points  dont  il  s'agit.  On  substituera, 
par  ce  moyen ,  au  système  des  trois  forces  données  un 
syslèmc   do  i|oatrf   forces  appliquées  aux  extrémités 

Hpjlt;  ('[  K;  monirrii  linéaii  c  |ii  incipal  ne  ehangcroiit  p.is 
de  valeurs  dans  le  passage  du  premier  système  au  se- 
cond, ces  diiux  quantités  seront  encore  nulles  pour  le 
nouveau  système,  d'où  l'on  peut  conclure  qu'il  t  aura 
équilibre. 

Si,  le  triangle  AÂ' A"  restant  invari.nble,  chacun  de  ses 
sommets  était  soumis  à  l'action  de  plusieurs  forces,  on 
pourrait  remplacer  lesdiiTérentes  forces  appliquées  à  cha- 
que sommet  parunerésullante  unique.  Cela  posé,  comme 
le  système  des  trois  résultâmes  aurait  la  même  force 
principale  et  le  mémo  moment  linéaire  principal  que 
le  système  des  forces  données,  on  trouverait  que  les 
conditions  nécessaires  et  sufBsantus  pour  l'équilibre  se 
irédaîsent  it  l'évanouissement  de  cette  force  principale  et 
de  ce  moment  linéaire  principal^  ou,  ce  qui  revient  au 
mËme,  A  l'évanouissement  des  six  quantités  qu'on  oblîent 
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en  ajoutant  :  i°  les  projections  algébriques  des  forces 
donnces;  a°  les  projeciions  algébriques  de  leurs  moments 
linéaires. 

Dans  les  deux  las  que  nous  venoos  <Ie  considérer,  et  qui 
ïont  relatifs  à  l'équilibre  d'un  triangle  invariable,  la 
sixième  éijuaiiori  d'équilibre  ne  se  déduit  plus  des  cinq 
autres,  comme  il  arrive  quand  on  considère  l'équilibre 
d'une  droite  invariable. 
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Condlliain  d'équilibra  d'an  iTitims  inviriable  qnelcnnqpc.  —  ConditiDot 
d'èqnlnlcnca  ila  dttix  ajstèDiei  à»  forect.  —  Réduction  d'un  iTttèn» 
de  farcw  ipplIquéM  à  des  poïDI»  lUa  ianfiiUciuBDl  entra  eoi —  C» 
dA  la  iTtlina  m  rédoit  I  una  fora,  k  no  ooBpla,  ■  deai  foTev.  — 
Éqailibn  d'an  Inttriible  auDjalli  k  toaroBr  autour  d'an  point 

au  d'nn  an,  on  iioaiiorua  plu. 


46.  Soieril  A,  A',  A", .  .  . ,  des  points,  en  minibrc  i[ue!- 
Gonque,  liés  entre  eux  invarlablnment.  Ces  puinls  for- 
nient  ce  qu'on  appelle  un  système  invariable.  Cela  posë, 
cherchons  les  ^qnatioiis  d'équilibre  de  plusieurs  forces  P, 
VjW,..  .,respectivement  appliquées  il  ces  mimes  points. 

DésigniHis  encore  par  X ,  Y,  Z ,  L ,  M ,  N  les  sommet 
des  projections  algébriques  de  ces  forces  et  âe  leurs  mo- 
ments lîntfiires,  le  centre  des  moments  ^unt  toujours 
placéà  l'origine  des  coordotmées.  Si  l'on  suppose  d'abord 
que  le  plan  mené  parles  inus  points  A,  A',  A"  oe  ren- 
ferme anrun  des  autres  points  donnés,  chacune  des  forces 
P"",  P", . . . ,  pourra  être  remplacée  par  trois  composantes 
respectivement  dirigées  suivant  les  trois  arêtes  d'ime 
pyramide  qui  aurait  pour  base  le  triangle  AA'A",  et 
le  point  d'application  de  chacune  de  ces  composantes 
pourra  être  transporté  à  l'un  des  trois  sommets  du  trian- 
gle dont  il  s'agît.  Quand  h  l'aide  de  ces  opérations  on 
aura  substitué  au  système  des  forces  données  celui  de 
plusieurs  forces  appliquées  aux  trois  sommels  d'un  trian- 
î;le  invari^ibie ,  il  sera  néi  essaire  et  il  suffir.l  pLiur  Téqui- 
-lihre  que  la  force  principale  et  le  moment  principal  re- 
latifs au  nouveau  système  s'évaDouissent.  Or  cette  force 
principale  et  ce  moment  linéaire  principal  se  tmnvent 
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reprëientës  pour  le  premier  systèoie  par  les  deux  qnan- 
ùiêa 

^'  +  Y"  +  Z',    v'L'+M'  +  h'. 

Et  comme,  en  passant  du  premier  système  au  second,  on 
ne  change  ni  les  sommes  des  projections  algébriques  des 
forces,  c'est-n-dirc  les  quantités  X,  Y,  Z,  ni  les  sommes 
des  projections  algébriques  de  leurs  moments  linéaires , 
c'est-à-dire  les  quantités  L,M,  N,  il  est  clair  que  les  con- 
ditions nécessaires  et  siifHsantes  pour  l'équilibre  seront 
exprimé  par  les  équations 

{0  X>  +  T>  +  Z"  =  o,    L>  H-M'  -m'=  o, 

auxquelles  o[i        sulisliluer  les  siiivautes 

(a)    X  =  o,  Y=o,  Z=o,    L  =  o,  M=:o,  H  =  o. 

Si  l'une  des  forces  P",  P",. . .,  avait  son  point  d'applica- 
tion situé  dans  le  plan  du  triangle,  AA'A"  il  arriverait 
de  deux  choses  l'une  ;  ou  cette  force  serait  elle-même 
comprise  dans  le  plan  du  triangle,  et  alors  elle  pourrait 
âtre  remplacée  par  deux  composantes  appliquées  à  deux 
sommets  de  ce  triangle,  par  exemple  aux  puinis  A,  A';  ou 
elle  serait  dirigée  suivant  une  droite  qui  percerait  le  plan, 
et  pourrait  Être  alors  appliquée  A  un  nouveau  point  de 
celte  droite  que  l'on  supposerait  invariablement  lié  avec 
loas  les  pointa  du  système.  Ce  nouveau  point  étant  aitué 
hors  du  plandu  triangle,  toute  diiBcullé  disparai  trait. 
Dans  l'un  et  l'anire  cas,  on  parviendra  paiement  aux 
condttûoQS  q^e  nous  avons  déjà  obtenues.  On  arriverait 
aussi  au  même  vtfniltat  en  sulutïtiiant  au  triangle  AA'A" 
un  triangle  quiconque  dcmt  les  trois  sommets  seraient 
liés  invariablement  an  sjsième  des  points  donnés. 

Donc ,  en  défimtÎTe,  pour  que  des  forces  quelconques 
appliquées  anx  diflérents  points  d'iin  sysièine  invariable 
6. 
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se  fuseut  équilibre,  il  est  nécessaire  et  il  snfEt  que  la 
force  prindpale  et  le  moment  linéaire  principal  a'éva* 
nouiesent,  ou,  en  d'autres  termes,  que  les  Gommes  des  pro~ 
jections  algébriques  des  forces  données  et  des  projections 
algébriques  de  leurs  moments  linéaires  se  réduisenlà  zéro. 

47.  Lorsque  le  système  des  forces  données  ne  satisfait 
pas  aux  condiûons  d'équilibre,  ou  peut  i  ce  premier  sys- 
,  tème  de  forces  en  joindre  on  antre  choisi  de  manière  que 
l'équilibre  se  trouve  rétabli. 
Soient  dans  cette  hypolliésE? 

X,,    Y,,    Z,,    L,,    M,,  M,, 
ce  que  deviennent  les  quantités 

X,    Y,     Z,    L,    H,  H, 
lorsqu'on  passe  dn  premier  système  an  second;  on  aura 
ni^cessaircment,  puisque  les  deux  systèmes  se  font  équi- 
libre, 

(X+X,  =  o,    Y-f-Y,  =  0,    Z  +  Z,  =  o, 

(3) 

jL-)-L,=o,    M-FM,  =  o,    N-|-N,  =  o, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(X,^  — X,    Y,  =  — Y,    Z,=  — Z, 

(4) 

Réciproquement,  si  les  équations  qui  précèdent  sub- 
sistent, la  réunion  des  deux  systèmes  produira  l'équi- 
libre. 

Donc,  pour  que  deux  systèmes  de  forces  appliquées  â 

des  poïnti  liés  invariablement  les  uns  auT  autres  se  fassent 
muluollciueni  équilibre,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que 
dans  le  passage  du  premier  système  au  second  les  sommes 
des  projections  algébriques  des  forces  et  des  projections 
algébriques  des  moments  linéaires  conservent  les  mêmes 
valeurs  numériques,  mais-changent  désigne. 
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48,  Ce  qui  précède  nous  conduit  immédiatement  aux 
uondi  tions  d'équivalence  de  denx  S]rstèmes  de  forces  appli- 
quées à  des  points  liés  inTariablemeat  les  uns  aux  autres. 

On  dit  en  miicanïque  que  deux  systèmes  de  forces  dont 
Ica  points  d'application  se  trouvent  assujettis  à  dos  liai- 
sons quelconques,  sont  équivalents  lorsqu'un  troisième 
système  choisi  de  manière  à  faire  équilibre  an  premier 
fait  en  même  temps  équilibre  an  second.  Cela  posé,  si 
les  points  d'application  ont  été  liés  invariablement  entre 
ijux,  il  csl  clair  que  dans  Ir  passage  du  premier  système  au 
troisième,  ou  du  second  au  iroisicmc,  les  six  quantités  cî- 
dcssus  représenlées  par  X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  devront  conser- 
ver les  mêmes  valeurs  numériques,  mais  changer  de  signe. 
En  cITet,  représentons  par 

P,  P',  P",...;    P,,  F, ,  P',...;    P„  P",,  P^  

X,T,Z,    ,;    X,,  T,,  Z,,  X,.  Y,,  Z, ,  .  . , , 

L,  M,  Pi,  ..  .;    L,,  M,,  N,,  .  ,       U,  SI,,  N„  .  .  ., 
les  forces  des  trois  systèmes,  les  projeciîotis  de  leurs  Ibrces 
principales  et  de  leurs  moments  linéaires  principaux. 

Puisque  le  troisième  système  fait,  par  hypothèse,  équi- 
libre aux  denx  premiers,  on  aura 

X-(-X,=  o,  T  +Y,  =  o,  Z+Z,=o. 
X,+  X,=  o,  Y,-i-Y,  =  o,  ■l,-{-L,^o, 
L  +  L,  =  o,  M+M,=o,  W+N,  =  o. 
I.,  +  L,  =  o,  M,-)-H,  =  o,  R,-[-K,  =  o, 
cl  par  suite 

X  =  X,,  T  =  y,,  Z  =  Z,,  L  =  L,,  M  =  M,,  S  =  H.. 
Ainsi,  pour  que  deux  systèmes  de  forces  appliquées  à 
des  points  liés  par  dts  droites  invariables  soient  équiva- 
lents, il  est  nécessaire  et  il  suffit  que,  de  pan  et  d'antre, 
les  projections  algébriques  des  forces  et  de  leurs  moments 
linéaires  fournissent  les  mâucs  sommes,  ce  qui  revient 
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dire  que  ces  deux  systèmes  doivent  avoir  la  même  force 
prindpale  et  le  même  moment  linéaiic  principal. 

49.  H  a  été  prouvé  :  ("que  les  six  quaniitês  reprv'scu- 
xéet  par  X,  Y,  Z,  I:,  M,  JN',  c'esl-à-dire  les  projections 
algébriques  sur  les  trois  a\es  <lc  la  force  priDcîpale  et  dn 
moment  linéaire  principal,  conservent  les  mêmes  valeurs 
en  cliangea&t  de  signe,  pour  deux  systèmes  de  forces 
snccessivement  appliqués  à  des  points  liés  entre  eux  par 
des  droites.  inTariables,  lorsque  ces  deux  systèmes  se  font 
équilibre;  a°  que  deux  systèmes  seront  équivalents  entre 
eux  toutes  les  fois  que  les  six  quaniilés  dont  il  s'agit  ne 
varieront  pas  dans  le  passage  de  t'un  h  l'antre.  On  peut 
donc  dire  que  ces  six  quantités  étant  données  pour  un 
système,  son  effet,  relativement  à  l'équilibre,  est  complé* 
temenl  déterminé.  On  a  vu  d'ailleurs  que,  des  six  quan- 
tltés  X,  Y,  Z,  L,  M,N,  on  déduit  immédiatement  :  i"  l'in- 
tensité de  la  force  prineipate  et  du  moment  linéaire  prin- 
cipal ;  3°  les  angles  que  les  directions  de  cette  force  et  de 
ce  moment  linéaire  forment  avec  les  demi-axes  des  coor- 
données positives. 

50.  Concevons  maintenant  que  pour  na  système  de 
forces  appliquées  à  des  points  liés  invariablement  les  uns 
aux  autres,  on  connaisse  les  six  quantités 

X,  Y,  Z,  L,  M,  N. 
Pour  que  ce  système  soit  réductible  à  une  force  unique, 
ou,  en  d'autres  termes,  pour  qu'on  puisse  le  rempla- 
cer par  une  force  érjuivalenle,  il  sera  nécessaire  et  il 
suffira  que  les  six  quantités  douuées  soient  propres  à  re— . 
présenter  les  projections  algébriques  d'une  seule  force  et 
lie  son  moment  linéaire.  Par  suite  il  sera  nécessaire  et  il 
suffira  que  l'on  ait  en  mâme  temps 
(5)  %'+Y'  +  Z'>o, 

((>)  I-X4-MY  +  NZ=n. 
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Ces  conâùioiis  Aant  anppoiéH  reraplirS)  la  force  ^qai- 
valeau  >a  Bjttèate  dooBë  sera  ce  qu'on,  nomma  sa  résul- 
tante,  et  cette  i^sulianie  ne  sera  pis  ature  chose  que  la 
force  principale  appliquée  à  l'un  des  poinis  de  ta  droite 
dont  les  coordonnées  t,  r„  Ç  v^rilieut  les  iroïi  équations 
17)  nZ  — ÏÏ  =  L,  ïX— SZ  =  H,  ÇY  — flX  =  N. 
K  l'on  ayait  à  la  toit 

X  =  o,    T  =  o,    Z  =  o, 
l'ëquation  (6)  serait  toujours  vérifiée,  mais  l'inégalité  (5) 
te  iroaVeraït  remplacée  par  l'ëquaiion 

Dana  ce  cas  le  sysième  donné  sera  évidemment  réductible 
A  deux  forces  égales  et  parallèles,  mais  dirigées  en  sens 
contraire,  de  manière  à  former  un  couple.  En  effet,  pour 
obtenirnn  couple  équivalent  au  système  ddnt  îl  s'agit,  ïl 
suflira  de  choisir  cè  couple  de  telle  sorte  que  son  moment 
linéaire  ait  poor  projections  algébriques  sur  les  axes  les 
trois  quantités 

l;  m,  K.' 

Pour  y  parvenir,  on  tracera  un  demi-axe  qui  fasse  avec 
ceux  des  coordonnées  posiliyes  des  angles  dont  les  cosîntt* 
soient  respecdvement 

I.    -  M  W 

V'L'-I-M'.-I-  N''  »/L'+H'-t-R''  Vl-'  +  M'-t-K'" 
On  mènera  par  un- point  quelconque  de  Tcspace  an  plan 
perpendicnlaire  à  ce  demi-aM  ,  i:i  \w  deux  points  pris 
arbitrairement  dans  ce  plan  Jeux  purallùlcs  quelconques., 
Ën6oi>n  divisera  le  radical  ^L'  +  M'+ft'  par  la  distance 
des  denx  paralUles,  ptds  on  portera  sur  elleSi-.dans  des 
'sens  opposés,  deux  forces  égales  représentées  par  ce  qno- 
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tient  et  dirigées  de  manière  qoe  chacune  tenda  à  faîie 
louraer  le  plan  de  droite  à  ganche,  soit  antonr  du' démi- 
sse primitivement  construit,  soit  autour  d'an  demi-axe 
parallèle  dont  l'origine  «(dncideraït  stcc  le  point  d'appli- 
cadon  de  l'autre  force.  Il  résulte  de  ces  observations 
qu'aprôs  avoir  obtenu  an  couple  équivalent  au  système 
donné,  on-pourra,  sans  changer  l'efieidece  couple  rela- 
tivement à  l'équilibre,  transporter  son  plan  parallèlenieut 
à  lui-même  partout  où  l'on  voudra,  et  faire  varier  arbi- 
trairement dans  ce  plan,  non-seulement  les  poiuts  d'ap- 
[ilication  des  deux  forces,  mais  encore  les  droites  suivant 
lesquelles  elles  agissent.  Ces  droites  étant  supposées  cou- 
nues,  011  en  déduira  immédiatement  l'intensité  de  chaque 
force.  Il  est  bien  entendu  que  les  points  d'application 
des  deux  forces  du  coupleront  cenî^és  liés  invariablemciit 
l'un  à  l'autre  et  à  tous  les  points  que  l'on  considère.  ■ 

SI,  Si  pon^  le  système  de  forces  donné  l'éqiiation  (6) 
cessait  d'être  vériGéc,  on  pourrait  lui  substituer  la 
réunion  de  deux  autres  tellement  choisis,  que  les  sommes 
•Icsprojeciioris  algébriques  des  forces  etdeleun  moments 
linéaires  fussent  respectivement  : 

Pour  le  premier  système, 

X,    y,    Z,    o,    o,  o; 
F.t  pour  le  saoond, 

o,     o,     o,    I,,    M,  ?i. 

Le  premier  des  deus  nouveaux  systèmes  j'ioiirrait  être 
ivniplacé  par  la  force  principale  applitjucc  à  l'origine  dea 
l  oordonnées  et  le  second  par  un  |couple.  Par  suite,  cette 
force  el  ce  couple  réunis  seraient  équiva]cnl3  au  système 
donné.  De  plus,  il  serait  permis  de  faire  passer  |c  plan  dj\ 
roupie  par  l'origine,  et  même  d'appliquer  à  cctie  origine 
inicdes  forces  dn  conplr,  en  la  supposant  dirigée  suivant 
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jtàe  drnte  qoeltfonque  dans  ce  plan.  .AjouiODs  que  l'oiî- 
gîne  des  coordonnées  peut  ^tre  traaBport^  ea'on  point 
quelconquede  l'espace,  d'où  il  suit  qi^  le ^slème donné, 
<iudles  que  soientles  valeurs  de  X,  T,  Z,  M,  N,  pourra 
toajours  être  remplacé  par  la  force  principale  appliquée  à 
an  point  quelconque  de  l'espace  et  par  un  couple. 

On  arriveraitaux  mêmes  conclusions,  en  conndéranl  ce 
système  comme  formé  par  la  réunion  de  deux  autres  pour 
lesquds  les  sommes  des  projections  algébriques  des  forces 
.  et  de  leurs  moments  linéaires  seraient  respectivement  de. 
lafbrme  ;^V"■  '  " 

■X,  T,  z",     J-.Z-I.T,''  '-'^^-VX' 

o,    o,    o,    L— j-.Z+iX    M-cX+j-.Z,  N-i,T+j,X. 

Le  couple  qui,  joint  ii  la  iurcc  piiin  ipaie,  peut  remplacer 
un  système  donné,  est  ce  qui;  nous  nommerons  le  couple 
principal àe  ca  système.  D'après  ce  qu'on  vient  de  dire, 
ce  couple  principal  dépend  du  point  d'application  de  la 
force  principale,  et  son  moment  linéaire  est  tgal  et  paral- 
lèle au  moment  linéaire  principal,  quand  on  prend  le 
point  dont  il  s'agit  pour  centre  des  moments. 

Comme,  dans  le  cas  où  l'on  appliqué  au  même  point  la 
force  principale  et  une  force  du  i  ouplc  pi  incipal,  rien 
n'empèchc  de  composer  ^^n^uite  ces  deux  forces  entre 
elles, il  est  Hair  qu'on  pourra,  si  l'on  veut,  substituer  au 
système  donne,  au  lieu  d'une  force  ei  d'un  couple,  un 
système  composé  de  doux  foii'cs  seulement. 

52.  Nous  lermiiicrons  en  observant  que  l'équaiion  (6) 
est  satisfaite  dans  deux  cas  dignes  du  leinarque,  .savoir  : 
*  1"  quand  les  forces  données  sont  parallèles  à  une  inéme 
droite,  par  .exemple  ^1  l'axe  des  s,  puisque  Von  a  dans 
cette  liypothèsc  .       ■  ' 
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a"  quand  ^ec  tout  comprises  dans  un  mtow  plan,  par 
eiemple  dans  le  plan  dei  xy,  puiiqu'on  a  dans  ce  cas 

L  =  o,    M  =  o,    Z  =  o. 

Ou  en  roitclnlqupJ.His  Tune  «-■[  Taulre  lijpolhùse  le  sys- 
tème tlozjiiL'  |ieu[  être  réduit  soit  à  une  foici;  unique,  soit 
à  un  couple  unique  Je  deux  foi  ccs  parallèk-s  à  l'axe  des  z 
OU  comprises  dans  le  plan  dea  xy.  Ajoutons  que  les  quau- 
tïtés  X,  ¥,  Z,  L,  M,  P  ayant  des  valeurs  quelconques,  on 
pourra  toujours  décomposer  le  système  qui  leur  corres- 
pond en  deux  autres  tellement  choisis,  que  ces  mèçies 
quantités  deviennent  respectivement  : 

Ponr  le  premier  système, 

o,    o,   Z,    L,    H,  o; 

Pour  le  second, 

X,   T,    o,    o,    o,  H, 
par  conséquent  en  deux  systèmes,  dont  l'on  renferme 
seulement  des  forces  parallèles  à  l'axe  des  z,  et  l'autre  des 
forces  comprises  dans  le  plan  des  xy. 

K3.  Nous  avons  fait  voir  qu'un  système  de  forces,  ap- 
pliqnées'à  des  points  liés  invariablement  entre  eux,  pou- 
vait toujours  être  i-einplacc  par  la  force  principale  appli- 
qnée  à  un  point  quelconque  de  l'espace  et  par  un  coaple; 
qu'en  outre  il  était  ]>ermis  de  supposer  l'une  des  forces  du 
couple  appliquée  au  même  point  que  la  force  principale, 
et  dirigée  suivant  une  droite  menée  arbitrairement  par  ce 
point  dans  le  plan  du  couple.  En  panant  de  ces  principes, 
nous  irouveronsfadlementlesGonditîonsd' équilibre  d'un- 
s^tëme  invariable  retena  par  un  on  Seox  points  fixes. 

Câncevoni  d'abord  que  le  système  invariable  soi  t  retenu 
par  un  point  fixe  et  prenons  ce  point  fixe  ponr  origine 
d^  coordonnées.Soïent-B  l'ordinaire  X,Y,Z,L,  M,  N,  les 
sommes  des  projections  algébriques  des  forces  données  et 
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des  prajectAn»  algânïqûos  de  leur*  moments  linéaires, 
l'onze  Aon tprfae  pour  centre  de»  momenu;  lesyHime 
de  ces  mêmes  forces  pourra  èire  remplacé  par  la  force 
principale 

appliquée  h  l'origine,  et  par  un  couple  de  deux  forces  y 
qui  agiraient  en  sens  contraires  suivant  deus  droites  paral- 
lèles, séparées  Tune  de  l'autre  parla  distance D,  ritileiisiié 
Q  de  chaque  force  étaut  liée  à  la  distance  D  par  l'équa- 
lion 

QD  =  ^L-+11'-+-I!'. 
Ajoutons  qu'il  sera  permis  d'appliquer  la  première  force 
dncoiiple,ausaîbienqiielafbrceR,anpointfixe,prispouf  . 
origine  deacoordonnées.  Alors  ces  deuzforces  se  trouveront 

immédiatemeni  détruites  par  la  résistance  du  point  fixe, 
et  la  deuxième  force  du  couple  pourra  seule  produire  nn 
mouvement  de  rolaiiou  autour  de  ce  point.  Pour  que  toute 
tendance  à  un  semblable  mouvement  disparaisse,  ou,  en 
d'autres  termes,  pour  que  l'équilibre  subsiste,  il  sera  né- 
cessaire et  il  suffira  que  la  deuxième  force  du  couple  s'é- 
vauonisse  ou  passe  par  l'origine,  c'est-à-dire  que  l'un  des 
facteurs  Q  et  D  du  produit  QD  s'évanouisse;  par  stUl^  il 
sera  nécessaire  et  il  suffira  que  ce  produit  lui-même  se 
réduise  à  zéro,  ce  qui  donnera  l'équation 

L--f-M'-i-K'=o, 
k  laquelle  on  pourra  substituer  les  trois  suivantes  : 
(8)  L=:q,        H  =  o,       n  =  o. 

En  conséquence,  des  six  équations  d'équilibre  qui  se- 
rapportent  à  un  ajisième  invariable  libre  dans  l'espace, 
les  trois  dernières  anbnstent  seules,  lorsque  ce  sirstème 
nt  assujetti  à  tourner  autour  d'un  point  fixe,  et  que  ce 
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point  fixe  est  pris  pour  origine  dés  coordonnées.  Ces  trois 
dernières  Àjaations  expriment  qaeponr  le  système  donné 
le  moment  linéaire  prindpal  relatif  k  l'origine  s'éva- 

Si  le  système  des  forces  donnée^  étflil  comixjsé  seule- 
ment de  deux  forces  P,  P',  son  moment  linéaire  principal 

ne  pourraîtêtre  nul  qu'autant  que  les  momenls  linéaires 

di's  coonloimécs,  t:l  auraieni  dans  œ  plau  des  momenLi 
égaux.  On  arriveraïl  au\  mûmes  (conclusions  en  partant 
des  (;quaiîoos  (8)  qui,  dans  le  cas  présent,  prendraient  lu 
forme 

P/ïcosî  4-  Py  cosV  =  o,  . 
P/.coSfx.+  Pyco»^'  =  o,  . 
cosn  4- Fp' cosï' =  o. 

L'équilibre  que  nous  venons  de  considérer  est  évi- 
di;mnient  celui  d'nn  levier  coudé  qui  a  pour  point  d'ap- 
pui !'on!;itie  des  c()i)rdoHnées,  cl  pour  bras  les  droites 
invariables  menées  de  cette  origine  aux  points  d'appli- 
cation des  forces  P,  P'.  Les  deux  forces  devant  avoir  des 
ni omenls  égaux  dans  le  cas  d'équilibi  e,  seront  alors  en 
faisOR  inverse  de;,  perpendiculaires  abaissées  de  l'origînc 
snr  leurs  directions.  Si  le  levier  est  dtoit,  et  que  les  deux 
forces  soient  parallèles,  on  pourra  substituer,  à  la  raison 
inverse  des  perpendiculaires,  la  raison  inverse  desdeux 
bras  de  levier. 

SI.  Passons  maintenant  a  réquili]>t(-  d'un  système 
invariable  autour  de  deux  points  (ixes,  ou,  ce  qui  revient 
nu  même,  autour  d'un  axe  fixe,  et  prenons  cet  axe  pour 
n\r  des  z.  En  rnnprrvant  Ii-s  mf-nies  notations  que  ri- 


dessus,  on  pourra  toujours  remplacer  le  système  des 
forces  données  par  la  force  principale 

V^X'--»-  Y'+Z' 

appliquée  à  l'origine,  ci  par  <)cu\  forces  Qformant  nn 
couple  dont  le  moment  QD  sera  de  terminé  par  l'éqnadon 

QD  =  ijL'  +  M'  4-  H'. 
L'origine  se  tronvant  située  sur  l'axe  fisc,  et  par  suite 
étant  elle-mèmè  un  point  fisc,  si  on  lui  applique,  ce 
qui  est  permis,  la  première  force  du  couple  aussi  bien 
que  la  forrc  R,  la  deuxième  force  du  couple  pourra  seule 
produire  un  mouvement  de  rotation  du  système  inva- 
riable autour  de  l'axe  fisc.  Pour  ([ue  ce  mouvement  de- 
vienne impossible,  il  sera  nécessaire  l't  il  sufiira  que  la 
deuxième  forte  du  couple  agisse  suivant  une  dircciioji  ijui 
coupe  l'axe  des  i,  ou,  en  d'autres  termes,  tjue  le  plan  du 
couple  passe  par  l'axe  des  z.  Celle  conJilion  sera  remplie 

des  z,  auquel  cas  sa  projecllon  algébrique  sur  cet  axe, 
c'est-à-dire  la  quantité  N,  devra  se  réduire  à  zéro.  Donc, 
pour  le  système  invariable  assujetti  à  ne  pouvoir  que  tour- 
ner autour  de  l'ax^  des  2,  une  seule  équation  d'équilibre 
subsiste,  savoir  Téquation 
(9)  »  =  o. 

Lorsque  les  forces  données  se  réduisent  à  deux,  l'espèce 
d'équilibre  que  l'on  vient  de  considérer  se  réduit  à  l'éqaî' 
libre  du  treuil. 

On  prouverait  de  même  que  l'équation  M  =  o  ex- 
prime la  condition  unique  d'équilibre  dans  le  cas  où 
l'on  &XC  l'axe  des  y,  et  l'équation  L=o  dans  le  cas  oit 
l'on  fixe  l'axe  des  x. 


K5.  Si  le  système  inrariabtc  pouvait  non -seule  ment 
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lourner  autour  de  l'axe  des  x,  mais  encore  glîiier  panl- 
lèlemeni  à  cet  axe,  il  faudrait  i  l'équatïon  de  l'équilibre 
N  =  o  joindre  la  suifante 
(.0)  2=0. 

En  eflèl,  les  forces  du  couple  pouvant  èlre  ceniëes  agir 
suirant  deux  droites  parallèles  entre  elles,  mais  pcipen- 
diculairea  à  l'axe,  pourqu'îl  n'y  eât  pas  de  mouvement 
danl  le  sens  de  l'aie  dans  ceiie  hypothèse,  il  serait  né- 
eesuire  et  il  sufiirait  que  la  force  principale  R  fàt  ellfr- 
mËuieperpeudiculaireà  l'axe  :  or  cette  condition  se  ironre 
exprimée  par  la  formnle  (lo). 

56.  Si  plusieurs  poinis  du  système  invariable  dtaient 
assujettis  à  demeurer  daos  un  plan  fixe  donné  de  position, 
par  exemple  dans  le  plan  des  xj,  on  déromposeraït  le 
système  des  forces  qui  correspond  aux  sis  quantités 
X,  7,  Z,  L,  M,  N,  en  deni  autres  tellenient  choisis,  que 
CCS  quantité  devinssent  respeciivement  : 

Pour  le  premier 

o,    o,    Z,    L,    H,  o. 

Et  pour  le  second 

X,  Y,  o,  o,  o,  K. 
Le  premier  système  de  forces  serait  réductible  ou  à  une 
force  unique  parallèle  à  l'axe  des  z,  ou  à  un  couple  de 
deux  forces  qui,  se  trouvant  comprises  dans  un  plan  paral- 
lèle k  l'axe  des  s,  pourraient  être  censées  dirigt^cs  dans  ce 
plan  suivant  deux  droites  parallèles  à  ce  même  axe;  et 
comme,  dans  l'hypothèse  admise,  les  forces  parallèles  à 
l'axe  des  z  ou  perpendiculaires  au  plan  des  ary  ne  sau- 
raient produire  aucun  cllet,  il  est  clair  que  les  forces  du 
second  système  seraient  les  seules  qui  pussent  troubler 
l'équilibre.  Or  ce  second  système  peut  évidemment  se 
réduire  soit  &  une  force  onique  comprise  dans  le  plan 
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des  xy,  soit  à  un  couple  de  deux  forces  renfermées  dans 
ce  même  plan,  à  moins  que  les  trois  quantités  X,  Y,  Z  ne 
s'éYBnouisient,  c'esi-S-dire  i  moins  que  l'on  n'ait  à  la  fois 
X  =  o,       T  =  o,       H  =  o. 

Si  ces  trois  équations  ne  sont  pas  vérifiées,  la  force  on  le 
couple  équivalent  an  deuxième  ^stème  tendra  certaine- 
ment à  produire  nn  mouTement  de  tranilatiob  ou  de  rota- 
tion des  points  «tués  dans  le  plan  deaj^,  eil'équililirene 
pourra  snlMÏiter.  Au  contraire,  si  les  «londitîons  (ii)sont 
remplies,  les  forces  eomprises  dans  leplan  des  xy  pourront 
Être  remplacées  par  une  résultante  'nulle,  d'où  il  suit 
qu'elles  se  feront  mutuellement  équilibre.  Par  consé- 
quent, dans  t'hypotlièse  admise,  les  conditions  d'équilibre 
se  réduisent  aux  équations  (  1 1).  Sï  plusieurs  poîtits  du 
système  invariable  étaient  simplement  assujettis  à  rester 
dans  un  plan  parallèle  au  plan  des  xjr,  aux  trois  conditions 
qui  précèdent  il  faudrait  en  ajouter  une  quatrième  Z=o. 

D  est  bon  de  reojarqner  que  l'espèce  d'équilibre  dont 
nous  venons  de  nous  occuper  en  ce  moment,  comprend, 
comme  cas  particulier,  l'équilibre  de  plusieurs  forces 
situées  dans  le  plan  des  nry,  et  appliquées  dans  ce  plan  à 
un  système  de  points  invariables,  que  l'on  suppose  entiè- 
rement libre. 

De  m('mc,  l'équililire  d'un  syslt-me  iiivariable  assujetti 
à  tourner  autour  de  l'axe  des  z  comprend,  comme  cas 
particulier,  l'équilibrede  plusieurs  forces  situées  dans  le 
phtn  des  xy,  et  appliquées  dans  ce  plan  à  on  système  inTa- 
riaUe  de  points,  assujettis  à  tourner  autour  de  l'origine. 

Nous  remarquerons  en  finissant  que  les  diverses  consé- 
quences déduites,  dans  ces  deux  dernières  leçons,  de  la 
théorie  des  moments  linéaires  ne  diffèrent  pas  de  celles 
auxquelles  on  parvient  en  suivant  ta  théorie  des  couples, 
(^oirla  Statu/aedeJâ..  FoîdsoI.) 
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linéoirp  do  la  résiillonLc.  —  RésullanlQ  unique  au  couple.  —  Ccnlro 
dia  forces  panilliles.—  Applicilion  à  la  pisanlour. 

57.  Considérons  un  système  de  points  liés  invariable- 
ment les  ans  aux  antres.  Soient  toujours 

les  coordonnée*  de  ces  iniïmcs  points,  cl  supposons  qu'on 
leur  appliijue  cics  forces 

P,    P',    P",.  ... 
dirigées  suivant  des  droites  quclconnues.  Enfin  désignons 
.i  l'ordinaire  par 

p!  r'.  r'.---i 

■h   i'  v".--.. 
les  angles  qu(!  ces  diflërontcs  forces  forment  aycc  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives,  et  par 

X,    Y,    Z,       L,    M,  S, 
les  sommes  que  l'on  obtient  en  ajoutant  :  i"  les  projec- 
tions algébriquesde  toutes  les  forces  ;  a"  les  projections  al- 
gébritjues  de  leurs  moments  linéaires.  On  aura,  comme 


j  X  =  P  f  ns  +  P'  ™s  a'  +  P"  ros  +  ■ 
■  Y  =  Pcosp  +  P'ros^'+r"cosr  +  . 
(  2  =  PC0S7  +  P'cOSy' -H  P"co37"  +  .  . 
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De  plus,  les  Iki  c-cs  P,  P',  .  . .  élaiit  dirigées  suivant  des 
droiles  paralléli.'s,  les  angles  a',  (3',  7'  sont  égaux  aux 
angles  3,  3,  y  011  ;i  Iiiiirs  suppléments,  suivant  que  les 

cMa'  =  d;coaa,    cosS'  =  ±cosp,    «)S7'  =  ±cobt, 
le  signe  supérieur  devant  être  préféré  dans  le  premier 
cas  et  le  signe  inféiîeur  dans  le  deuxième.  On  aura  de 

™«"  =  ±  cos  H,    cos    =  ±  cos  p,    cos  7"  =  dlMS  7  

Cela  posp,  les  équations  (1)  et  {1)  deviendront 

I  X  =  (P±P'±:P"±...)ro»ï. 

'  Z  =  {P±P'±P"±...)riM7, 

j  L  =  (Pj'd:P'y±...)««7-[P-±P'='±-..)...vS. 

(4)      M  =  (P.±:P'î'd=...)cos.-(Pj:±P'x'±...)«»7, 
(  W  =  (Px±P'V±...)Msp-tP,»±P'j'±...)cosa, 
et  l'on  eu  eonclàra 

IL  eus  a -H  M  cos  p  +  S  cos  7  =  o , 
LX+MY-J-HZ  =  o, 
X'  +  T'+Z'  =  (P±P'd:P'  d:...)'. 

Il  suit  de  la  seconde  de  ces  équations  que  le  sjslëmc  des 
forces  données  sera  réductible  à  une  résuliatile  unique  ou 
!t  un  couple.  Il  pourra  évidemment  se  réduire  à  un  couple 
dont  le  moment  liné.-tîre  aura  pour  projeetions  algé- 
briques les  quantités  L,  M,  N,  si  l'ouà 


ou,  ce  qui  revient  au  mfime, 
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c'fîsl-à-ilire,  cil  il'aulJC.s  [crines,  sî  la  somme  iltss  force!» 
parallèles  Jirifiiics  dans  lui  sens  iïi]uivHul  à  la  somme  des 
forces  dirigées  eu  sous  cou  Ira!  n.-.  Dans  la  même  hypo- 
ilièsc,  le  plan  du  couple  sera,  en  vcrEu  de  la  première  dea 
é(juai1u[is  (5) ,  parallèle  à  chacune  des  forces  données,  et 
par  suite  ou  pourra  supposer  les  deux  forces  du  couple 
parallèles  à  toutes  les  autres.  Si,  au  contraire,  les  deux 
sommes  donl  nous  venons  de  parler  sont  inégales,  on 
ironvera 

X'  +  Y'+Z'>o, 

et  le  ayatime  propo.sé  sera  réductible  à  unn  réanltanle 
unique 

R  =  v'x'-f-y'-i-Z' 

formani  ayec  les  deuiï-axes  des  angles  dont  les  cosinus 
seront 

X     T  £ 

r'  a'  r' 

Ajoutons  que  si  la  force  P  est  du  nombre  de  celles  qui 
composentlaplosgrande  somme,  la  somme  VdiV^V"... 
sera  positive,  et  l'on  tirera  de  la  dernière  des  équations  (5) 

VX«4-T'-(-Z'  =  P  ±  P' ±: P"±. . . , 
par  GOnaëquent , 

R  =  P±F±P"±..., 
et  les  cosinus  des  angles  formes  par  la  force  R  avec  les 
demi-axes  des  coordouni?w  posilivos  deviendront 

donc  la  résuliaiile  R  sera  ctiuivnlenle  ,'i  la  différence  des 
deux  sommes  ci-dessns  mi-iiiioniiées,  parallèle  à  toutes 
les  forces  du  système,  et  dirigée  dans  le  sens  de  celles  qui 
composent  la  plus  grande  somme. 

I)  reste  à  déterminer  la  droite  suivant  laquelle  elle 
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agit,  c'est-i-dirc  )a  suite  des  pomta  amquda  on  peut  la 
supposer  appliquée.  Or,  si  l'on  déftigno  par 

les  coordouniits  de  l'un  lie  tts  ['oicus,  on  aura  nécessaîre- 
ment 

R(,cMï-î««p)  =  L, 
B  (ïcosK  —  i  cMj)  =  U , 
1l(Çcoip  —n  ma)  =  li , 

et  l'on  en  conclura  .  cm  substiluani  à  I.,  M  ,  N  leurs  va- 

Rn  cosv-Rç<.-osp  =  [P>-±PV±:.  ..)<;osv 
-   —  (Pi±  P'î'zh..  .)ci»fi. 
Bï  M»«  — Recos-,  =  (Ps±P'c'  ±.  ..)<-os  = 
~(Pj:±P'.r'±,..)«»7, 

RÇcofp  — RncosB=(Pj!±ri'd=  -Ocosp 
-{Pj-d:P'y±... )<"»«! 
ces  trois  dernières  ëqnadons  sont  celles  de  la  droite  soi- 
vaut  laquelle  agit  la  résultante.  On  y  satisfera,  quelles 
que  soient  les  valeurs  des  angles  « ,  |S ,  7,  si  l'on  suppose 


et  l'on  déterminera  ainsi  des  valeurs  de  >i,  Ç  indépen- 
dantes des  angles  dont  il  s'agit. 

58.  Goncerons  maimanant  qne  les  forces  P,  F,  P", . . . 
rtatant  (oajour»^TOiliquées  jnèmes  points  viennent  h 
tourner  autour  de  ces  ntèmes  points,  sans  cesser  d'être 
parallèles.  Les'  valeurs  des  coordonnées  ^,  ti,  ^  détermi- 
nées par  les  équations  {6)  ne  varient  pas;  et  le  point 
unique  auquel  appartiennent  ces  coordonnées  est  lou- 
7- 
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jours  un  lU's  points  auxqtids  la  résullaiilc  R  ju-iil  èire 
,ij>p!ii|in.'e.  Ce  poiiil  unique  rsl  ce  qu'on  ap[>ellc  ccnirc 
./c  forces  parnlli/t-sV,  P,  P",.  .  ..On  ne  doit  pas  oulilii-r 
(jue  les  forces  P,  F,  F', .  .  ,  pruvent  agir  les  iiiirs  dans  un 
sens,  les  autres  ea  sens  contraire,  que  ta  force  P  est  du 
nombre  de  celles  qui ,  agissant  dans  un  môme  sinis ,  eoiii- 
[loscnt  la  plus  grande  somme,  et  que  dans  les  l'qnalinnsqui 
iloniienl  soit  la  résultante  R,  .soit  lo^  coordomires  de  son 
point  d'application,  chacune  des  forces  ]',  l",  P', . . ,  est 
précédée  du  signe  +  quand  elle  agit  dans  le  sens  de  la 
l'nrec  P,  et  du  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

I.M  jiiodnils  d'une  force  par  les  coordonnées  de  son 
jjoiiit  d'application  sont  ce  qu'on  appelle  les  monieiil.-! 
do  celle  force  par  rapport  aux  plans  coordonnéti.  Ainsi 

P.r,     Vy,  P: 

ir  sont  les  moments  de  la  force  P  par  r.tpport  aux  plans  des 
ye,  des  zx,  des  xy.  Cela  posé,  il  suit  évidcniinent  des 
équations  qui  donnent  n.  ^,  que  si  l'on  calcule  par 
rapporta  l'un  quelconque  des  plans  (oordoniiés,  i"  les 
inoinonts  des  forées  parallèl.s  P,  P',  P",.  h  ninmnii 

de  leur  résultante  R  appliquée  au  rentre  di  s  l'iirccs  p.ir.il- 
léles,  ce  dernier  mornenl  sera  éijulv.ileni  h  la  scnurne  des 

taniftt  avei:  le  si-ne  — .  >nlv:Liii  c[ue  les  forées  enires- 
pondantes  agissent  dans  le  sens  de  la  résultante  ou  en 
sens  contraire. 

Si  l'on  supposait  les  points  d'application  P,  V,... 
Loua  situés  dans  le  plan  des  zy,  on  trouverait 


et,  par  suite,  « 

donc  alors  le  centre  dRS  ftfE^  parallèles  serait  lui- 
tnéme  aituédans  le  plan  des  ^2.  Cofnmc  on  peut  d'ailleurs 
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))['eiulre  pr)u[-  plan  (li's  jz  un  qiirltorKjut',  iiiiiis  iIl-- 

fiircts  parallèles.  Ou  pourrait  iTitoii;  aj  i  ivi;r  iliictU-iiii-iil 
i  la  même:  wint  luï.i(Mi  ilf  la  iTi^iuièro  sui^aiile. 

Les  jioiiils  d'applii  aiiDii  (li's  forces  P,  1'', . . .  lilaiit  siiji- 
pOM's  tous  iouipriri  diitis  un  seul  jilan  ,  concevons  que  do  ■ 
rr>rii;liiu  Ou  iiliiiissc  sur  ce  jilau  uiiu  pcrpeudiculairi!,  puis 
ilésigiiojis  par  A  sa  longueur,  ul  par  1,  ni,  n  .  les  angles 
(|ue  sa  dii-ecûon  forme  avec  les  demi-axes  des  coordoiinéi'S 
positives.  Le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  du 
plan  qui  s  pour  coordonnées  .r,^,  2  formera  évideoimenL 
avec  la  direction  de  la  perpemlic  ulairc  un  angle  dont  le 


et  comme,  en  projcuini  ce  rayoo  vecteur  aur  la  direction 
(le  la  perpendiculaire,  on  devra  évidemment  retrouver  la 
longueur  A",  oji  aura  nécessairement 

or  celte  dernière  formule,  lorsc{u'on  y  considèi'c  x,  y,  z 
comme  variables,  n'est  pas  autre  cbose  que  l'équation  gé- 
nérale d'un  plan  présentée  sous  la  forme  la  plus  utile  dans 

les  application». 

(>;ins  la  qneiiiion  ijui  nniis  occupe  cette  équation  doit 
l'ire  satisfaite  non-seulemeni  lorscpi'tin  choisit  pour 
jT,  )\  z  les  eoorilonuées  clu  point  it'appli cation  de  la  force 
Vy  lyais  encore  loisijn  oii  reiriplaie  ces  coordonnées  par 
J.'.^j',  z\  "Il  ji:ir  .1",  1  ",  -",  .    .  i-le,;  nu  ani  a  donc  i  la  fois 

I.'        +j'  rosm  +  ï'cosn  =  /  , 
j-"ro»/  4-.1  "rosm  +  z"  tos/i  =  I- ,  etc. 
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Cuitccvons  main  tenant  que  l'on  ajoute  L'ulre  elles  les 
équaliong  (jui  domicnl  |,  n,  f ,  après  avoir  inulliplié  la 
première  [tav  ces  l,  in  ^ecotide  par  cos  m,  la  IroisiènK;  par 
cosn,  on  trouvera,  en  ayant  égard  aux  formules  qui 
précèdent, 

R(ï«)a/H-nMïnn-ï«»n)=(P±P'±P'±...)*  =  H-(; 
el,  par  suite, 

donc  les  coordonnées  n,  ^  satisfont  k  réijuatiou  du  plan 
qui  contient  les  puiiits  d'applicatiou  des  couiposaiiies,  ei, 
par  conséquent,  le  point  d'application  de  la  résultanleou  le 
centre  des  forces  parallèles  se  trouve  lui-même  dansccplan. 

Si  les  points  d'application  des  forces  parallèles  '9,1?',... 
se  trouvaient  n  la  fois  situés  dans  deux  plans  donnés ,  ou, 
en  d'autres  termes,  sur  la  droite  qui  résulte  de  leur  inter- 
section, le  centre  des  forces  parallèles  se  trouverait  situé 
dans  ces  deux  plans  et  par  conséquent  sur  cette  dndie. 

Lorsque  les  forces  P,  P*,  P",. . .  agissent  toutes  dans  le 
même  sens,  les  équations  qui  donnent  R  et  les  coordon- 
nées ^,  -n,  ^  devicunenl 

R   =P  -+-P'    +P"    +...=  11', 

—  Pj  +  P'j:'  +  P".<-"-|-.  .  .=  EP*, 
Bn  =  P.v-t-P'v'+P'j"-h...=  lPr, 
RÇ  =  P;  +  P':'+  1>":"  +  ...=  ïPi. 

Donc  alors  la  réstiUanic  R  équivaut  à  la  somme  des 
forces  données^  et  si  l'on  conçoit  cette  résultante  applt' 
qnée  au  centre  des  forces  parallèles,  son  moment  par  rap- 
port à  chacun  des  plans  coordonnés  sera  la  somme  des 
moments  des  autres  foraes.  On  a,  en  outre, 

îPa-  ïPr  ïP: 
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Lar&que  les  forces  données  ae  réduisent  Ji  deux,  on  a 
•  [P±P')ï  =  P*±P'i', 
{P±:P')ii  =  Pr±P'y, 
[p±P'i;—  |>î±  P'i', 

ut  l'on  an  conclu),  i"  en  Mi{)j>risant  que  les  deux  forces 
Pj  F  agissent  dans  le  même  sens  : 

;  P  ^„-y_ç-t' 
P'  r— 1  »-ï 

f8t        <  j 

]    =  m-^'.'^i"  -/)' +  'VF. 

3"  eu  supposant  qu'elles  ogisseDt  en. sens  contraire  : 

P  _  g-j'  _  w-.r'  S  — g' 
P'     5-x—  n-j-  -  ï-»' 

_  [(S —^}-+(- -Kt-^'i'l' 

Il  l'ésuliv  de  ues  dernièn»  formules  non -seulement que 
le  centre  des  forces  parallèles  F,  est  situe  sur  la  droite 
qui  joint  leurs  points  d'application ,  mais  encore  que  les 
dislances  de  ce  centre  aux  points  dont  il  s'agit  sont  réci- 
proffuement  proportionnelles  aux  intensités  des  deuj^ 
forces.  De  plus,  le  centre  des  forées  parallèles  est  ou  n'esi 
pas  situë  entre  les  deux  points  d'application  suivant  que 
les  (li'ux  fort  es  agissent  dans  le  même  sens  ou  en  sens 
contraire.  On  pourrait  arriver  dlrectemeut  k  ces  résnllals 
par  des  considérations  géométriques. 

'  En  cllet,  prenons  pour  exempli!  le  cas  où  les  deux  forées 
agissent  ilans  le  même  sens.  Soient  A,  A'  (fîg-  i8)  leui's 
points  d'application,  AB,  A'B'Ies  longueurs  qui  les  re- 
pi«scnlem.  Portons  sur  les  prolongemeuisdcladroiic  AA' 
di^Htx  forées  Q  égales  et  directeiueni  opposées;  ces  dou- 
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velles  forces  éUDl  représcniées  par  lus  droites  AC,  A'C, 
coDtraisons  les  |iarallélogramnies  A6CD,  .Â'B'CEf,  dont 
les  diagonales  prolongiées  se  rencontreront  ea un  point  E; 
eoGn  menonsia  droite  EF  parallèle anx  droites  AB,  A'B'. 
«AYnmp  l'adjonction  de  deux  forces  égales,  opposées  et 
àË^'abt  aux  deux  extrémités  d'une  mËroe  droite,  ne 
change  rien  au  système,  les  deux  forces  parallèles  AB, 
A'il'  pourront  ùtri-  ri'm  pli  cens  par  k-s  deux  ri^sultantes 
AI),  A'iy.  Ih-  p)u^  <ii>  p,iiir.;i  ir.iii.-.i>orti-r  œs  dpux  résul- 
tantes ;iu  point  l'.,  0.1  les  remplacer  par  di'Ux  forces  Eil. 
EH' qui  liiur  .soiciiil  respecliveniciil  égales;  chacune  de 
ces  deux  forces,  à  leur  lour,  pourra  être  remplacée  par 
ses  deux  composantes  EG,  EK,EG',  EK' suivant  les  droites 
EF  et  GG'  parallèles  à  AB  et  AA'.  Aux  deux  forces  paral- 
lèles données  on  peut  donc  substituer  les  quatre  forces 
EG  ^  AC,  EG'  =  A'C,  EK  =  AB,  EK'  =  A'  B'.  Mais  les 
Jeux  pi  emières  EG,  EG'  sont,  par  construction,  néucs- 
sairemcni  égales  et  opposées,  elles  se  détruisent,  par  con- 
sécjuenL,  et  on  peut  les  supprimer.  Les  deux  secondes,  au 
contraire,  EK,  EK',  softt  diiig^^djttiî^Jaiêmescns,  t 


Vant  la  même  di'râtei  èt 
forces  donnée»«st,  donc] 
somme 

On  a  d'ailleurs,  ^videms^ti] 
El''  Ï6 


Litautedes  déo? 
i^^t  EF  et  %Ble  à  la 


e  de«'D'  =  BD, 

[,  ABXAF=i'B'XA'F, 


c'cst-à-dirc  qiic  le  point  d'application  de  la  lésidlanie 
est  situe  entre  tes  poiiiisd'application.  des  composantes,  à 


i:oiiPOin  lin  FciiiCKS  i-ahallIîlbs.  io5 
(les  difilanccs  de  ces  poiiils  réciproquement  ou  inveisu- 
menl  pioportionuclles  aux  inlensilés  de  ees  forces.  Par  \u 
tiii'iiio,  si,  eu  touservaul  aux  deux  forces  données  lcui"s 

ta'iL  touriiLT  iiutoiir  de  leurs  poiiils  d'applitaliou  en  les 
laissai!!  toujours  parallèles  el  dirigées  daus  le  mime  sens; 
la  position  du  point  E  qui  ne  dépend  que  du  rapport  des 
ïtitensitds  des  forces  re^te  la  niâme  sur  la  ligne  Alt,  et  le 
point  F  est  bien  le  centre  des  Jeux  forces  parallèles. 

Si,  au  lieu  d'être  dirigées  dans  le  même  sens,  les  deuï 
forces  données  étaïcnl  dirigées  en  sens  contraire,  la  figura" 
cliangerait,  mais  la  construction  et  le  raisonnement  reste- 
raient les  mêmes  ;  la  résultante  serait  égale  à  la  dîllérence 
des  forces  et  leur  serait  toujours  parallèle;  son  point 
d'appUcation,  ceotredes  forces  parallèles,  serait  en  dehors 
de  la  portion  de  droite  qui  unît  les  points  d'applitatinn 
des  deux  composantes,  du  cAlé  de  la  plus  grande  force,  à 
des  distances  de  ces  points  inversement  proportionnelles 
aux  iniensîtéa  des  forces. 
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su.  Totis  les  corps  du  la  nature  sutit  i)e3aiiU  ou  lendeni 
à  se  précipiter  vers  le  centre  de  la  [erre,  soiu  l'action 
d'une  force  qu'on  appelle  pesanteur.  Lorsqu'Mi  tuspraid 
un  corps  à  un  (il  parraïlement  flexible,  de  inam&re  A 
former  un  Cl  à  plomb,  le  fil  se  (end  en  ligne  droite,  ou 
prend  une  direction  rectiligne  que  l'on  prouve  être  ceUe 
de  la  pesanteur,  ou  sniTani  laquelle  la  pesanteur  s'exerce. 
La  direction  da  fil  à  plomb  ou  de  la  pesanteur  s'appelle 
la  verueale  du  lieu:  prolongée  en  haot  et  en  bas  jusqu'à 
la  voûte  céleste,  elle  marquerait  deux  points  qu'on  a  nom- 
més le  zénith  sur  notre  i6ie  ei  le  nadir  sous  nos  pieds  ; 
L'Ile  est  aussi  perpendiculaire  ou  normale  à  la  surfiite  des 
eauï  tranquilles  ou  des  fluides  rn  repos  et  libres.  Tout 
plan,  toute  ligne  perpendiculaire  à  la  verticale,  parailÈlc 
à  la  surface  des  eaux  tranquilles,  est  un  plan  horizontal^ 
une  ligne  horizontale,  un  plan  ou  uoe  ligne  de  niveau. 
Si  la  terre  était  sphérique  et  formée  de  couches  concentri- 
ques uniformes,  l'attraction  qu'elle  exerce  sur  tous  les 
corps  pourrait  6tre  censée  ='i,-xcrcer  du  centre,  la  verti- 
cale serait  le  prolongemcni  du  r.iydn  lei  resti'e,  ou,  pro- 
longée dans  l'inicrieur  de  la  terre,  elle  irait  passer  par 
le  ceuti-c.  Il  n'en  est  pas  tout  à  fait  ainsi,  mais  néanmoins 
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les  verticales  prolongées  passent  très-près  du  centre  de  la 
U'rrc,  et,  parce  que  ce  centre  est  Irés-Inin,  parce  que  le 
rayon  do  la  terre  est  très-grand,  relativement  aux  dimen- 
sions des  corps  dont  nous  étudions  les  conditions  d'i^qui- 
librc  ou  de  mouvement  n  la  surface  de  la  tcn-e,  les  direc- 
tions des  actions  exercées  sur  les  divers  points  d'un  même 
corps,  on  les  verticales  menées  par  les  divers  pointa  du 
corpi  peuvent  être  regardées  comme  parallèles,  de  sorte 
que  la  théorie  des  fbrces  parallèles  s'applique  naturelle- 
weiit  à  la  pesabtetlt-. 

Nous  avons  déjà  dit  que  lorsqu'un  corps  pris  à  l'état 
de  repos  est  soumis  à  l'action  d'une  force,  It  en  résulte, 
dès  le  premier  instant,  une  tendance  au  moaveinent;  e( 
que  si,  à  cet  instant,  le  mouvement  est  empêché  par  un 
obstacle,  ce  corps  exercera  contre  cet  obstacle  un  cSbrt 
que  l'on  désigne  du  nom  de  pression.  Nous  avons  appelé 
poids  la  pression  escrcée  par  un  corps  pesant  contre  le 
plan  horizontal  sur  lequel  il  repose,  et  nous  avons  pris 
soin  de  faire  remarquer  que  les  quantités  désignées  en 
statique  sous  le  nom  de  forces  ne  se  manifestent  que  par 
des  poids  ou  des  pressions;  que  cet  équilibre  entre  des 
poids  ou  des  pressions  est  le  seul  qu'on  puisse  observer 
dans  la  nature.  Pour  retenir  le  corps  lorsqu'il  est  sus- 
pendu à  un  fil,  on  est  oldi^'ê  d  exciicr  un  cirtain  eflbrt 
dirige  ïerlicalement  de  li.n  i^n  liaiil.  (>t  ellert  est  évidem- 
ment égal  et  directement  opposé  au  poids  qui  sollicite  le 
corps  à  tomber  siiivantUverticaledehantenbas.  En  fai- 
sant varier  le  point  d'attache,  on  remarque  que  l'eflbnné' 
cessairc  pour  retenir  le  fil  est  le  même  dans  toutes  les  posi- 
tions:  et,  si  l'on  legardepIusattentïvemeDt,  oncotiEiatcra 
que  la  direcdon  du  fil  passe  toujours  par  un  même  poiut 
du  corps  qui  remplace  ici  le  centre  des  forces  parallèles, 
.et  preuii  le  nom  de  centre  de  gravité;  cette  observaliou 
est  plus  facile  à  faire  lorsque  le  corps  est  un  prisme  très- 
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plat  à  bases  parallèles  ou  une  masse  convexe  de  sub- 
stance transparente.  Un  corps  abandnnné  à  lui-mènie  est 
donc  dam  le  mûtnecasque  s'il  était  sollicité  à  se  mouvoir 
par  une  pression  verticale,  unique,  égale  à  son  poids  et 
appliquée  à  son  centre  de  gravité. 

(lO.  On  dit  qu'un  corps  est  homogène  lorsque  toutes 
ses  parties  sont  de  mùme  nature,  L'exporicnce  déaiontri' 
que  le  poids  d'uti  loi  pï,  liomngène  est  iiidi-peiidant  de  sa 
Ibrme  i^i  propoiii.ii.ïie!  ù  son  viihune,  tandis  que  des 
corps  non  hoiiiogèni:.t  peuvent  avoir  des  poids  Ircs-dille- 
rentssous  le  mûme  volume.  Parce  qu'il  est  naturel  de  sup- 
poser que  les  corps  homogènes  rotiferment  des  quandtès 
égales  de  matière  sous  des  volumes  égaux,  on  connint  des 
observations  fournies  par  l'expérience,  cummc  aussi  du 
raisotmetnent,  que  le  poids  d'un  corps  (!St  proponionncl 
à  la  quantité  de  matière  qu'il  renferme;  et  l'on  explique  la 
dilKrence  des  poids  tons  te  même  volume  entre  des  corps 
hétérogènes,  en  concevant  que  ces  corps  renferment  des 
quantités  différentes  de  matière  sous  des  volumes  égaux. 

La  quantité  de  matière  que  renferme  nn  corps,  homo- 
_gène  ou  non,  est  ce  que  l'on  appelle  sa  masse.  Pour  un 
corps  homogène,  le  rapport  de  la  masse  an  volume,  ou 
bien  la  masse  comprise  sous  l'unité  de  volume,  est  une 
qii^mtiié  i^onsiaiite  que  l'on  appelle  densité  du  eorps. 
Pour  ini  eoqis  hétérogène,  le  rapport  de  la  masse  au 
volume  n'est  plus  une  quantité  constante,  il  varie  avec 
le  volume  du  corps,  et  prend  pour  un  volume  donné  le 
nom  de  densité  moyenne. 

Soit  M  la  masse  d'oii  corps  homogène,  V  son  volume 
et  D  sa  densité  (masse  sous  l'unité  du  volume),  on  aura, 
<<n  venu  de  ce  qui  précède, 

^  =  D,  M^DV. 
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Si  loti  fait  varici'  le  volume  V,  la  masse  M  variera  eu  . 
mfane  temps,  mais  le  rapport  de  M  â  V  restera  toujours 
lemâme  et  ^al  k  la  densité  D. 

Pour  un  corps  hétérogène,  le  rapport^  n'est  plus 
constant,  et  tandis  qœ  le  volume  varie,  ce  rapport  varie 
aussi.  Considérons  en  parliculipr,  dans  cette  hypollièsc, 
un  des  points  du  corps  cl  une  porlion  de  ïoIhiiii?  qui  [en- 
ferme ce  même  point.  Si  cette  porlioii  de  volume  vient  à 
décroître  indéfiniment,  la  portion  de  masse  i|n'elle  ren- 
ferme décroîtra  sans  cesse,  mais  le  rapport  de  la  m.is.se  aii 
volume  ou  l;i  densité  moyenne  s'approcWra  indcliiiiiiiein 

i[iie  i  on  appelle  la  densité  du  corps  .ni  point  dont  il  s'ai^il . 

Le  poids  d'un  corps  étant  proportionnel  à  sa  masse,  ri 
l'on  désigne  par  P  le  poids  du  corps  qui  a  M  pour  masse, 
cl  par  g  le  ginds  de  l'unité  de  masse,  on  aura 

Nous  nous  réservons  d'approfondir  ailleurs,  dans  nos 
Leçons  de  Mécanique  physique  cl  synthétique,  d'après  1m 
méthodes  d'Ampère,  les  notions  délicatesde  pesanteur,  de 
verticale,  do  masse,  de  densité,  etc.,  que  non»  ,«^ong 
d'ellleuror  rapidement.  Hotre  tâche  iei,  et  noos  nous  em- 
pressons d'y  revenir,  est  de  montrer  comment  on  peut 
déterminer  aualytiqucmcul  le  volume  d'un  corps,  l'aire 
d'une  surface,  la  longueur  d'tmc  ligne,  leurs  masses  et 
les  coordonnées  de  leur  centre  de  gravité.  ^ 

61.  Si  l'on  considère  une  surface  plane  ou  ràurhe, 
mais,  entièrement  fixe,  la  position  d'un  point  sur  cette 
surface  se  trouvera  déterminée  par  le  moyen  de  deux 
coordonnées  rectangulaires  ou  obliques,  reciilignes  ou 
curvilignes,  etc.,  que  nous  désignerons  dans  tous  les  cas 
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possibles  par  les  lollrus 

une  ligne  quelconque  tracée  sur  cette  surface  pourra 
être- représentée  par  une  équaùoQ  dont  le  premier  mem- 
bre renferme  les  deux  variaLIes  x  et  y,  ou  au  moins  l'use 
d'entre  elles.  Dans  le  dernier  cas,  c'est-à-dire  lorsque 
l'équation  donnée  renfermera  une  seule  variable  x  ou  y., 
nous  dirons  que  la  ligne  correspondante  est  de  première 
espèce.  Ainsi  les  lignes  do  première  espèce  sont  celles  qui 
auront  des  équations  de  la  forme 

/^)  =  o,    ou  /Cr)  =  o. 

par  coaséqnent  celles  dont  les  équations  résolues  par  rap- 
port â  l'une  des  Tariables  se  rédaironi  à 

2  =  conuante,    ou  jr=eattHtiite. 

Au  contraire  nous  appellerons  lignes  de  deuxième 
espèce  tonte*  celles  dont  les  équaiio^  seront  de  la  forme 

/(X.  J')  =  o, 
90,  ce  qui  revient  au  même, 

r=A')- 

Ces  définitions  étant  admises,  il  est  clair  qu'à  cha- 
que valeur  donnée  de  x  ou  de      correspondra  loujonrs 

une  ligne  de  première  espèce,  et  que  par  un  point  donné 
on  pourr.i  loujoiirs  f.iivf  p.is-iiT  <]en\  lic  ces  lignes.  Nous 
appi.'lIcTOus  lignes  coorilotiiièes  di^s  3"  c'i  des  y  les  deux 
lignes  Ue,prt;mière  espèce  qui  ont  respectivement  pour 
équations 

Uorigine  des  coordonnées  sera  le  point  d'intcrseclioii 
de  ces  deux  lignes,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  le 
point  dont  les  coordonnées  se  réduisent  à  Eéro. 
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63.  Soit  maintenant  :  p  le  point  qui  a  pour  coordon- 
nées xel  y,  n  un  second  point  qui  ait  pour  coordonnées 
X-h^jc,  y  +  ùji  Ax,  Aj-  étant  deux  accroissements 
très-petits  attribués  aux  variables  x  et  y,  et  désignons 
par  a  U  petite  aire  mnpq  {fig.  ig)  comprise  entre  les 
quatre  lignes  de  première  espèce  qui  passent  par  les  points 
p  et  n.  L'aire  a  dépenâra  en  général  des  quatre  qitaDiilés 

et  s'évanonira  tonjonrs  en  même  temps  que  le  prodoît 

cor  il  suffira,  pour  la  rendre  nulle,  d'égaler  à  zéro  un  des 
facteurs  de  ce  produit;  niais  si  Ton  fait  décroître  indé- 
finiment     et  Aj-,  le  rapport 

convergera  vers  une  limilc  qui  ne  pourra  plus  Jépcridi  i; 
que  des  variables  x  et  y,  ot  qui,  dans  plusieurs  syslèinus 
de  coordonnées,  se  riiduira  simplement  à  une  quantité 
copstan te.  Ainsi,  par  exemple,  on  aura,  ponruu  système  de 
coordonnées  rectangulaires  tracées  sur  une  surface  plane, 

et  par  suite 

Pour  un  système  de  coordonnées  nbliques  tracées  sur 
une  surface  plane  et  comprenant  enire  elles  l'angle  9, 

"â7ï7^""  ■ 

Donc,  si  l'on  fait,  en  général. 
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on  aura  u  =  i  Jaiis  II-  cas  lUs  cooidau liées  rectangnlairesi, 
u  =  sin6  dans  li:  cas  des  coordonnées  obliques,  etc. 
D'auires  s^stÈmes  de  coordonnées  pourront  fournir  pour 
la  quantité  u,  au  lieu  d'une  valeur  constante,  une  valeur 
vai'labli',  c'est-à-dire  une  fonction  de  X  et  de_^.  Ajoutoni 
qu'api'èï  avoir  trouvé  la  valeur  de  m,  on  eu  déduira  sans 
peine  l'aire  comprise  dans  un  contour  quelconque  :  c'est 
•e  que  nous  allons  faire  voir. 

63.  Considérons  d'abord  {Jig.'ao)  un  contour  foripépar 
quatre  lignes  de  première  espèce,  savoir  celles  qui  passent 
par  le  point  fixe  M«,  dont  les  coordonnées  sont  Jtr«,yit  et 
celles  qui  passent  par  le  point  variable  M,  dont  les  coor- 
données sont  x:,  y. 

L'aire  IMIVf  g  coulenue  dans  ce  contour  sera  variable  elle- 
mûmc,  et  nous  la  représenterons  en  conséquence  par 

Cela  postS  il  ,-si  r^iHU'  Av.  voir  ipi^  m  Ton  désigne  par  L, 
caractéristique  riiforoj,sM;nu'iit  ijui;  m'oit  une  fonc- 
tion de  X.  dans  hi]iLellR  on  fait  croître  x  de  Cnx,  et  par 
la  caraetérisliijuo  A,  raecroissement  que reçoitnnefoDc- 
tion  de ^  dans  laijuelle  on  fait  croître  de  ûj",  on  aura, 
en  vertu  de  l'équation  (i), 

J")  =  Mmwg  =  a  =:  (i  -i-  s)  akx^y, 

t  étant  une  quantité  très-pedte. 

En  divisant  les  Jeux  membres  de  l'équation  précédente 
par  t^xC^y  cl  passanl  aux  limites,  on  conclura 


ou,  dans  les  n 

En  intégrant  cette  dernière  équation  par  rapport  U  y 
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k  partir  de  /  =yt  )  et  ayant  égard  à  la  condition 

qiù  doit  être  vérifiée  qnel  que  soit  x,  on  trouvera 
%^  =  D.;<(x,r)=]|V 

Intégrant  de  nouveau  par  rapport  à  x  à  partir  de  x=  x*, 
en  ayant  ^ard  â  la  condidon 

qui  doit  être  vérifiée  quelque  soitj,  on  obtient 
li  est  essentiel  d'observer  que  de  l'équation 


par  conséquent  A,;((a;,  j),  c'est-â-dire  l'aire  comprise 
d'une  part  entre  les  lignes  de  première  espèce  qui  corres- 
pondtînt  ans  abscisses  X  et  a;  4- A  j:,  de  l'autre  entre  les  , 
lignes  de  première  espèce  qui  correspondent  aux  ordon- 
néesyoï^i      représenté  par  un  produit  de  la  forme 

"(■+■■) J'««-, 

e'  étant  une  quantité  très-petite. 

Si  l'onfait^  =  Y,  T  désignant  une  quantité  constante, 
le  produit  précédent  deviendra 

1.  .  6 
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et  représentera  l'aire  comprise  entre  les  lignes  de  pre-. 
mîàre  espèce  qui  répondent  d'une  part  aux  absinsaes 
XfX-h  ùx,  de  l'autre  aux  ordonnées  j^g  et  T. 

m.  Concevons  mainteuant  que,  r,  désignant  loujonra 
une  qiiantilé  conslanle,  on  ri'préscnie  par  y„.  Y,  non 
plus  Jeux  valeurs  constanies  de  j,  mais  deux  fonctions 
de  la  variable  ;r,  et  cherclions  l'aire  comprise  d'une  part 
entre  les  lignes  de  deuxième  espèce  ijui  ont  pour  équa- 
tion 

7  =  Y, 

de  l'autre  entre  les  lignes  de  première  espèce  qui  corres- 
pondent aux  abscisses  cl  j:.  Celte  aire  sera  variable 
avec  X,  et  si  on  la  représente  par  f(x],  elle  recevra  pour 
accitiisscment  Ai^  (x),  quand  on  fera  croître  x  de  Ax. 
Soit  pçrs  (fig-  ai)  l'accroissement  dont  il  s'agit  renfermé 
d'une  part  entre  les  lignes  de  première  espèce  prul  cor- 
resjiondanles  ans  abscisses  x,  3:-+-  Ax,  del'auire  cuire  les 
perlions  pq.,  rs  des  lignes  de  deuxième  espèce  qui  ont 
pour  ordonnées  aux  poitils  p  et  y,  y„  et  Y;  il  est  clair 
qu'on  pourra,  sans  changer  la  valeur  de  l'aire  pqis,  rem- 
placer séparément  ou  simultanément  :  1"  la  ligne  de 
deuxième  espèce  pq  dont  l'ordonnée  au  point  est  Y  par 
une  ligne  de  première  esfàce//^  ;  a"  la  ligne.de  deuxième 
espèce»  dont  l'ordonnée  an  point  reaty^  parune  ligne 
de  première  espèce  r'^,  on  aura  donc  encore 

'  De  plus,  la  ligne  fV  coupera  évidemment  la  ligne  , 
et,  par  suïic,  aura  une  équation  de  la  forme 

e'  désignant  un  certain  accroissement  que  reçoit  y, 
considéré  comme  fouciion  de  x  lorsqu'on  fait  croître  x 
d'une  certaine  qitanlité.  plus  petite  queAj;.  De  même  la 


Digllized  by  Google 


PBSÀHTEtlK  ET  CKIITKE  DE  GKiVlTÊ.  ll5 

ligne       anra  «ne  équation  de  la  forme 
r  =  Y  +  '", 

Y  +  f"  étant  l'ordonnée  d'un  point  de  la  ligne  pq  corres- 
pondante &  une  absûsse  comprise  entre  x  et  x+'Ajc; 
cela  posé,  on  tronvera  (a"  03) 

et  par  conséquoit  anssî 

f,  e'  et  «"  étant  des  quantités  qui  décri^tr  ont  indéfiniment 
arec  Ax.  Si  on  divise  par  ùkx  les  deux  membres  de  l'éqna- 
tion  précédente,  on  en  conclura,  en  passant  aux  linùtcs, 

puis  en  intégrant  à  pardrde  x:=:x,,  et  ayant  égah]  à  la 
condition  f(xo)  =  o, 

•f(x):=j^ dx J  ndy=:j'  J  udxtly, 

mais  il  faut  se  rappeler  alors  que  la  premicro  inU'gralion 
doit  Être  faite  par  rapport  à  cnlre  Ins  limites  j',  et  V 
qui  dépendent  de  la  variable  x,  et  la  seconde  par  rapport 
à  X,  à  partir  de  la  limite  x,  qui  est  une  quantité  con- 
stante. 

Si  en  désignant  par^g,  Y  deux  fonctions  de  x,  et  par 
x„,  X  deux  quantités  constantes,  ou  cherchait  l'aire  com- 
prise d'une  part  entre  les  lignes  de  deuxième  espèce  qui 
ont  pour  équations 

j=r.   et  r=Y, 

de  l'autre  entre  les  deux  lignes  de  première  espèce  qui 
8. 
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unt  pour  éipiaiioiis 

on  ironverait  pour  la  valeur  de  ccitc  aire  (jiic  nous  appel- 
lerons A, 

A=,(X)=jf  J  ud^dr; 

dans  le  cas  particulier  où  ,  Y  devieuiieni  coDstanies, 
la  valeur  préeédctUfi  de  A  se  réduii,  romme  on  pouvait 
le  prévoir,  à  la  valeur  prérédemmenl  obtenue  pour 

z{*.r)- 

■  Ed  résumé  ,  si  l'élémeul  de  surface  compris  entre  les 
Hghes  de  première  espèce  fpû  correspondent  aux  coor- 
données 

est  représentée  par 

E  désignant  une  rjuantité  ijui  décroisse  indéfiniment  avec 
Ax,  Ay  \  si,  de  plus,  on  représente  par  j^,  Y  deux  fonc- 
tions de  la  variable  .r,  m  par  Xo,  X  deux  quantités  con- 
stantes, la  surface  ou  aire  A  cnnipi  isc  entre  les  qualre 
ligues  de  première  et  de  deuxièm<;  espèce  qui  auront  pour 
équations 

x  =  r.„    x  =  X,    y  /  =  Y, 

sera  donnée  par  l'équation 

Seolie.  —  W  est  essi-uticl  d'obsci  vri-  que  In  nielhoiK:  ei- 
dessus  exposée  peut  servir  à  déterminer  non-sculenient 
la  surface  comprise  entre  les  lignes  que  représentent  les 
équations  qui  préeèdeift,  mais  aussi  tonte  autre  quantité 
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aimjetde  à  croître  oai  décroître  avec  cette  même  sat&ce. 
Utie  semljlahle  quandté  se  trouverait  encore  exprimée 
par  l'iniégrale  qui  précède,  si  l'on  désignait  par 

non  plus  l'élément  de  ia  surfact-,  mais  l'élément  corres- 
pondant de  la  quantité  cherchée.  Enfin  si  la  siuTaeu  don- 
née se  trouvait  terminée  par  un  contour  queicouque,  il 
serait  facile  de  la' décomposer  en  plusieurs  parties  l'i  cha- 
cune desquelles  on  pourrait  appliquer  la  méthode  précé- 

(5S.  Passons  au  problème  des  cubalures  OU  à  la  déter- 
mination du  volume  des  rorps. 

La  position  d'un  point  dan.'-  l'i'sparc  se  trouve  complé- 
lement  déterminée  par  le  moyen  Je  trois  coordonnées 
rectangulaires  ou  obliques,  rcctiligncs  ou  curvilignes, 
polaires,  etc.,  que  nous  désignerons  dans  tous  les  cas  par 
les  trois  lettres 

X,     J-,  ». 

Cette  iiolalion  étant  adoptée,  une  surface  quelconf[U(: 
pourra  être  repi  ésenlée  par  une  équation  Jont  le  premier 
membre  renfermera  les  trois  variables  j:,^,  z,  ou  deux 
de  ces' variables,  ou  au  moins  l'une  d'elles.  Pour  distin- 
guer ces  trois  cas  l'un  de  l'autre,  nous  dirons  qu'nuc  sur- 
face est  de  première,  de  deuxième,  de  troisième  espèce, 
suivant  que  son  équation  renferme  nne,  deux  on  trois  va- 
riables. En  conséquàice,  l'équalioD  d'nne  surface  de  pre< 
mîère  espèce  aura  l'nne  des  trois  formes 

/(')  =  o.  /{j-)  =  o,  /(.}  =  o, 
ou,  ce  qui  revient  an  même,  l'nne  des  suivantes, 

V  =  constante,    jr  =  constante,    i  =  constante. 
L'équalion  d'une  surface  de  deuxième  espèce  aura  l'une 


iig  btUiqvb. 
des  .trois  formes 

/(r,-j)=o,  /(*,<)  =  o,  >(j-,.)=o. 
ou,  si  l'on  vent,  l'une  des  Iroia  formes  . 

^=/(4r),  «=/(*)-,  «=/(r). 
Enfin-  l'éqUBtîon  d'une  surface  de  troisième  espèce  sera  de 
la  forme 

/(x.j,z)  =  o.  _ 
k  laquelle  on  pent  substituer  la  suivante 
.  .=/(«,/). 
Cela  posé,  il  est  clair  qu'à  chaque  valeur  donnée  de  x, 
y  oa  s  correspondra  toujours  une  surface  .de  première 
espèce,  et  que  par  un  point  donné  on  pourra  toujours  faire 
passer  trois  semblables  surfaces.^  Nous  appellerons  sur- 
faces eoordonnéet  des  /z,  des  zx  et  des  xy  les  trois  sur- 
faces de  première  espèce  qui  auront  pour  équations  res- 
pectives 

Ces  surfaces  se  couperont  suivant  trois  ligues  que  nous 
appellerons  lignes  coordonnées  ou  axes  coordonnés  des 
a:,  des  y  et  des  i,  et  ces  axes  en  un  point  qui  sera  l'on- 
gine  des  coordonnées;  par  suite,  l'origine  sera  le  point 
dont  les  trois  coordonnées  se  réduisent  à  zéro. 

Une  ligne  pouvant  être  considérée  comme  l'intersec- 
tion de  deux  surfaces,  sera  naturellement  représentée  par 
deux  équations  ;  si  ces  équations  sont  de  la  forme  ' 

x=o,  nz,r)=o, 

la  ligne  se  trouvera  située  sur  la  surface  coordonnée  des 
et  ne  sera  pas  autre  chose  que  l'intersection  dé  cette, 
surface  coordonnée  avec  la  surface  de  deuxième  espèce  à 
laquelle  appartient  l'équation 
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Eu  général,  il  est  clair  que  touEu  surface  de  deasième 
espèce^  représentée  par  une  équation  enti  e  deux  Taria- 
bles,  coupera  l'une  des  trois  surfaces  coordonnées  suivant 
une  ligne  de  deuxième  espèce  à  laquelle  appartiendra 
l'équation  dont  il  s'agît.  Nous  dirqns  que  cetie  ligne  est 
la  base  de  la  surface. 

66.  Considérons  aiaintenant  l'élément  de  volume  ler- 
mîné  par  les  six  surfaces  de  première  espèce  qui  paaseut 
par  les  deux  points  dont  les  coordonnées  sont  respectîve- 

Ce  volume,  équivalent,  dans  le  cas  des  coordonnées  rec- 
tangnlaires,  au  produit 

s'évanouira  dans  tous  les  cas  avec  ce  prodnil,  et  pourra 
être  représenté  par  nne  expression  de  la  forme 

w  désignant  la  limite  vers  laquelle  converge,  pour  des  vn- 
lenrs  décroissantes  de  Ax,  le  rapport  du  voliimii 

d-desBUB  mentionné  au  produit  AxAyAz,  et  la  quanti  lé 
t  étant  assujettie  à  décroître  indéfiniment  avec  ce  même 
produit.  Dans  chaque  s^lème  de  coordonnées,  la  quantité 
w  ne  pourra  être  qu'une  quantité  conslanic  ou  une  fonc- 
tion déterminée  dts  vorîahlfs 

ble  de  cette  quantité  w,  on  en  déduira  facilement  l'ex- 
pression du  volume  renfermé  dans  une  enveloppe  quel- 
conque. 

En  eSèt,  cherchons  d'abord  te  volume  c  compris  entre 
les  ùx  surfaces  de  première  espèce  qui  passent  par  les 
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points  donl  les  coordonnées  sont 

On  pourra  considérer  ce  volume  commi;  l'accroisse- 
ment  relatif  à  x  et  à  _j'  d'un  autre  volume  renfermé  entre 
lus  surfaces  de  première  espèce  qui  passent  par  les  deux 
points  dont  les  coordonnées  sont  respectivement 

r„  X,  =. 

Désigaons  par  ift(x,  j-,  ce  dernier  volume,  et  ad- 
mettons ipie  les  caractéristiques  A^,A^,  A. indiquent  les 
accroissements  que  reçoivent  lea  fonctions  de  x,  z, 
quand  on  y  fait  croître  x  de  A:r,  ou  y  de  ^y,  ou  z  de 
Az,  le  volume  cherché  v  sera 

^-=:ù^i,>K.r,  r,=), 

et  de  plus  on  aura,  en  vertu  dè  ce  qui  précède, 

i.ij.i,,K:t,  j.  {«--H  .)4.raj-i:. 

En  divisant  par  Az  les  deux  membres  de  l'équation 
précédente,  puis  faisant  convei^r  vers  1k  limite  céro, 
on  obtiendra  la  formule  stiivante  : 

puis  en  intégrant  par  raj^ori  à  £,  è  partir  de  z=:2t,  et 
observant  qtte  l'on  a,  quels  que  soient  x  txy, 

ou  obtîciidm 

- ,  o^i^  J/jf  (»■+.)''=. 
ou,  et  (,ui  pcviom  au  même. 

•=^M(',r,>)  =  (n-.)"»r  /"""'■, 
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t  désignant  une  quantité  qui  aura  dus  valeurs  diflërentes 
dans  les  diverses  foruiult-s,  mais  toujours  des  valeurs  très- 
petites  qnand  Aa:  et        seront  cus-mÈmes  très-petits. 

Si  l'on  voulait  obtenir  le  volume  compris,  d'une  part, 
entre  les  lorfaces  de  première  espèce  qni  correspondent 
aux  coordonnées 

de  l'autre,  entre  les  sor&ces  de  première  esp&e  qui  ont 
pour  équations 

il  suffirait  de  remplacer  z  par  Z  dans  le  second  membl-o 
de  l'équation  qui  donne  \>\  on  trouverait  ainsi  pour  re- 
présenter le  volume  cherché  une  expression  de  la  forme 

Xz 

ï  désignant tonjours  une  quantité  infiniinent  puiiic. 

67.  Concevons  maintenant  que  Lt  X  (lrï.i!;nent  deux 
quantités  COUSUntes,^*  et  Y  deu\  rmittions  de  la  variable 
X,  Zg  et  Z  deviennent  des  fonctiou.s  du  deux  variables  x 
et^,  et chei-chons  le  volume  compiis,  d'une  part,  entre 
les  surfaces  de  première  et  de  deuxième  espèce,  qui  ont 
pour  équations 

«  =  .r.,     j:  =  X,    y  =  j„    j- =  Y,  , 

de  l'autre,  entre  les  surfaees  de  troisième  espèce  qui  ont 
pour  équations 

Ce  volume  croîtra  ou  décroîtra  en  même  temps  que  l'aire 
roraprisi;  cuire  les  quatre  bases  des  sorfaccs  de  première 
et  de  sut-onde  espèce,  cl  sî  l'on  désigne  par 
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l'clémeat  auquel  se  l'édoit  ce  volume,  dans  le  £asoù  l'on 
remplace  les  surfaces  x  =  Xt,  X='K.,-jr=jrt,  ^.=  Y,  par 
les  quatre  surfaces  de  première  espèce  <]aï  correspondeut 
aux  coordonnées 

a,    «  -H  àx,  j-,  y  +  ày, 
on  obUendra  pour  l'expression  da  vol  orne  cherché 


a:- 


D  reste  Â  trouver  la  valeur  de  u,  ou,  ce  qui  revient  au 
némc,  celle  du  volume  élémentaire 


compris,  d'ane  part,  entre  les  surfaces  de  première  espèce 
qni  correspondent  aux  coordonnées 

*,   x  +  ùx,   jr,  y  +  ^Xi 
de  l'auirc,  entre  les  surfaces  de  troisième  espèce  qui,  ont 
pour  équations 

ï  =  î.,  «=Z. 
Or,  sans  changer  ce  volume  élémentaire,  on  pourra  évi- 
demment remplacer  :  i"  la  petite  portion  de  surface  de 
troisième  espèce  qni  prend  son  origine  an  point  dont  les 
coordonnées  sont 

X, 

L'L  qui  se  termine  à  celui  dont  les  coordonnées  sont 

par  uue  portion  correspondante  de  surface  de  première 
espèce  dont  l'équation  swiit  de  la  forme 


t'  étant  une  quautîté'^nfii^H' petite  en  même  temps 
que  ^x,       2°  la  pe^nH^^  de  surface  de  troisième 
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espèce  qui  s'étend  depuis  le  point  correspondant  anx 


jusqu'à  celui  dont  les  coordonnées  sont 

par  une  portion  correspondante  de  surface  de  première 
espèce  dont  l'équation  soit  de  la  forme 
»  =  Z  +  i", 

'  désignant  eijcore  une  quandté  infiniment  petite.  De 
plus,  pour  obtenir  le  volume  compris,  d'une  part,  entre 
les  surfaces  de  première  espèce  qui  sont  représentées  par 
les  équations 

de  l'antre,  entre  les  surfaces  de  première  espèce  qui  cor- 
respondent'aux  coordonnées  x,x-i-^x;j,y\-  ùy,  il 
.  suffira  évidemment  de  remplacer  dans  la  formule 


^0  par  +  e',  «t  Z  par  Z  +  e".  On  trouvera,  en  consé- 
quence, pour  représenter  ce  volume  une  expression  de  la 


t"  étant  une  qtundté  ïnfininieiit  petite.  En  galant  eelte  . 
expresùon  à  (u     s)  ^xùj,  on  trouvera 

a  +  ,  =  {t  +  r)i  <rdi, 

puis,  en  passant  anx  limites, 
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La  valeur  de  u  étant  ainsi  déterminée,  la  formule  qui  ex- 
prime le  volume  compris  entre  les  surfaces  données  de- 
viendra 


On  aura  donc,  en  désignant  par  V  le  volume  cherché  et 
snpposaDt  les  iuiégralions  faites  i"  par  rapport  à  z  entre 
lea  limites  variables  r,,  Z;  a"  par  rapport  à  y  entre  les' 
limite!  variables Y;  3°  par  rapport  à  a:  eotre  les  li- 
mites constantes  x,,  X. 


/.X  /.Y  /.! 


B/dxdyds. 


Scolie. — Il  est  essentiel  d'observer  que  la  méthode  pré- 
cédente peut  servir  à  déterminer  non 'Seulement  le  volume 
compris  entre  les  surfaces  dont  il  s'agit,  mais  encore  toute 
autre  quantité  assujettie  à  craitre  on  à  décroître  avec  ce 
même  volume.  Une  semblable  quantité  se  trouverait  en- 
core exprimée  par  l'intégrale  qui  forme  le  second  membre 
de  la  dernière  éqtiattoit,  si  l'on  désignait  par 

non  plus  l'élément  de  volume  V,  mais  l'élément  corres- 
pondant de  la  quantité  cherchée. 

Ajoutons  que  si  le  volume  donné  se  ironvaii  terminé, 
non  par  les  surfaces  données,  mais  par  un  contour  quel- 
t'onquc,  il  serait  f.icilc  de  le  décomposer  en  plusieurs 
parties,  de  manière  que  chacune  de  ces  parties  ou  le  vo-  . 
lu.me  correspondant,  pût  être  facilement  calculé. par  la 
méthode  que  nous  venons  d'exposer. 

Or  peut  remarquer  encore  que  si  l'on  divise  par 
&xAjrî^z  les  deux  membres  de  l'équatiou 


on  en  conclura,  en  pa>.s3nt  aux  limites, 

de  plus,  il  est  permis  de  prendre  pour  iji  s]  Je  vo- 

lume compris  entre  les  six  surfaces  de  première  espèce 
qui  correspondent  aux  coordonnées 

o,  X,    o,  j-,    o,  ï, 
il  suffit  donc  de  connaltré  ce  dernier  volume  pour  en  dé- 
duire la  valeur  de  -w. 

68.  Faisons  servir  h  la  de icrmî nation  des  masses  les 
principes  que  nous  venons  d'établir. 

Dans  un  corps  hétérogène  considérons  un  point  qui  ail 
pour  coordonnées 

Soit  c  un  élément  de  volume  qui  renferme  ce  m£me  point 
et  m  la  masse  comprise  sous  le  volume  c;  lorsque  l'élé- 
ment c  se»  irés-pelit,  la  masse  m  sera  paiement  très- 
petite,  niais  le  rapport 

ou  la  densité  moyenne  relative  au  volume  v  conservera  en 
géuéral  une  valeur  finie.  De  plus,  si  on  fait  décroître  in- 
définiment les  trois  dimeitsions  de  l'élément  f,  sans  que 
cet  élément  cesse  de  renfermer  lepoint  x,  j',  s,  le  rapport 


convei^ura  vers  une  limite  fixe.  Cette  li  rui  le  est  te  qu'on 
appelle  la  i/en»/é  du  corps,  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  X,  y-y  2,  elle  est  une  fonction  des  trois  variables  x, 
jr,  s  que  nous  désignerons  par  la  lettre  p.  Cela  posé,  on 
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m,  en  supposant  les  trois  dimensions  du  volume  f  (rès- 
petites,  - 

Dans  ces  dernières  formules,  e  désigne  une  quantité  infi- 
niment petite.  Si,  pour  fixer  les  idées,  on  imagine  que  le 
volume  élémentaire  c  soit  compris  entre  les  surfaces  de 
première  espèce  qui  correspondent  aux  coordoDuées 

j-,  i  +  ûx,    j-,  j'-l-ij',    »,    t  +  Ax, 
la  valtardo  v  sera  de  la  forme 

IV  étant  une  foncdon  des  seules  Tnriables  x,jr,z  \  et,  par 
s&iie,  U  valeur  de  m  prendra  la  forme  snivanle 

Soient  maintenant  M  la  masse.entière  du  corps,  V  son 
volume,  et  concevons  que  ce  volume  soit  enfermé  ;  i"  en- 
tre deux  surfaces  de  première  eapëce  quî  ont  pour  équa- 

.r  =  x,,     .j:  =  X, 

jTg  et  X  éianl  des  quantités  constantes;  3"  entre  deux  sur- 
faces de  deuxième  espèce  qui  ont  pour  équalimis 

et  ¥  étant  deux  fonctions  de  Xj  3°  entre  deux  surfaces 
de  troisième  espèce  qui  ont  pour  équations 
»  =  «,,    .  =  2, 

et  Z  étant  des  foncUons  des  denx  variables  x&y.  En 
vertu  des  principes  établis  dans  des  paragrapbes  précé- 
dents, on  trouvera  pour  la  valetir  de  V 


(1)  y=      I  „dxdph. 
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Si,  dans  le  second  membre  do  la  formule,  on  écrit  pwm 
lieu  de  w,  od  obiieudra  {n°  67,  Scolie)  la  valeur  de  M, 
■avoir 

J-  J  pW^rfj-rf,. 

Lorsque  le  volume  V  n'est  pas  terminé  comme  on  le 
suppose  ici,  OD  parvient  sans  peine  à  le  décomposer  en 
plusieurs  parties  dont  cliacunc  peut  Être  calculée  par  le 
moyen  de  la  formule  (i).  La  masse  correspondanie  à  cha- 
cune de  ces  parties  peat  alors  se  déduire  de  la  formule  (a). 

69.  Il  est  essentiel  de  se  rappeler  que  l'on  peut,  dans 
chaque  système  de  coordonné,  déteriniaer  fadlement  )a 
valeur  de  w,  dés  que  l'on  connaît  le  volume  compris  entre 
les  six  surfaces  de  première  espèce  qui  passent  par  l'ori- 
gine et  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont'X,  y,  x.  En 
effet,  soit  ^  {x,  ^,  z)  ce  dernier  volume;  on  aura,  comme 
on  l'a  fait  voir, 

Pour  donner  une  prenuëre  application  des  formules 
précédentes,  supposons  d'abord  les  coordonnées  c 
rectangulaires.  Dans  cette  hypothèse,  le  volume  ^  (x^y,  x) 
compris  entre  les  sixsarfacesde  première  espèce,  on  entre 
tes  six  plans  qtù  passent  par  l'origine.et  le  point  dont  les 
coordonnées  X,  y,  z,  se  trouve  déterminé  par  l'équation 

de  laquelle  on  tire 

dxdjdi 

On  anrtùtpu  encore  arriver  au  même  résultai,  en  ol>- 
servant  qne  le  volume  renfermé  entre  des  plans  rectan- 
gulaires qui  passent  par  les  points  dont  les  coordonnées 
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.  sont  : 

seràliûi  i  un  parallélipipède  rectangle,  dont  les  dimen- 
sions sont  respectivement  ^ales  à  Ax,  Aj',  Ax,  en  sorte 
qu'on  a 

il  —  AxAj'&i, 

et,  par  suite  {n">  G8), 

Cela  posé,  les  formules  qui  donnent  V  et  M  deviendront 
J    J    dxdydt=j    j  [Z~-z,)dxtfy, 

SI  l'on  considère  des  coordonnées  obliques,  mais  tou- 
jours rectiligncs,  en  désignant  par  a  le  voltime  du  paral- 
lûlipipède  qui  aurait  pour  arêtes  trois  droites  respective- 
ment parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  et  de  plua  égales 
à  l'unité  de  longueur,  on  trouvera 


Cela  posé,  les  formules  (i)  et  (a)  deviendront 

j    j     dtdjdz  =  aj     J  {Z-ï.)drrf/, 

j    j  fdxd^dt. 

Concevons  maintenant  que  la  position  du  point  dans 
l'espace  se  trouve  détemûnée  par  le  moyen  des  coordon- 
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rdiisignaut  le  l  ayon  vf:cti;ui'  mené  (lu  poiul  que  l'on  con- 
sidL>re  à  un  poicu  fixe  pris  pour  origine;  9  l'auglu  que 
forme  ce  rayon  vecteur  avec  un  axe  fixe,  ou  plutôt  avec 
un  demi-axe  passant  par  l'origine,  et  p  l'angle  formé  par 
un  plan  fixe  qui  renferme  ce  demi-axe,  avec  le  plan  qui 
passe  par  le  même  demi-axe  et  le  rayon  vecteur.  Les  sur- 
faces de  première  espace,  c'eei-à-dire  les  surfaces  repré- 
sentées par  des  équations  de  là  forme 

0  =  conslaote,    ou    p  =  consiaute,    ou    /-=  cnnslante, 
seront  évidemment  :  les  premières,  des  surfaces  coniques 
droites  à  bases  circulaires  qui  auront  pour  axe  l'axe  fixe} 
les  secondes,  des  plans  passant  'par  Vaxe  fixe;  les  troi- 
sièmes, des  surfaces  sphérïqaes  qui  auront  pour  centre 

Les  équations 

0  =  ,.,     /.^o,  r^o 
appartiendront  en  particulier,  la  première  au  plan  fixe, 
la  seconde  à  l'axe  fixe,  la  irolsicmc  au  point  unique  pris 
poor  origine. 

Cela  posé;  le  volume,  reprcseiilc  par 

se  trouve  terminé:  i"  par  deux  plans  qui  renfermeront 
l'axe  fixe,  et  comprendront  entre  eux  un  angle  égal  à  p  ; 
a"  par  une  purliun  de  surface  conique  dont  la  génératrice 
formera  avec  l'axe  fixe  l'angle  0;  3°  par  une  portion  de 
zone  sphérique  dont  la  hauteur  est  équivalente  à 

et  l'ùre,  au  produit 

a«r[r(i-cose)j  =  7:rH(i-co»9). 
Le  volume  sera  donc  une  portion  de  secteur  sphdrique 

■  i) 
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qui  a  pour  base  cette  zone  et  dont  le  volume  est,  en  con- 
séquence, 

i««r»(,_cosfl)  =  |,rH(t-Mi9). 

Ajoutons  que  le  volume  ^(6,^,  r)  sera  au  secteur  sphé- 
riqne  dans  le  rapport  iepk  an,  d'où  l'on  conclura 

on,  ce  qui  revient  au  même. 

On  aura  d'ailleurs,  en  ren^laçant,  dans  la  formule 
w  =  D^,i^(x,  y,  z],  Xtjr,  z,  par  9,  p, 

«'=D'gp^^[9,  p,  r)=r^nni,    ot      = do 9 ■ 

La  valeur  de  w  étant  ainsi  trouvée,  on  tirera  des  équa- 
tions (i)  et  (a),  en  écrivant  6,  p,  r  au  lien  de  x,  y,  z, 
6t,  pu,  r,  au  lieu  de  x,,  y^,  z„  et  6,  P,  R  au  lieu  de  X, 
Y,Z, 

/      /  r<sinBrfS(//»fr, 

0,  J/i,  Jr, 

»e  /.R 

Dans  CCS  dcrnïùrcs  équations,  r„  cl  R  sont  des  fonctions 
des  variables  C  vi  p  ;  ^„  et  P  ilca  fondions  de  la  seule  va- 
riable 9,  et  Oo ,  0  des  ([naniitêa  conslanlus. 

70.  Après  avoir  appris  à  déterminer  les  masses  com- 
prises sons  un  volume  donné,  conùdérons  des  masses  con- 
centrdessnr  des  surfaces  ou«nr  des  lignes.  La  masse  d'un 
corps  sous  un  volume  donné  est  évidemmetit  d'autant 
pins  grande  que  sa  densité  en  chaque  point  est  plua  con- 
ûdérable;  cl,  si  l'on  vient  à  diminuer  le  volume,  il  suf- 


pbs&htÉdii  et  cektiir  de  giiàvitë.  i3> 

lira,  pour  que  la  masse  dpmcure  constaiiie,  d'augmenter 
jiartout  la  dcnsiié.  On  peut  méinc,  en  faisant  i-roiire  in- 
définiment la  densité,  renfermer  une  masse  donnée  sous 
un  volume  dont  les  dimcnsinns  soient  aussi  petites  cju'on 
le  voudra.  Si  les  trois  dimensions  viennent  à  décroître 
simultanément,  la  masse  finira  par  ù Ire  concentrée  siinsi- 
blement  i-n  un  seul  point.  Si  ik-nx  dimensions  senli'mcnl 

vient  à  décrt^trc,  la  mnsse  finira  pnr  ftre  concentrée  sur 
une  surface.  C'est  de  cette  manière  que  l'on  arrive  à  l« 
notion  des  points  matériels,  -dca.  lignei  iiialénelles,  des 
iurfaces  matêriellea^ 

Concevoiinj  par  exemple,  cjue  l'on  coniîittre  un  cou- 
dre d'une  longueur  constante  et  d  un  diamètre  variable; 
on  pourra,  sans'changer  la  masse  du  cylindre,  diminuer 
indéfiniment  son  diamètre,  pourvu  que  l'on  augmente  in- 
déGuimeni  sa  densité,  et  tonte  la  masse  finira  p:ir  se  trou- 
ver senùblement  concentrée-sur  l'axe  du  eylindrequi,par 
ce  noyen,. deviendra  une  droite  matérielle.  Quoique  les 
concentrations  de  celte  espèce  no  puissent  jamais  s'ellèc- 
tuer  entièrement,  néanmoins  dans  la  mécanique  analy- 
tique on  les  regarde  comme  aclicïécs. 

Lorsqu'une  masse  donnée  a  été  concentrée  sur  nne  ligne 
nu  sur  Une  surface,  le  rapport  de  relie  masse  à  la  ligne  ou 
;'i  la  surface  en  question  est  ce  qu'on  appelle  la  densité 
moyenne,  de  cette  ligne  on  de  celte  surface.  Si  l'on  consi- 
dère en  particulier  nne  portion  de  la  miïmc  ligne  ou  de 
la  même  surface  qui  renferme  un  point  déicnniiié,  la 
densité  moyenne  de  relie  |iortinii,  tnnriis  que  ses  éléments 
diminucnt,-5'approclic  indéliiiimcnt  d'une  ccvlaine  li- 
mite. Cette  limite  est  ce  qu'on  appelle  la  densité  de  la 
ligne  cm.  de  la  surface  au  point  dont  il  s'agit. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  une  surface  plane  ou 
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rourbc  sur  laquelle  on  fixe  la  position  d'un  point  au 
^Il03■en  de  ses  coordoiiafcs  x  ciy.  Drsignnus  par  A  une 
porlioii  de  celte  surface  courbe  renfermée:  i"  entre  les 
lignes  de  deuxième  espèce  qui  ont  pour  équations 

fi  et  Y  étant  deux  fonctions  de  X  ;  a"  entre  les  lignes  de 
première  espèce  qui  ont  pour  équations 

et  X  étant  des  quantités  constantes.  Enfin,  supposons 
qu'une  certaine  masse  M  ait  été  concentrée  sur  la  surface 
A,  de  telle  manière  que  la  densité  de  cette  surface,  au 
point  qui  a  pour  coordonnées  x,_^,,soit  ane  fonction  de 
tes  coordonnées  représentée  par  f).  Si  l'on-désîgoe  par  a 
un  tout  petit  élément  de  surface  qui  renferme  ]e  point' 
don  t  il  s'agit,  et  par  m  la  masse  concentréé  sur  l'élâmento, 
on  aura 

ï  =,(,+.),  ■,=.,(■+•). 

£  étant  une  quantité  Irèi--pi'ini'.  De  pins,  si  on  sup|>0sc 
l'élément  a  terminé  par  les  (|Ui!rri>  li-nes  de  première 
espèce  qui  correspondent  aux  coordonnées 
*,    s-^  M,   y,    X-+-  àjTf 
a  sera  de  la  forme 

et  par  smte  la  valeur  de  m  sera  de  la  forme 

Ajoutons  qu'en  vertu  des  principes  établis  n"  64  la 
masse  M  se  déduira  de  son  élément  nr,  comme  la  sur- 
face A  se  déduit  de  son  élément  a,  et  puisque  l'on  a 


71.  Concevons  mattuenaiit  que' chiqnjé'pomt  de  l'es- 
pace éianl  clélerraiu^^rilé^nioyèD'desiilixnt  coordonnées 
X,  y,  s,  on  substiiue  à  la  surface  coordonnée  des  xy 
■   une  surface  ijuelcuiKjiie.  ci  soii  li  l:i  [lortioti  df^  t  ciu:  dcr- 
niiresarfacâ  compiisi.'  cmu;  ],-~  (|u.iirc;  suivam  les- 

quelles elle 'se  trouve  couiiéu  par  lus  surfaces  de  première 
et  de  deuxième  espèce  qui  ont  pour  équations 
j^  =  j;.,    x  =  X,    j=j.,    J'  =  T. 

Soienteiioatci' :-~  .  ,     ■      -     .f-  r 

M  une  ceitd^k|Ùafr^<^trfte  sorKsoriacc  B, 
p la densitéoeia sâH^e^  aa point qiif  (t ^pr coordon- 
nées X.  y, 

h  l'éirmcTii  de  surfnc  c  lï  compris  entre  les  qtlâtr^îo^ 
faces  de  première  espèce  qui  répondent  aux  coordon- 
nées a:,  x-h  ^x,y;y~hAy^ 

ni  l'élément  de  masse  concentré  surlaBurface  />. 

L'élément  de  la  surface  b  sera  déterminé  par  une 

équation  de  la  forme 

6={i-f-i}ai«A>-i 

u  désignant dne  cimaine  fonction  des  '^rïàbliiàF'xi  f,  et  e 

une  quandté  très-petite.  De  plus,  le  rapport  ^  devant,  être 

trè&-peu,âi£%«nt.de^, la  masse  élémentaire  m  sera  de  la 

for^e  -  ■ 

»i  =  (i  +.')paA*dj. 
Cela  posé,  en  raisonnant  comme  cî-dcssns,  on  irouTera 

j    mlxtlri         =  /    j  f'"t'<'}- 


l34  STATIIJIJE. 

Sappbsons  que  l'aire  B  soit  -une  portion  delà  surface 
Gonrbe  qui  a  pour  équation 

etGoitfl  rîncUnaisoa  de  cette  surface  courbe  par  rapport 
-au  plan  des  !Xfy,  au  point  qui  a  pour  coordonnées  x  ei  y. 
On  aura 

-  =  h(£)'^^)t'  . 

et  par  suite 

u  =  tÉce. 

Cela  posé,  les  valeurs  de  B  ét  de  M  seront 

XX  ■      -X  rtT  . 

J    iix^dxtfy,     M=  J      (  fSkcidxdy. 

Si  l'on  appelle  a  et  Â  les  projections  des  surfaces  &  et  B 
sur  le  plan  des  3y,  on  trouvera'  ;  ' 


Ou  anÏTerait  encore  à  cette  dernière  formule,  un  suppo- 
sant que  l'éqiiadon  z  =f[x,  y]  se  réduit  kz  =  o,  c'est- 
à-dire  en  supposant  que  la  surface  B  est  une  portion  du 
plan  des  zy.  Dans  cette  hjpotlièse;,  en  eOet,  séc  S  =  i ,  et 
les  équations  qoi  danoent  B  et 'M  se  .rédmront,  comme 
cela  devait  être,  ii 

A  =  J^J^dxdx.    M  =  j^fdxdj. 

Concevons  que  la  position  d'un  pcânt  dans  un  plan  se 
trouve  déterminée  par  le  moyen  de  deux  coordonnées 
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polaires 

x=p,    x  =  r, 

r  déiignaDi  le  rayon  vectear  mené  in  poiniqae  l'on  con- 
sidère i  un  point  fixe  pris  pour  origine,  et  p  l'angle  que 
forms'ce  rayon  vecteur  avec  un  ne  fixe  ou  plutôt  avec  un 
demi-axe  passant  par  l'origine.  Les  lignes  de  première 
espèce,  représentées  par  des  équations  de  la  forme 

p  =  conslanlc,    ou    r  =  consfaott, 
seront  des  droites  passant  par  l'origine,  ou  des  arcs  de 
cercle  qui  auront  l'ongine  pour  centre.  Les  équations 

-  .p7=o,  ..'■=0,  . 

^^^M^^tri^lIS&m-fiM/ Cela  pué,  soit 

KlPi     .  ■ 

la  fuiface  plaue  comprise  entre  les  li^és  de  première 
espèce  qui  répondent  aux  coordonnées 
o,    o,   p,  r. 

Cette  surface  plane  n'étant  autre  chose  qu'un  secteur 
circolaire  décrit  du  rayon  r  et  correspondant  à  l'angle  p, 
on  aura 

Xif'  r)  =  ^r,p  -  Çp. 

Soît  drplns  11==  (i  +c)uApAr  l'élément  de  surfact; 
compris  étitre  les  lignes  de  première  espèce  qui  répondcn  t 
aux  coordonnées 

P,     r,    p  -i-  àp,  r-i-^r. 

On  aura,  en  vertu  des  principes  établis  ci-dessus, 


i36 

et  l'on  en  conclura 
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Par  suite,  si  A  représente  la  surface  comprise  i"  entre  les 
lignes  de  première  espèce  qui  ont  pour  équations  p=/i,, 
p  =  P,  /'o  1  P  étant  deux  quantités  constaoïes;  a°  entre 
les  lignes  de  deuxième  espèce  qui  ont  pour  équations 
(■=  To,  r  =  R,     ei  II  élani  deux  fonctions  de  p,  on  aura 

/•P  fil  I 
*Jp,Jr'''''"'''^^J 

Supposons  en  outre  une  certaine  masse  M  concentrée  surla 
surface  A,  de  manière  que  p  soit  la  densité  de  cette  surface 
au  point  qui  a  pour  coordonnées  p  et  r,  on  aura*  encore 


73.  Considérons  maintenant  nne  masse  concentrée 
sur  une  ligne  donnée,  et  supposons  cliaque  point  de 
l'espace  déterminé  par  le  moyen  de  coordonnées  quel- 
conques X,  j',  a. 

Désignons  par  S  la  ligne  donnée,  par  .Xg ,  X  les  abscisses 
des  points  extrCines,  par  <j'(x]  la  portion  de  la  longueur  S 
comprise  entre  li's  points  Te ,  x,  par  s  im  élément  de  S 
compris  entre  les  points  qui  répondent  aux  abscisses  3: 
eix-\-  ùx,  enfin  par  M  la  niasse  concentrée  sur  la  lon- 
gueur donnée  S,  et  par  m  la  masse  élémentaire  concen- 
trée sur  l'élément  f. 

L'élément  j  sera  donné  par  l'équation 


Il  étant  la  limite  du  rapport  de  j  à  Ax\  et  si  on  appelle 
p  la  densité  de  la  ligne  S  au  point  dont  l'nbsc-îsse  est  r, 


PEBASTEDR  ET  CEHTBE  DE  CBAVtTÉ.  lij 

on  aura 

Cela  pos^,  on  tronvera 

rff  (a:)  = 

puis,  en  intégrant  \i:s  deux  meinLres  entre  les  limites  j-*, 
X,  et  ayaut  ^ard  aux  équations 

t(X)=:S.  = 

£□  opérant  de  la  inËmo  manière  sur  l'équation 
m  =  {t-{-t)pudx,  on  passera  de  nt  à  M,  et  on  trouvera 

M= J^padi. 

73.  En  résumant  rn  ijui  prértdc  Pt  remplaçant  dans  . 
les  calculs  rf]aùù  nu\  volumes  la  lettre  iv  par  la  lettre 

Supposons  chaque  point  {!(■  Tespare  fli-trimiin'  ji.ti-  le 
moyen  de  trois  coordonnccs  j',  s.  Soient  ,  Z  dvax 
fonctions  des  TariaLlcs  X,y,j-n^  Y  deux  fondions  de  la 
seule  variable  x;  Xt,  X  deux  quantités  constantes. 

1°  Kl'oD  désire  par  (i-(-e)uA3rAj-Az  l'élément  de 
volume  v  cotnpria  entre  les  surfaces  de  première  espèce 
qui  répondent  aux  coordonnées 

,r.         {-f  +  i^.  r-i-A.i-,  E  + 


]38  STATIQUE, 

Il  étant  la  limite  du  rapport  du  volume  c  au  produit 
Aa^A/As}  parV  le  volume  compris  entre  les  surfaces  de 
première,  deuxième  et  troisième  espèce,  qui  ont  pour 
équations 

x  =  x,,    j  =  X,    7=/,,    J  =  Y,    :  =  !.,    :  =  Z; 

par  M  la  masse  comprise  sous  ce  volume  et  par  p  la  den- 
sité an  poinl-qnî  a  pour  coordonnées  x,  y,  x,  on  aura 


3°  Si  l'on  désigne  par  (i-l- s)  u  AxùyVéiétttent  a  d'une 
surface  courbe  compris  entre  les  lignes  d'iniersej:tion  de 
cette  sarface  courbe  avec  les  surfaces  de  première  espèce 
qui  correspondent  aux  coordoiDices 

u  étant  la  limite  du  rapport  de  a  au  produit  Ax^j, 
par  Â  la  porûon  de  la  mâmc  surface  courbe  conij^uisu 
entre  les  surfaces  de  première  et  de  seconde  espèce  ayant 
pour  éqnadons 

x  =  x„    *  =  X,  r=X.,    r  =  '^t 

par  M  la  masse  concentrée  sur  la  nir&ce  A  et  par  p  la 
densité  de  la  surface  A  an  point  qui  a  pour  coordonnées 
X,  y,  on  aura 

(i)  X=J  J  udocdy, 
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3°  Si  Toi)  désigne  par  (i+  i)  hA.t  réiémcnl  s  d'une 
ligne  com]irise  enlic  li-s  poinis  d'iiilcrseclion  de  cette 
ligue  avi'e  leS  surfaces  de  première  espèce  qui  répondent 
nux  coordonnées  x,x  +  Ax\  ii  élaut  la  limite  tîu  rapport 
de  s  à  Ax;  par  S  la  longuenr  de  l'ctle  ligue  eniru  li.'s  points 
(jui  répondeiil  iiux  abscisses  Xo ,  X;  par  M  la  masse  con- 
centrée sur  la  ligne  S,  et  par  p  la  densité  de  la  ligne  S  au 
point  dont  l'abscisse  est  x,  on  aura 

(c)  ' 


STATIQUE  ■ 


HUraËHE  LEÇON. 

CeutM  da  gtarité.— Propoiillon  génémle  relall'é  k  la  décampodllon  an 
ëlétnenU  liiflnfment  psUti  da  vatuines,  da  uirtanet  et  Ûm  IleDW. — 
Appllctdon  k  1>  dit«nnliWllaD  de>  maiie*  e(  des  coordanniM  da  esnira 
degnTtU.— DélerraioiUoD  approcbée.— CeairedegraTlUduToInmai. 
—  Cmlr*  de  o'**"^  d«  (nrfacw.  — Centra  da  emllédat  eonrbei.  — 
Applloitloni.— TbtprènM  ds  Gnldln. 


li.  Nous  commence  ions  par  ilémontrerquelques  pro- 
positions dont  la  connaissance  nous- sera  fort  aUle  ypar 
la  détermination  des  centres  de  gravité. 

TniOKÏHB.  —  Supposons  que  A  repriisente  une  lon- 
gttenr,  uneaiuface,  ou  un  volume,  et  que  l'on  divise  A  en 
âëments  a, ,  a,,.. a„  dont  toutes  les  dimensions  soient 
fort  petites,  de  sorte  que  l'on  ait 

A  =  o,4-«,+. ..+  «,- 

Désignons  par  z),  {x,yjr,t  St)v->  (^ns 

les  coordonnées  de  points  situés  dans  les  éléments  ai, 
Di, . . . ,  a„,  on  très-Toisins  de  ces  éléments,  ët  désignons 
par  les  Taleurs  correspondantes  d'une  fonc- 

tion u==^[x,  y,  x)}  enfin,  soient  çi,  Ctf-t  '»  des 
quantités  posi  tires  on  négatives  qui  deviennent  infiniment 
petites,  enmème  temps  que  les  éléments  ai,,ai,. . a,; 
et  faisons 

(i)  S  =  («,+.,)<i,  +  !«.  +  . ,)".-»-■  •  +(«.-!-•.)''.. 
la  somme  S  conservera  sensiblement  la  même  valeur 
quel  que  soit  le  mode  odopti'  pour  la  diviùon  de  A  en 
éléments  trés-pctiis,  et  quelles  que  soient  les  valeurs 
supposées  irès-petilcs  des  quantités  t,,       . .,  {„. 

Démonsli-aiion .  —  On  lircra  de  l'équation  qui  dé- 


fimtS: 

SI[s, ,  c,,.  .  . ,  E^)  désignant  unp  moyenne  PiUrc  la  plus 
grandi;  cl  la  plus  pelitc  des  quanlués  e,,  f,, .  , . ,  f„:  et 
comme  le  dernier  [crme  de  celle  cfjuation  sera  toujours 
infiniincni  petit,  il  est  clair  que  les  valeurs  de  e,,  s,,...,  e,, 
n'auront  pas  d'influence  sensible  sur  la  valeur  de  S,  De 
plus,  si  la  fonction  ii  su  leduit  il  une  quantité  constante, 

et  par  suite  S  dilTcrera  très-peu  du  produit  uA. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  u  ne  se  rtduiso 
pas  A  une  quantité  constante,  et  concevons  que  du  mode 
do  division  adopté  l'on  passe  à  un  nouveau  mode  telle- 
ment choisi,  que  chacun  des  éléments  du  premier  mode 
soit  formé  parla  réuuton  de  pluMenrs  éléments  du  second. 

Soient  a',  a",.  .  les  éléments  du  nniiveau  mode  qui 
résultent  de  la  subdivision  de  l'élément  Oi-  Dans  le  pas- 
sage du  premier  mode  nu  second,  on  devra  remplacer  le 
produit  (u,  +  El  )  a,  par  une  somme  de  la  forme 

î',  e",  , . .  désignant  des  nombres  irès-peiiis,  nt  u", . . . 
les  valeurs  de  u  coirespondanlcs  à  des  points  situés  dans 
les  élémeuls  a',  a",...,  ou  très-voisins  de  ces  élé- 
mentsj  c'est-à-dire  des  valeurs  de  ii  correspondantes  à 
des  points  très- rapprochés  du  point  {j\y,  a).  En  consé- 
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Ètni  pii'suiiH-'L-  sous  la  formii  (ii,  -t-  li?  iiombru  £, 

élant  timjoiirs  trés-iieiil,  mais  pouvant  diilércr  de  l  elui 
C]uc  ii;nfciniait  lu  iiroduil  (u, +  dans  le  secoiid 

membre  ilc  l'équaliou  <jui  dc-flnii  S,  On  prouvera  de 
mâme  que  la  subdivision  des  ëlémcnls  a,yat,..,,  n'aura 
d'autre  eDèt  que  de  convcriir  les  produits 

en  dRs  sommes  ripiivalcntes  à  îles  produits  de  ini!me 
forme,  dans  lesquels  les  nombres  t,,  z,, . . auront  des 
valeurs  différentes,  mais  toujours  très-petites.  Par  suite, 
le  passage  du  premier  mode  au  second  ne  faisant  varier 
que  les  nombres  Et,  E|,.  . .,  e„  ne  changera  pas  scusible- 
ment  la  valeur  de  S. 

Reste  le  cas  on  l'on  passe  d'un  premier  moide,  dans  le- 
quel les  élémenis  de  a  seront  très-petits,  à  un  second  dans 
lequel  les  éléments  soient  encore  irès-pclits,  mais  ne  ré- 
sultent pas  de  la  subdivision  des  éléments  du  premier. 
Pour  prouver  que  la  valeur  de  S  n'est  pas  sensiblement 
altérée  dans  le  passage  du  premier  mode  au  second,  il 


suffira  d'observer  qu'elle  ne  ^ 

ail  pas  d'une  manière 

sensible  dans  le  passage  du  pi 

:r  ou  du  second  mode  à 

un  troisième  [cllcnicntcboisi, 

:ha(juc  élément  du  pre- 

mier  ou  du  second  mode  se  ir 

formé  paf  la  réunion 

de  plusieurs  éiémenls  du  troi: 

nans  toute  cette  discussion , 

nous  aurions  pu  nous 

dispenser,  en  renvoyant  à  la 

prei 

niérc  de  nos  leçons  de 

calcul  intégral,  on  pourrait 

supp, 

Dser  S  déterminée  par 

uni;  équation  plus  générale,  ( 

)u  de 

la  forme 

s  =  c  +  .,)''.  «,-^li-f-.,). 

75.  Soit  M  une  masse  compri.se  sous  un  volume  donué 
ou  concentrée  sur  une  surface  ou  sur  unn  ligne  donnée  ; 
désignons  par  A  ce  volume,  cette  surface  ou  cette  ligne, 


par  a  ua  de  ses  éléments,  [lar  m  la  masse  correspouiiaiiic 
à  l'élémeiii  a. 

Divisons  ]a  niDase  M  on  élémenls  r»,,  m,, .  .  . ,  »i,„  di-si- 
guons  par  a, ,  a.  , .  .  .  ,  a„  bs  éléments  correspoiiilauts 
de  la  quamilé  A,  cl  par  (x,  ,  jy  ,  z,),  {xiij',,  Si),.  .  ., 
(j:'„,  T'ni  ^n)  Iti'  coorcloiiiiées  des  points  d'application  des 
forces  parallèles  qui  représcnlerit  les  poids  de  ces  divers 
éléments.  Eulin,  soit  g  le  poids  de  l'unité  de  masse  et 
Xt  ^1  ''^^  coordonnées  du  centre  des  forces  parallèles 
dont  il  s'agit;  ces  forces  étant  respectivement 
*  gm.,    gm„.   .  ,  gm„, 

g  M  =  gni,  +  gfli,  -l-  . .  .  -t-  gnu , 
gM^  =  gi»,x,  +  gm,,-r,^  .  . .  -i-glll„jr„, 

gMi,  =  gm,  1,  -)-sm,i,  +  . .  .  +  gm„;.. 

M  5  =  m,  J,  +  m, Jr,  +  +  .r„ , 
M^  =  m,j-,  +  in,j,+  ...  +  -,i,j„ 

Do  plus,  en  supposant  les  dimensions  de  l'élcmcnt  n  Irès- 
pctilcs,  Cl  désignant  par  E  une  quaulilé  Irès-rapprodii'c  de 
■  léro,  de  Téqualion 

qui  détinit  la  densité  à,  on  tirera 
7  =  '('  +■)■ 

et,  par  conséquent, 

e,,  È,,...,  E„  désignant  des  [|uaLi[iiés  irès  pclilcs,  et  p,. 
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Pj,...,  /).  les  densités  correspondanies  aux  points 

(«.,  ri»  *>).       J'-i  *>)>•■  (^"'Z-' 

Cda  posé,  les  formules  qui  donbentles  valeurs  de  M 
et  de     r},     pourront  être  remplacées  par  les  suivantes  : 

H  =  li  +  ..)p,a,  +  {i  +  .,)p,^,  +  ...       +[l  +  ..)p.fl„ 
M5  =  (H-<,),r,,J:,fl,-(-(H-..)p>-^i  <'.+  -•■  + 
Mil  =  [i         p,7,fl,+  (i-l-<.)p.r>OT+. . .  -t-  (i-*-'.)f.X<,''M, 
Mi:=  (i+»,)p>'i  «1+  {i-H'O  p»*.«r4-. . .  +  (r+  a,. 

Pour  ddduire  de  ces  équations  les  valeurs  de  M,  |,  n,  ^ 
î]  suiSt  de  chercher  les  valeurs  que  prennent  les  seconds 
membres  quand  les  éléments  a,,  a,,.  ■■,<!„  deviennent 
înfinimunC  petits.  On  obtiendra  de  cette  manière  :  i"  la 
masse  M;  s"  les  coordonnées  v,  ^  de  son  centre  de 
gravité.  Cette  masse  et  cette  densité  sont  ainsi  données 
par  les  quatre  équations 

M  =  lim:pa, 

,  Km  £p  ja         _  lim  Ipx"       .  lim  Ipio 

limipc  '  limSpa  '  iinilpa  ' 

et  ces  limites,  suivant  qu'il  s'agit  d'un  volume,  d'une  sur- 
face ou  d'une  ligne,  seront  évidemment,  comme  nous 
l'avons  longuement  exposé  dans  le  calcul  intégral  et  dans 
la  leçon  qui  précède  des  intégrales  triples,  doubles  ou 
simples,  prises  entre  des  limites  qui  embrassent  le  volume 
ender,  la  surface  entière  ou  la  ligne  entière.  Ce  centre  de 
gravité,  évidemment,  ne  di:ingera  pas  de  place  si  le  corps 
vient  à  tourner  (.ur  lui-même  ;  en  effet,  les  valeurs  de  J, 
ne  varient  pas  si  l'on  conçoit  que  les  plans  coordonnés 
tournent  avec  le  corps. 

76.  ConsidéroiM  un  corps  terminé  par  deux  surfaces 
courbes,  par  deux  cylindres  perpendiculaires  an  plan  des 
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XfQl  pardL'ux  plans  parallèles  au  plan  des  zy.  Désigixins 
par  z  =  ao  et  z  =  Z  les  deux  surfaces  courbes,  z,  et  Z 
étant  fonctions  de  X  et  de  y  ;  désignons  encore  yar  j=  o, 
y  =  y  les  équations  des  deux  rjlindrcs  perpendiculaires 
au  plan  dcs3ry,yc  et  Y  élanl  fonctions  de  la  seule  variable 
x\  enûn  désignons  parx  =  Xt,  i  =  X  les  éi[uatioiis  de 
deus  plans  per|iendiculaîri!S  n  l'axe  des  x;  X  cl  Xa  seront 
des  constantes.  On  pourra  prendre  n  —  A.f  Aj- Ae, 
k  devenaiit  égal  a  i  quartd  les  toordonnées  sont  reelangu- 


el,  par  conséquent 


Supposons  que  la  densité  p  soie  coiisiaiile.  el  poson- 
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la  valeur  ilc  i,  ili'vii'iuini  ilnns  couc  liypollièsc 

14)  i  =  %  

Voyons  ce  que  signifie  la  quantité  U. 

Coupons  If  curps  par  un  plan  parallèle  ad  pla*  des  rj-, 
l.c's  fourbfS  truitcisucliqn  de  ce  plan  avec  lei  suffaces 
z~Zi,  3  —  Z  auriml  pour  projection  lur  le  plan  des  zy 
dtjuxcDUi'Wsdi.ulIescoocdoiinécs  serani  ZoCtZ;  l'aire  du 

par  cons!''i|iiciil  U  lïprr.si'iiii'  la  jcciicin  faite dsus  le  corps 

Quand  te  corps  sera  di'  réndulioji  autour  de  Taxe  des 
.1-,  on  aura  =  t,^  r  t'iaiii  i'orJoritiéu  de  la  courbe  gé- 
néralrice  qu'on  suppose  située  dans  Je  plau  des  xy  et 
représentée  par  réquatioii^=y(x}^Lorsque  le  corps  sera 
terminé  par  deux  surraces  de  (évolution,  la  ([uanlitéj  ' 
signifiera  la;  diSérence  entre  les  carréE  des  coordonnoef. 
des  deux  courbes  génératrices. 

I^a  valeur  de  £  sera  donc  donuée  par  l'équation 


EïBMrLKS. — !■  Soit  donné  un  cône  oblique  o 
pyraniidc  à  base  plane  quelconque*,  toutes  les  s 
parallèles  à  la  base  seront  semblables  entre  elles,  et,  par 
conséquent,  leurs  aires  seront  dans  le  rapport  des  carrés 
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(le  leurs  distances  au  sommet.  Si  l'on  prend  ec  iJeriucr 
poiiil  pour  origine  des  coordonnées,  el  [>our  plan  desys 
un  plan  parallèle  à  là  base  du  solide,  l'aire  U  sera  égale  au 
produit  de, par  une  constante,  et  la  formule  (4)  donnera 


En  stipposaot  Xt  =  o,  pour  aller  de  la  base  aa  sommet, 
on  trouve 


r'est-à-dirc  cpc  le  centre  tle  gravite  d'un  cône  ou  d'utic 
pyramide'  ctiiif'^re  est  à  une  distance  de  la  base  égale  au 
quart  de  la  liautcur.  Comme  les  formules  (i),  (a),  (3)  sub- 
sistent également  pour  des  coordonnées  obliques,  on  peut, 
prendre  pour  aie  des  x  la  ligne  qui  passe  par  le  sommet 
et  par  le  centre  de  gravité  de  la  base  ;  cet  axe  alors  passe 
par  les  cenn«s  de  gravité  de  toutes  les  sections,  parallèles, 
et,  par  suite,  semblables  à  la  base.  Dans  cette  hypoihise- 
les  deux  înt^alës 


a'ëvanouinmt  pour  une  valeur  quelconque  de  x,  'et 
il  s'ensuit  que  les  deux  coordonnées  n  et  ^  seront  égales 
à  léro,  en  venu  des  formules  (a)  et  (3).  Le  centre  de 
gravité  du  cône  nu  de  la  pyramide,  soit  entière,  soît  tron- 
quée parallèlement  n  la  base,  est  donc  situé  sur  la  droite 
qui  joint  le  sommet  au  centre  de  gravité  de  la  base. 

II.  Cherchons  maintenant  le  <-eiiire  de  gravité  d'un 
octant  de  la  sphère.  Soit  a  sou  rayon,  et  plaçons  l'origine 
des  coordonnées  au  centre  de  la  sphère.  On  trouve  alors 
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par  suÎLe 


7 


Comme  on  peut  indifféremment  choisir  pour  axe  des 
X  l'une  c|neloonqne  des  trois  arêtes  de  l'octani,  il  est  évi- 
dent qa'on  aura  aussi 

8  ' 

III.  Soit  y  =  or"  l'équation  de  la  génératrice  d'une 
surface  de  révolution.  La  formule  (5}  donnera 


 ^X. 


C'est  le  centre  de  gravité  d'un  solide  en  forme  d'enton- 
noir qui  est  engendré  par  la  révolution  d'un  arc  de  para- 
bole autourde  la  tangente  an  sommet.  S'il  s'agiidu  volume 
compris  entre  la  surfare  parabolique  et  le  plan  de  rota- 
tion de  l'aïf  do  1.1  paraLole,  il  faudra  prendre  pour  la 
différence  ï'  — j'  laiiniHc,  multipliée  par  t:,  représente 
l'aire  d'un  auneau  circulaire.  Dans  ce  cas,  on  aurait 
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IV.  Prenons  pour  ^qnatioude  la  coarbe  génératrice 
y*  —  ox;  le  centre  de  gravité  du  paraboloîde  sera  déter- 
miné par  son  abscisse 


i 

V.  Considérons  un  tétraèdre  aux  arêtes. ii,  b,  c,  t'équa- 
tîoD  de  sa  base,  en  coordouaëos  recungnlaires  ou  obli- 
ques, étant 


Intégrant  par  rapport  ày,  on  aura 


■  5n  STATIQVE. 

Cl  eoGn 


Od  trouvera  de  U  même  manière 
Un  plan  parallèle  à  la  base  aurn  pour  équation 


et  s'il  passe  par  le  centre  de  gravité,  on  pourra  faire 

'=5-  ^=î'' 

ce  qui  donne 

_3  ■ 

La  distanee  de  ce  plan  au  sommet  du  tétraèdre  est  donc' 
égale  aux  trois  quarts  de  la  haatenr. 

VI.  Appliquons  encore  la  formule  (5)  à  un  ellipsoïde 
de  rerointion.  L'équation  de  l'ellipse  génératrice- sera 

a'  b' 

par  suite 

valeur  indépendante  de  la  grandeur  du  petit  axe,  et  qui 
sera  la  m^me  pour  tous  les  ellipsoïdes  qui  auront  le  même 
grand  axe..  On  la  retrouve  d'ailleurs  encore  pour  un  ellip- 


"  i>esknTEDR  ET  cENTtiE  DE  oaAvne.  lûi 
sôïdc  à  trois  nxes.  Dans  le  cas  d'undemi-sphèroïde,  on  aura 
x,  =  o,-  X  =  a, 

i;i  par  suitu 

£  =  |.- 

Cette  expression  s'applique  évidemment  aussi  ii  an  hé- 
mJaphère. 

Dans  le  cas  d'nn  solide  d^  rëvolution,  on  peut  prendre 
l'axe  de  révolution  pour  axe  des  x,  et,  en  appelant  r  la 
distance  d'un  point  quelconque  M  à  cet  axe ,  «  l'angle  de 
rotation,  on  aura- 

j-  =  rc03a)    z  =  rsino,    dxdyilî  =  rdrilxilx; 
par  suite,  les  formules  (1)1  (2),  {'i),  p-  i45.  donneront 


i:a: 


H  sin  aJnLalx 


*     '  /f\    /tK  rtA 

En  désignant  par  l  la  distance  à  l'origine  dts  coorduii- 
nées,  oh  aura 
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Exemples. —I.  Soit donnâ  na  segment  de  sphère  com- 
prii  entre  deux  pUna  qui  passent  par  l'axe  des  x,  et  tei^ . 
minépar  un ruseaasphériqoe.  Les  limites  des  intégrations 
seront,  par  rapport -à  a,  a  =  o  et  a  =  A;  par  rapport  à  r, 
r  =  o  et  r  =  ^a* — jc»i.par  rapport  à'*,  i  =  — a  et 
X  =  +  d.  De  cette  manière  on  obtient  pour  la  valeur 
du  dënominatenr  de  |,  q,  {*,  dans  (6),  (7)  et  (8), 

Lu  numérateur  de  g  s^éranouit,  nous  avons  par  consé- 
quent 1  =  0.  Les  numérateurs  de  n,  ^  deviennent  respec- 
dvement 

^  sin  kJ     (fl*  —  a:")' lie  ==  g  tin  A  a' 

et 

par  conséquent 

3      sin  A     _      3       1 — cosA 
ib       A  16  A 

II.  Cherchons  en  second  lieu  le  centre  de  graviié  d'une 
pyramide  triangulaire,  terminée  par  une  sujrfacc  dphéri- 
qite  ayant  le  sommet  pour  centre  et  B*  pour  rayon. 

Soientdonr  A,  1ï,  C  les  trois  angles  du  triangle  sphé- 
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rique  donné  ou  de  sa  projeotîon  aur  pne  spbère  concen- 
trique ;  a,  h,  c  les  câtés  opposés  aux  angles  A,  B,  C;  le 
centre  seTa-l'origine  des  coordonnées,  l'axe  des  x  passera 
par  le  sonunel  A*,  et  lé  plan  des  xx  par  le  cA  té  c.  Nous  nous 
servirons,  celle  foisi  de  la  valeur  exprimée  pv  la  for- 
mule [p],  p.  iSa,  pour  l'ordonnée  et  nous  désignerons 
par  9  l'arc  compris  entre  le  sommet  A  et  an  point  quel- 
conque du  côlp  opposé  a,  du  manière  (juc,  le  long  de  ce 
cûlé,  oii  ait  r=:  R  =  Zsinç.  Alors  il  s" agit  d'intégrer  d'a- 
bord sur  une  sphère  du  rayon  /,*ciitre  leS limites  et  — a 
et  tLf=A,  r  =  o  et  r=:/siD^,  et  d'étendre  ensuite  la' 
troisième  intégration  depuis  2=ojusqu^R  /=R«.  L'in- 
tégration relative  à  r  donnera  premièrement 


Maintenant  11  est  facile  de  voir  que  les  trois  arcs  dif- 
férentiels rda,  Ida  et  Idf  forment  un  petit  triangle 
rectangle  dont  le  côté  rda  est  opposé  à  l'angle  ^  compris 
entre  les  arcs  9  et  a.  Ou  aura  donc  rda  =  Ida  sin^; 
or  r=  /sînç,  et  siuipsiQjB  =  sin/? sinC  ,  par  suite, 
sin'fda  =  sinô  sinCt/a.  D'un  autre  côté,  la  formule 

donne  facilement  —  coi^dct  —  ;  et  les  limites  a  =  o, 
a  =  A  se  cbangent,  pour  u,  ena=oeta=(i;  pour|3,  en 
|3  =  K — B  et  ^  =  G;  par  conséquent 

/■* 

I    Ka'fda==.aénb  sinC 


De  Gctie  manière,  et  et)  exécutant  la  demièro  intona- 
tion par  rapport  a  /,  on  obtient 

 3         asinb  sinC 

C'est  la  disiance,  au  spmmËt  de  la  pyramidg,      la  pro- 

j'ection  de  son  centre  de  gravité  snr  Tarëtc  4]uî'pass^pai' 
e  point  A.  On  troAveraitdes  expressions  analoffues  pour 
les  deux  autres  coordonnées. 

77.  Centre  de  gravité  des,  surfaces.  —  Su]>posoiLS 
maintenant  que  lu  massi:  csl  coiiceiitii-t}  sui'  ntiu  surfa^L' 
l'ourbc;  soient       /i,  les  éléments  de  cette  sur- 

r^ce,  a,,  a,,...,  tt„  luurB  projections  sur  le  plan  des 
xj,  9,,  lus  angles  qu'ils  fornunt  avec  le 

plan  des.r>':  .m  aura 

M  =  linilni  =  limZ6p  =  liin2paeécS, 
ou,  puisque  a  =  Axû^, 


et,  par  suite, 

H{  =  lin)£nfx  =  limipfrjr  =  lim^pxaiécO, 
on  en  conclura 


I")  »  =  ^^JT^^!rs  

X  i.  """"" 

équations  dans  Icsqudlce 


Si  la  surface  est  plane,  ]a  vakiir  de  (  sera  inulili;  et 
deux  premières  formules  suffiront  ;  alorii'  aussi 


.  la  deiiiiiic  p  constante  r 
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on  aura 


■  S" 


/  est  la  longueur  de  la  ligne  d'ïntersec^on  de  l'aire  plane 
par  une  parallèle  à  l'axe  dee  y.  Les  mêmes  fbnnolet  sub- 
sistent d'ailleurs  pour  des  coordonnées  obliques. 

Si  sécd  est  constant  comme  pour  nn  cône  on  pour  an 
.cylindre  droit  dont  les  aies  seraient  parallèles  à  l'ase 
des  £,  les  formnies  ci-dessus  devieunent 


XL 


T~^Y  • 


a 


Dans  ce  cas,  ^  et  n  ont  les  m^es  valeurs  que  les  coor- 
données du  centru  (le  gravite  de  la  jiiojei;lion  de  la  sur- 
face sur  le  plan  des  xy.  et  par  conséquent  le  centre  de 
gravilé  de  la  surface  se  trouve  sur  la  pcrpeudiculairc  au 
plan  des  xy,  menée  par  le  centre  de  gravité  de  la  projeo 
tion.  ÂlorSGu  désignant parVle volume  du  corps,  par  B 
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a  projection,  on  a 


Dans  un  càne  droit  dont  l'uxc  t:oïiicidci'ai[  avec  l'axu 
des  X,  OQ  aura 


Si  la  surface  est  de  révoIuUon  autonrde  l'axe  des  x,  on 
aura,  en  introduisant  les  coordonnées  semî-polaires,  ou 
faisant  x  —  r  sina,  jr  =  r  cosa. 


icc  S  =  v''  +  (Ori)',    dxify  =  rdrd», 
I      /  sina  »écS(fn/s 

w  «=f-p7ï — ^  

f      I  friéeSdrda 

i»)       "= "t^t^  

f      I     prsécS  (Ma 

/.R 

(»)  ^=^4^ — ■ 

Pour  ane  surface  plane, 


Exemples. —  I.  Cherchons  d'ahord  le  centre  dcgroviti 
de  la  demi-surface  d'un  i:llipsoïde  à  trois  axq  in^aus 
Son  éqaaiion  sera 


par  conséquent,  en  venu  de  la  formule  (3), 

Quant  A  ^,  17,  il  csi  facile  de  voir  que  ces  coordonnées 
seront  égales  à  xêro.  Eu  effet,  séc  S  et  z  sont  fonctions  de 
X*  et  dey'  ;  par  couséquent 


xdxdjr  .aÈeO 
xâicdj .  SPC  S  _ 


puisque  l'intégrHle  se  décompose  en  deux  parties  ^ales, 
mais  de  signe  contraire  ;  on  trouve  également 


41  s'agît  dofic  seulement  de  déterminer  ^. 
%a  posant 
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on  obtient  la  transforma tt ou  siilvanii'  ; 
en  faisant 


le  nutnéraleur  devient 
et  le  dénoniïnaieui' 

=         /    rfa^-^-arc  tang\'A  , 
et  par  conséquent 

Il  serait  imitik,  ici,  d'aller  ]iliis  loin,  paice  ijuc  ces  intd- 
gralfs  dépassent  di'-jà  Il>s  fomlions  cllipiiiiuea. 

II.  Considérons  maintonaiii  quelques  surfaces  planes. 
Prenons  d'abord  un  triangle  dont  la  base  serait  parallèle 


.59 
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a  l'axedes  y  elle  sommet  à  l'origine)  nous  désignerons  In 
base  par  b,  et  U  haulcor  du  triangle  par  h.  I^a  formule 


Ivlleseraitrabscissedu  rentre  de  gravité  d'un  trapèze  ou 
triangle  tronqué.  Pour  le  triangle  entier  on  fera  a-o  =  o, 
X=:/i,  ce  qui  donne 


Le  centre  de  gravité  d'un  trianglu  sy  trouve  donc  à  uni; 
distance  de  la  base  égale  au  wv^  de  la  liauicur  ;  ex  cette 
remarque  s'appliqua t>t  aux  trais  càtés  égalcmcni,  on  en 
déduit  sans  peine  ce  théorÈiïie  que  le  centre  do  gra- 
ïilé  tlu  triangle  est  à  l'intersection  des  trois  lignes 
droites  qui  joignent  chaque  sommet  au  centre  du  côté 
opposé. 

III.  Cherclions  à  présent  le  centre  de  gravité  de  l'aire 
d'une  branche  de  cycloïde,  et  celui  de  sa  moitié.  L'équa- 
tion de  la  cycloïde  peut  être  mise  sous  cette  forme  : 


donnera  alors,  pnîsqtm  -  =  j^i 


i),  j-  =  (i(»i  +  sint>], 


d'oA 
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Nous  avons  â  déterminer  les  trois  intégrales 
Xdx.,      j     yx.lx,     -  j  j'd-r. 
La  première  deviént 

=  XT  -  ^  fl'  (a  —  ^  sin  a  il^  - 
La  deuxième  sera 

=i^X'Y—  ^"^J"  ('  —  cos*») sin'urfu 

-4" 


—  _X'T— -fl'I^n  — jïioati  — ;lsin'n|. 
Enfin  la  troisième 

in«.)sin'«</«  =  lXT' 


On  obtient  ^ ,  >!  en  divisant  la  deuxième  et  la  troisième 
intégrale  par  la  première  des  trois.  Pour  l'aire  totale  de 
la  cycloïde,  on  aura  X=  o,  Y:=  aaïc,  £1=  31;,  ce  qui 
donne  -  .  ,' 
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Pour  la  moitié  delà  braiiclic,  on  a  X  =  3n,  Y=(iîr, 
11=  ir,  et  l'on  irouvL- 

.=  ^(--^)- 

IV.  Soii  donnée  une  zone  sphéri(]ue  de  hauteur  A. 

Nous  nous  servons  des  formules  (7),  (8),  (9).  L'inié- 
gratioa  relaiife  k  et,  depuis  «=o  jusqu'à  et  =  an,  donne 
d'alioni 


rdr  =  —  titi, 

par  conséqueDt, 


Le  centre  de  gravité  d'une  zoue  esl  doue  situé  à  moiUé 
de  la  hauteur. 

V.  Centre  de  gravité  d'un  triangle  sphériquc. 
En  adoptant  les  notations  dont  nous  avons  fait  usage 
pour  déterminer  le  centre  de  gravité  d'une  pyramide  à 
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base  Bifhërîque,  nous  anrons,  poisque 

/  =  R.    et    v'>  + = 


donc  enlln,  en  procédani  comme  p.  i5!3, 
R,    aMptsinC  - 


Si  l'on  projfine  le  cenire  de  gravilé  sur  les  trois  arêtes, 
ou  rayons  extrêmes  du  triangle  spbériqne,  les  distances 
des  trois  projections  au  centre  de  la  sphère  seront  Ç  et 
deux  antres  expressions  analogues;  et  ces  dislances  seront 
proportionnelles  aux  cosinus  des  angles  que  le  rayon  pas- 
sant par  le  centre  de  gravite  forme  avec  les  trois  arêtes. 
On  voit  aisément  que  ces  distances  et  ces  cosinus  sont 

dans  les  rapports  -"—  :  ;  —  Les  distances  au  centre 
de  la  splière,  des  deux  centres  de  gravité  de  la  pyramide 
et  de  sa  base  sphérique,  sont  entre  elles  comme  3  :  /(■ 

VI.  Ct^nlre  de  gravité  de  la  surface  d'un  hémisphère 
dont  la  densité  est  proportionnelle  à  la  distance  à  la 

En  supposaut,  dans  la  formule  (7),  p  proportionnel 
h  z,  on  obtiendra 


■64 

donc  enfin 


STATIQUE. 


Ro  étant  le  demi-diaméirc  de  l;i  sphère. 

78.  Centre  de  gravité  des  lignes.  —  Supposons  main- 
tenant  que  la  masse  est  concentrée  sur  une  ligne  ;  soient 
'i)  'il  ^1)  ■  ■  -1  les  éléments  de  la  longueur  de  la  ligne  s, 
ti,  Ij,  les  angles  de  rcs  élémeiiis  avec  l'axe  des  .r, 

on  aura 


MÇ  =  1iinZpM,  Vln  =  iimlpfj-,  Hï  =  liroSpn, 
par  suite 


H  =  lira  î  /n  =  lim  ifs   =  i     p  sécfoLt, 


(.«) 


(") 


SI  la  courbe  êait  une  h< 


[^vcndnt  une 
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quantité  comunte,  on  aurait 


7- 


Si  la  coarbc  est  plane,  alors 


et  l'on  peut  supprimer 
Si  la  courbe  est  à  double  courbure , 

ExEHPtEs.  —  I.  Centre  de  grai'ilé  d'tin  polygone.  — 
Soient X,  ,y,,  x,,  y,^, . .,  ics  courdonnécs  des  sauimets 
du  polygone.  Les  intégrales 


se  décomposent  en  sommes  d'intégrales  pour  chacune 
desquelles  sëc  t  sera  consiant  ;  on  troavera  donc 


I  2(X'  — ^)sécf. 


or,  en  désignant  })ai'  /,t ,/,,,...,  les  longueurs  descèWg, 
ou  aura  (X  — x,)  sécf  =  /,  et  par  couïiéquent 

_l  ï(X  +  :r.)f_(;r,  +  x.)/.,  +  (j;.  +  a!.)/„  +  ... 


l6fi  STATIQUE. 

De  même 


_i  ïfX'— E;)5écflaDj;<^fj,+rO^..  +  (r.+j-.)/,.+..., 

II.  Trouver  le  centre  de  gravité  d'un  arc  d'hélice. 
Prenons  pour  ^nations  de  la  courbe 

:r  =  iarc  cos-. 
En  faisant  o,  nous  avons  d'aliord 

i  =  ix. 


De  même 


79.  1°  L'élément  d'uDe  surface  de  révalution  est  anyib 
ou  bien  ^vy  séct  itr,  en  supposant  que  l'axe  des  x  est 


PES4HTEUR  ET  cbhxue  db  gbavité.  i6y 
l'axe  de  révolatîoa,  sa  Burface  sera 


\tjrdt 

 ,  «  évoii  l'ordoRnéc  du  cenlre  de 

séctdx 

gravîlé,  et  si  nous  appelons  s  la  loogueDr  de  Tare  généra- 
ux . 
lenr,  s=  I    aéetdx.  On  a  donc 

B  —  aini«, 

c^est-à-dire  que  IWre  de  la  sutfaee  de  révolution  est 
égaie  au  produit  de  l'arc  générateur  par  la  circonfé- 
rence que  décrit  le  centre  de  gravité  de  cet  arc. 

Exemple.  Pour  irouver  le  cenlre  de  graviiù  d'un  arc 
(le  cercle,  supposons  que  sa  corde  c  soit  parallèle  à  l'axe 
des  X,  on  aura  pour  la  surface  de  la  zone  sphérique 

B  =  7.T.rc  =  2'^„!,  d'où 

3."  L'élément  du  volume  d'nn  corps  de  révolution  est 
aï[(T'  — y',)dx,  et  par  suite 

ydydx; 


muis  comme,  en  désignant  par  n  l'ordonnée  du  centre  de 
gravité  de  la  surface  génératrice,  on  a 


a: 


STATIQUE. 

V=  airnB. 

Le  volume  engendré  est  égal  au  produit  de  la  surface 
génératrice  par  la  circonférence  que  décrit  le  centre  de 
gravité  de  cette  surface.  Ces  deux  propositions  sont  con- 
nues sous  le  nom  de  Théorèmes  dé  Guldin,  qoi  les  for- 
mula le  premier, 

80.  Noos  ne  terminerons  pas  celte  leçon  sans  signa- 
ler deux  propriétés  âémenuires,  mais  remarquables,  du 
centre  de  gravité  d'un  système  quclcouque  de  corps  ou  de 
points. 

I.  Soient  A,  A', . . .  les  centres  de  gravité  de  plusieurs 
corps  dont  les  poids  sont  respectivement  p',. . . ,  et 
soit  A,  le  centre  de  gravilé  commun  du  système  de  ces 

corps;  appelons  r,   ,'  les  dîsiances  Aj  A,  A,  A', . .  .  ; 

si  l'on  app1j([ue  ^u  point  A|  suivant  A,  A,  A|  A', .  .  .  des 
forces  pr,  p' r',.  .  .  proponioiinelles  à  la  fois  au  poids 
et  i"i  la  distaud'  au  centre  de  gravilé  commun,  ces  forces 
se  feroui  nécessairement  équilibre.  Kn  elîet,  menons 
par  le  point  A,  Iroîs  axts  rectangulaires  que  nous  pren- 
drons pour  axes  des  coordonnées,  et  snicut  [x,  z), 
[T'y  y,  z'),...  les  coordonnées  des  points  A,  A',...; 
puisque  le  centre  de  gravilé  commun  A|  (:r,,^,,  s,)  est 
à  l'origine  des  coordonnées,  on  aura  nécessairement 

 ^px  _  _^P~  

ou  simplement 


Mais  en  appelant  (^,?.  7),  (^',  S',./)....  l.-s  angles  que 
les  ligues  A,  A,  A,  A', . .  .  fout  avec  les  axes,  on  aura 
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cl  en  siihslî  [liant 

M;iis  les  (mis  sommes  des  premiers  raumbres  de  ces  liqua- 
lioiis  sont  lt;s  fomposantes  de  la  résultante  des  forces 
/ir,  !>'  r', ...  ;  res  trois  composantes  sont  donc  nulles  ;  la 
résalt.iiito  est  nulle  aussi,  par  conséquent,  et  les  forces 
-  pr,  j/r',...ae  font  nécessairement  équilibre. 

Si  les  poids  p,f/,...  sont  ëganx,  les  équations  qiù  pré- 
cèdent deviennent 

Zrcosa  =  o,     ïfcosî^zo,     ï/-cos7  =  o, 

et  l'on  en  conclut  que  des  fon  cs  représentées  en  grandeur 
et  en  direction  par  les  lignes  A|  A.,  Ai  A',. . .  se  feraient 
équilibre. 

-  Réciproquement,  si  des  forces  appliquées  au  point  Ai, 
et  représentées  en  grandeur  et  en  direction  p^r  les  lignes 
At  A  =  r,  Al  A'  =  r*,. . .  se  font  équilibre,  des  corps  éga- 
lement pesants  et  ayant  respectivement  Icui-s  ccnti'es  de 
gravité  en  A,  A',...,  formeront  un  système  dont  le  centre 
de  gravité  commun  sera  en  A,.  En  effet,  si  l'on  conserve 
les  mêmes  uotaûons,  les  équations 

£rcass=0,     Src0sS  =  O,     £rC0S7  =  O, 

entraîneront  les  suivantes  : 

Zpx  =  a.     lpy  =  o,  ï/<:^o. 

J:,  —  o,        j  I  =  o,  =  11. 

II.  Cessons  de  prendre  le  centre  de  gravité  commun  A, 
pour  origine  dos  eooi'donnffes,  plaçons  cette  origine  en 
un  point  quelconque  O;  soient  loujoura  p,p',...  les 
poids  des  corps  ayant  leurs  centres  de  gravité  en  A,  A',.  -  'j 
(:c,j-,  s],  (3/,  y,  s"), ...  les  coordonnées  rectangulaires 
de  CCS  points  ;  r,  f', . . .  les  dislances  de  ces  points  à  l'ori- 


lyO  STATJIJUF.. 

gine;  Xi,  yi,  z,  les  couitlonnées  du  centre  de  graviié 
commun,      sa  dislancc  au  point  O,  et  faisons 

/,  +  //  +  ...=  P. 

On  sura  nécessairement 

Pjr,  =px  H-//x'-(-.  .  .  , 
Pj-,  =  +  ///+  .  ■  .  , 
I'  +//;'+...; 

carrant  et  ajoutant,  il  viendra 

P'r;  =  p'r'  +  p'r'>  +  .,.+  ipp'{t!^  +  7/'+  ï»*)  +  

Or 

ÂÂ^'=   -  jfy  4-  (j— y  y  +   -  ''}' 

=  r'  +  r"  —  3(*i'+jy'  +  M'), 
et,  par  coiuéqnent, 

a(x*'  + +  m')  =  r'  +  f"  —  A\'  , 
'on  aurait  de  mémr 

■  a  {«'x"  4-  y'j'  +  !'«")  =  r"  +  ï-"'  —  ÂTÂ*' , 

En  aubstitoant,  il  Tiendra 
V'r',=p>r^-^p''r''  +  p"'r^' 

OU,  à  cause  de  +         . .  =  P, 

P'r;  =P(/»^+//r'-4-. . .)  -  OVÂvV/'/>'ÂPV  . . .). 

Cette  équadon  donne  la  distance  ri  du  centre  commua 


de  gravité  à  un  poini  quelconque  O,  en  fonclion  des  dis- 
tances des  points  A,  A', ...  À  ce  même  point,  et  des  dis- . 
lances  mntnellesdcs  centres  partiels  de  gravité.  On  en  tire 

Quand  le  point  0  se  déplace,  le  premier  terme  Pr|  varie 
seul  dans  le  second  membre  j  et  comme  la  somme  qm  forme 
lesecond  terme  est  essenti^ement  positive,  on  eaconclat 
que  l'expression 

pr' +  p' r"  +  p"  r"' + . .  . 
alteinl  sa  plus  ptlitc  valcuc  quaud  r,  =  o,  c'ust-à-dire 
quand  l'origine  O  coïncide  avec  le  cenlre  de  gravité  com- 
mun du  sysiùme.  On  en  conclut  encore  que  la  somme 
des  poids  appliqués  au\  points  A,  A', .  ■  ■  i  respectivement 
multipliés  parles  carrés  de  leur  distance  k  un  môme  point, 
sera  U  tnëme,  quelque  part  que  soit  placé  ce  point  sur  la 
surface  d'une  sphère  dont  le  centre  de  gravité  commun 
occuperait  le  centre. 


tji  ■  STATIQUE. 


NEUVIÈME  LEÇON. 

Ou  grandenn  cooiiiuntei  M  des  npporti  dlflïrenUdi.  — Huca. — 
Doniitét,  —  MaSKi  el  deniiléa  du  lalum»,  du  lurhcB,  det  li^iia 
droites  on  courber, 

81 .  Nous  craynns  utile  de  résumer  la  question  intéres- 
santedn  calcul  des  volumes,  des  masses  et  dei  coordoimées 
des  centres  de  gravité,  par  quelques  coniïdéra^ons  géné- 
rales et  élémentaires  aux^elles  M.  CauehyBttadiBÎtime 
grande  importance,  sur  lesquelles  il  est  souvent  revenu, 
qu'il  a  développées  une  dernière  fois  dans  le  second  TO- 
lume  de  ses  Exercices  d'analyse  et  de  physique  matbé' 
maiiqiie,  pages  i8S  et  suivantes. 

Nous  appelons  grandeurs  ou  quantités  coexistantes 
deux  grandeur.s,  ou  quantiii-s  qui  csislent  ensemble,  et 
varient  si  m  ull  an  émeut,  de  telle  sorU;  que  les  éléments 
de  l'une  existent,  varii'iii  cl  s'iiianoiiisscm ,  en  mOmc 
temps  que  les  éléments  de  l'autre.  Tels  soiil,  par  oxempli;, 
le  voltime  d'un  corps  ex  la  niasse  ou  le  poids  de  ce  corps  ; 
le  temps  pend  a  11  t  lequel  un  poiut  so  iiioul  et  l'cipacc  par- 
couru parce  point;  li;  rajon  li'uu  tcicli'  et  sa  surface; 
le  rajon  d'une  splièrc  et  son  volumi'j  ia  hauteur  el  la 
surface  d'un  triangle  ou  d'un  porallélogratsme ;  la  hau- 
teur et  le  volume  d'un  prisme  ou  d'nne  pyramide;  la  base 
et  le  volume  d'un  cylindre,  etc. 

Des  grandeurs  ou  quaniilés  cocKÎsEantes  peuvent  d'ail- 
leurs varier  simulianémeui  dans  un  ou  plusieurs  sens 
divers.  Ainsi ,  par  exemple,  le  volume  d'un  prisme  ou 
d'un  cylindre  dont  la  base  est  constante,  varie  avec  la 
hauteur  dans  un  seul  sens;  mais  si  l'on  suppose  la  han- 
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teur  constante  et  la  base  variable,  le  \  i>liimc  pourra  varier 
avec  cette  base  dans  deux  sens  dlflercnls.  De  uiôiuc  en- 
core )a  masse  d'un  parallélipipède,  ou  généra  le  ment  d'un 
corps  (luelcomiue,  pourra  varier  avec  le  volume  de  ce 
corps  dans  trois  sens  correspondants  aux  truis  dimen- 
sions de  l'espace,  etc. 

Cela  posé,  soient  A  et  B  deux  grandeurs  ou  quantités 
coexistantes  qui  varient  simultanément  dans  un  ou  plu- 
sieurs sens  divers.  Concevons  d'ailleurs  que  la  grandeur 
B  soit  décomposée  en  élémctiis 

b„    b,,...,  b„ 

dont  les  valeurs  numériques  soient  très-petites,  et  nom- 

les  éléments  correspond  an  is  delà  {.'randeur  A.  Enfin  sup- 
posons que,  l'un  que]cot]<|iie  cIls  l'Icincnls  de  la  grandeur 
B  étant  représenié  par  et  IV'léiui'iit  torrcsponilaut  de 
)a  grandeur  A  par  A,  la  vaSiur  numérique  de  l'élément  & 
vienne  à  décroître  indélinimeut  dans  un  ou  plusieurs  sens  ; 
l'élément  a  s'approchera  tuî-mènic  indéfiniment  de  zéro  ; 

mats  on  ne  pourra  pas  en  dire  autant  du  rapport  qui 

convergera  en  général  vers  a'ne  limite  fisie  différente' de 

Cette  limite  est  ce  que  nous  appellerons  le  rapport  JiJ- 
féreitlicl  de  la  grandeur  A  à  la  grandeur  B.  "Ce  rappçrt 
dilTéren  tielsera  d'ailleurs  du  premier  orrlrn,  ou  du  second,  _ 
ou  du  troisième,  etc.,  suivant  que  pour  l'obtenir  on  aura 
fait  décroître  l'élément  h  dans  un,  ou  dcuv,  ou  trbis,... 
sens  ditFérents. 

Concevons  que  l'ou  indique,  à  l'aide  de  la  lettre  M- 
placée  devant  plusieurs  quantités,  nnc  moyenne  entré  ces 
quantités,  c'est-à-dire  une  quantité  nouvelle  comprise 


1  j4  STITIQIE. 

entre  la  plus  petite  ei  la  plus  grande  de  celles  que  l'o 
considérait  d'abord  :  si  les  éléments 


de  la  grandeur  on  quantité  désignée  par  B  sont  posidfs, 
les  éléments 

de  la  grandeur  ou  quandté  désignée  par  A  pouvant  être 
a^ectés  de  signes  quelconques,  on  aura,  en  vertu  d'un 
théorème  connu , 


t  par  suite  les  deux  équations 


i?DtraiRcront  la  sniTanlc  : 

(■)         ï="(rî;  c)- 

D'aillenis  celle  dernière  équation  continuera  de  sub- 
sister, si,  le  nombre  m  devcDant  de  plus  on  plus  grand, 
cbacun  des  élétncnis  ^ 

b„    i,....,  b„ 
devient  de  plus  en  plus  petit,  et  alors  chacun  des  rap- 
ports 

T.'  s;'"''  r." 

finira  par  différer  aussi  peu  que  l'on  voudra  d'une  cer- 
tain; valeur  du  rajiporl  difTérentiel.  On  peut  donc  énon- 
cer le  théorème  suivant  : 

THtoRBHB  1.  —  Le  rapport  entre  deux  grandeurs  ou 
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qiiaiilùés  cocsisiantcs  A  et  B,  dont  la  première  varie 
daii?  1111  ou  plu'^icni'.s  sens  avec  la  seconde  supposée  tou- 
jours posiiivc',  Oit  une  nniyenDe  entre  les  diverses  valeurs 
de  leur  rapport  diffi;rcuticl.  ■  . 

Corollaire.  —  Le  tWorème  I  s'élend  évidemment, 
avec  la  formule  (i),  au  cas  même  oA  la  seconde  quantité 
B  serùt  toujours  négative. 

83.  Lorsque  dens  grandeurs  coexistantes  varient  pro- 
porUonnellement  l'une  à  l'autre,  leur  rapport  est  con- 
stant, aussi  bien  que  le  rapport  de  leurs  éléments,  et  la 
limite  de  ce  deniîer  rapport]  on  le  rapport  diQérentîel. 
On  peut  donc  énoncer  encore  la  proposition  suivante  : 

THÉonÉ?tiE  IL  —  Si  deux  grandeurs  ou  quantités 
coexistantes  À  cL  B  sont  entre  elles  dans  un  rapport  eou- 
staiii,  ce  rapport  constant  ssra  aussi  leur  rapport  diffé- 
renliel.  La  proposition  icverse  peut  s'énoncer  comme  il 
suit  : 

Théobème  IIL  —  Si  le  rapport  dîflérentiel  de  la  gran- 
deur ou  quanti  lé  A  à  la  grandeur  ou  quantité  constante  B 
est  constaiii,  ce  rapport  constant  sera  aussi  celui  des  gran- 
deurs ou  quantités  elles-mêmes. 

Déinonstraiïott .  —  Supposons  d'abord  que  la  grandeur 
B,  étant  positive,  puisse  être  considérée  comme  unique- 
ment formée  d'éléments  positifs.  Alors  le  théorème  111 
sera  une  conséquence  immédiate  du  théorème  I;  et  par 
suite,  si  l'on  notpme  (>  le  rapport  différentiel  des  gran- 
deurs A  et  B,  on  anra. 

Ajoutons  ^u'^ve^^du  corollaire  du  théorème  1 
quatioa  (a)  sdbsmmi  encore,  si  la  quantité  B,  étant 


,,6 

posée  d'éiémeiits  iiégaiiis. 

Supposons,  en  second  lieu ,  la  grandeur  ou  (juaniili'  I! 
formée  d'éléments  dotit  lus  uns  snienl  positifs,  les  autres 
D^aiifs.  On  pourra  la  décomposer  en  diverses  parties 
B',    B-,  B-,..., 

dont  chacune  soit  considérée  comme  uniquement  formée 
d'éléments  aSectés  du  tnËmc  signe  -,  et,  eu  nommant 

A',    A",    A', , . . , 

les  parties  correapoudantcs  de  la  grandeur  ou  quantité  Â, 
on  aura,  en  vertu  de  l'équatioii  (a), 

A'  _  _      A"  _  _ 

par  cosséqueni, 

A'  =  pB',    A"=ïpB',    A"=pB*',. .. , 

et 

A'  +  A''+A-  +  ...=  p{B'+B''  +  B-4-...). 
ou,  ce  qui  revient  au  mfime, 
(3)  A=pB. 

Or  cette  dernière  formule  entraîne  évidemment  l'équa- 
tion (a) . 

Corollaire. — Si  le  coefficient  difTérentiel  p  est  constam- 
ment nul,  l'équation  (3)  donnera  simplement 

14)  A=o. 

On  peut  donc  énoucer  encore  la  proposition  suivante  : 

THâoRËME  IV.  —  Une  grandeur  ou  quantité  s'éva- 
nouit toujours,  lorsque  le  rapport  différentiel  de  cette 
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grandeur  ou  quanlité  à  une  .luiro  graudeur  ou  ijnanlilé 

cofixislanlf  .-si  constamment  nul, 

83.  Le  rvipporl  dilHiicntiul  de  deux  grandeurs,  rou- 
stani  ou  vatiablc,  reçoit  souvent  divers  noms  particuliers 
relatifs  à  la  nature  même  de  ces  grandeurs.  Donnons  à  ce 
sujet  quelques  exemples. 

ConsidcroDS  d'abord  une  certaine  masse  ou  quantité  de 

matière  M,  renfermée  dans  un  solide  dont  le  volume  est 

V,  on  concentrée  sur  une  surface  dont  Taire  est  A,  ou 

enfin  concentrée  sur  une  ligne  dont  la  longueur  est  S.  Si 

M  varie  proportionnellement  à  ta  quanlité  V,  ou  A,  ou 

Cl  M  M         SI  ,     1      ■  . 

S,  le  rapport  constant  —,  ou  — •  ou  —,  siira  la  dcnstte 

consume  du  corps,  ou  de  la  surfaee,  ou  de  la  ligne  donnée. 

Soient,  dans  la  même  hypotln'-se,  m  l'élément  de  la 

masse  M,  et     ou  a,  ou  s,  l'élément  eorrespondaiU  de  la 

quantité  V,  ou  A,  ou  S.  La  densité  eonsiantc  du  eorps, 

ou  de  la  surface,  ou  delà  lijjne  donnée,  pourra  encore  être 

représentée  par  le  rapport  — j  ou  —  i  ou  —  t  ainsi  que  par 

la  limite  de  ce  rapport.  Cette  densité  constante  aera donc 
le  rapport  différentie]  de  la  masse  M  à  la  quantité  V,  ou 
A,  ou  S. 

Supposons  maintenant  que  ta  mas^MTarie,  par  exem- 
ple, avec  le  volume  V,  mais  sans  lui  être  proportionnelle. 
Alors  les  rapports  ^  et  ™  pourront  différer  l'un  de  l'autre 
et  représenteront  ce  qu'on  nomme  l;i  ilruMl-;  ninyi  niic  du 
corps  sous  le  volume  V  ou  sous  le  volume.',  Sid'.Mlieurs 
le  volume  élémentaire  c  change  graduelleiiieni  de  forme, 

corps  que  l'on  considère,  cl  si,  en  venu  de  ce  ehajigemetu 
de  l'orme,  les  trois  dimensions  du  volume  viennent  à  dé* 
croître  indéfiniment,  la  masse  élémentaire  m  décroîtra 
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iiuléfiuinicm  :.\i-r  ]v  voliim.:  t-lL'inciiiairc  i-;  mais  le  rap- 
pori— )  ou  la  densité  moyenne  da  corps  sous  le  volume 
convcj'gcra  en  général  vers  une  certaine  limite  difierenlc 
(lu  7.éro.  Ov  celle  limite,  qu'on  tiommola  densité  du  corps 
au  point  P,  représentera  évidemment  pour  le  même  point 
le  rapport  différentiel  de  la  masse  au  volume.  En  d'antres 
termes,  ce  rapport  différentiel  est  la  limite  vers  laquelle 
converge  la  densité  moyenne  d'uu  élément  infiniment 
petit,  appartenant  au  corps  que  l'on  considère  et  renfer- 
mant le  point  P. 

Pareillement,  si  la  masse  M  ou  m,  concentrée  sur  une 
surface  ou  sur  un  élément  de  surface,  varie  avec  l'aire  A 
ou  a  de  celte  surface  ou  de  cet  élémeut,  sans  être  propor- 
tionnelle à  cette  aire,  !c  rapport  ^  oit  ^  représentera  ce 
qu'on  nomme  la  densité  moyenne  de  la  surface  ou 
de  réléiuent  dont  il  s'ayit.  Soit  mainlenniil  P  un  point 
rciifermé  dans  la  sui'farc  élémentaire  a  ;  et  conecvons  que 
les  dcus  dimensions  de  rctt<;  stirface  élémentaire  décrois- 
sent indéfiniment  sans  qu'elle  cesse  jamais  de  renfermer 
le  point  P.  La  masse  élémentaire  m  décroîtra  indéfiniment 
avec  a;  mais  le  rapport —,  ou  la  dcustlé  moyenne  de 
l'élément  de  surface,  convergera  en  général  vers  une  cci^ 
taine  limitedïlTérentedezéro.  Cette  limite,  qu'on  nomme 
la  densité  de  ht  surface  au  point  P,  ne  sera  autre  chose 
que  le  rapport  différentiel  de  la  masse  M  à  l'aire  k ,  cal- 
culé pour  le  point  P. 

Pareillement  encore,  si  la  masse  M  on  m,  concentrée 
suruueligneousur  un  élément  de  cette  ligne,  varie  avec 
la  longueur  Sou  jdccettcligneou  de  cet  élément,  sans  être 
proportionnelle  k  cette  longueur,  le  rapport  ^  oa  —  rc- 
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présentera  ce  qu'on  nomme  la  ilensiié  moyenne  de  la 
li^uc  ou  de  réleméitt  doni  il  s'agit.  Soit  mainiciiaiit  P 
un  poiul  sîlué  sur  la  ligne  élccaentatrc  s\  et  concevons 
que  cette  ligne  décroisse  en  longueur  sans  cesser  jamais 
de  renfermer  le  point  P.  La  masse  élthnentaîrc  m  dé- 
croîtra indéfiniment  avec  f  ;  mais  le  rapport  —  ou  la  den- 
sité moyenne  de  la  ligne  élémentaire  convei  gera  en  géné- 
ral vers  une  certaine  limite  différente  de  -i.èra.  CttUi 
limite,  qu'on  nomme  la  densité  de  ia  ligne  au  point  P, 
□e  sera  autre  chose  que  le  rapport  différentiel  de  la  maoseM 
à  la  longueur  S,  mesuré  au  point  P. 

Si  l'on  applique  succeesivcmeni  le  théorème  I  aux 
masses,  aux  vitesses,  aux  pressions  hydrostatiques,  etc., 
on  obtiendra  les  propositions  suivantes  : 

Le  rapport  de  la  masse  d'un  corps  à  son  volume  est 
une  moyenne  entre  tes  densités  correspondantes  aux  di- 
vers points  de  ce  volume.  ■ 

Lorsqu'une  masse  est  concentrée  sur  une  surface  ou 
sur  une  ligne,  le  rapport  entre  celte  masse  et  l'aire  de 
la  sur/ace  ou  la  longueur  de  la  ligne  est'une  moyenne 
entre  les  densités  correspondantes  aux  divers  points  de 
cotte  sur/ace  ou  de  celle  ligne. 

Lorsqu'un  point  niob/lc  parcourt  mit:  ligne  droite  ou 
courbe,  le  rapport  ilc  l'cspaci:  au  temps  est  une  moyenne 
entre  les  vitesses  que  le  point  mobile  acquiert  successive- 
ment dans  ses  diverses  positions  sur  cette  ligne. . 

Lorsqu'une  surface  est  pYessée  ,par  un  liquide  pesant j 
le  rapport  entre  la  pression  totale  et  taire  de  cette  sur~ 
Jaee  est  une  moyenne  entre  les  diverses  -valeurs  de  la 
pression  liydi-ostatiqUB  correspondantes  aux  divers 
points  de  la  surface. 

Ces  diverses  propositions  justifient  les  noms  de  densité 
moyenne,  de  vitesse  moyenne,  de  pression  hydrosia- 


,8o  .sTMmi,., 

It(jue  moyenne,  [iriictJi'riiiiii-iii  iliuHji'a  aux  divers  r;ip- 
porls  iillIsV  li-^>nve..lnu-nli..,iiir-. 

St.  Lerapporlilifféje[ili.a.riiNC'^iainJy,.i  à  uncaulre 
n'est  uti  rapport  coiiElaul  <juti  dans  le  cas  où  ces  deux 
grandeurs  sont  proportionnelles  l'une  à  l'autre.  Dans  le 
cas  contraire,  non-seulement  le  rapport  diCTérenticI  des 
deux  grandeurs  est  variable,  tnaîs  il  peut  varier  dans  uo 
ou  dans  plusieurs  sens  suivant  que  la  seconde  grandeur 
peut  varier  e11c~tnâmc  dans  un  seul  sens  ou  dans  plusieurs 
sens  divers.  Il  en  résulte  qu'un  rapport  difT^nentiel  peut 
Être  fonction  d'une  ou  de  plusieurs  variables  indépen- 
danics.  Ainsi  en  particulier,  si  la  seronde  grandeur  est 
uns  ligne,  ou  une  surfarc,  ou  nn  volume,  le  rapport  diffé- 
['entitl  sera  généralement  déterminé  pourcliaijue  point 


(le  la  ligne 

donnée,  de  la  surface  doiirit 

donné.  Ma' 

is  il  pourra  varier  d'un  poit. 

it  à  raiilre  cl  dé- 

pendre  des 

coordonnées  dere  point,  sai 

■oir  :  d'ime  seule 

iroordoniiét 

!  si  la  seconde  grandeur  est  ni 

ne  ligue,  de  deuT 

coonlonnéf 

,i  1.  ,crande  Br.ndcor 

.  une  surface,  de 

irois  .'oonl. 

^iiiL-fis  si  dlo  i-sl  un  ïolum... 

„.  mninlD.niiL  c,„c  les  Joiix 

firandeurs  roexis- 

lanli-s  A  ,-l 

!i  puissent  varitr  siniiiltaiié 

mcuJ  dans  deux, 

■ns.ti^ur..  On  pourra  M.  dir 

e  autant  île  leurs 

i-lém'f.Ks 

nrr.;spotuIat.ls:  L-l  l'o.,  obli.-i 

iidra  ptitir  limite 

du  rapport 

entre  ces  éléments  un  rapport  dilïéientiel  p, 

du  premier,  du  second,  du  troisième, . . .  ordre,  <\ax  sera 
une  fonction  de  une,  deux,  irois, . . .  variables  indépen- 
dantes. Dans  un  grand  nombre  de  cas,  le  rapport  diffé- 
rentiel p  est  une  fonction  continue  des  kariatiles  dont  il 
dépend,  c'est-à-dîre  une  fonction  qui  prend  mje  valeur 
unique  et  déterminée  poui-  chaque  système  de  valeurs 
attribuées  à  ces  variables ,  et  qui  varie  avec  elles  par  de- 
grés insensibles.  Dans  cette  hypothèse,  si  un  élément  b 
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de  la  grandeur  B  devient  iniinimeiit  petit  dans  tous  les 
sens,  on  pourra  dire  en  quelquii  sorie  qu'à  cet  élément  h 
correspond  un  seul  système  de  valeurs  des  variables  indé- 
pendantes, et  par  suite  uuescuJt;  valeur  de  p.  Mais  aux 
diverses  parties  de  la  graackuL'  ,  ou  pluiùt  à  ses  divers 
él^ents  infiniment  petits,  cor]  espondroiiidiït'rs  systèmes 
de  valeurs  des  varialilcs  iiidéjiL'iKlaiites,  t;t  par  conséquent 
en  général  diverses  lalour-.  ç.  I.es  liiniips,  cirtrc  les- 
quelles les  vnrlal.lrs  devroiil  jrMer  ni.upi  l^^.-s  flans  ces  di- 
vers systèmes,  dépcndrotilde  la  valeur  altrilitiéc  à  la  gran- 
deur B;  cl, si  lagrandeurBcslIoujouisposiihc,  tcsliiniies 
s'étendront  du  plus  en  plus  avec  celte  \alcnr  même. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  seconde  gran- 
deur soit  une  aire  ou  un  volume,  et  nommons  P  un  point 
quelconque  de  celte  aire  ou  de  ce  volume.  La  position 
du  point  P  sa  trouvera  déterminée  par  deux  ou  trois  coor- 
données qui  seront  les  variables  indépendantes.  Cela 
posé,  prenons,  dans  la  seconde  grandeur,  un  élément  in- 
finiment pelitqui  renferme  le  point  P,  et  divisons  par  cet 
élément  l'éléincnL  correspondant  de  lu  première.  Le  quo- 
tient obtenu  diilérera  généj  ali'inent  trÈs-|)eu  de  sa  limite, 
qui  sera  le  rapport  différentiel  de  la  première  gran- 
deur à  la  seconde,  tnrrespondaiil  au  point  P.  Ajoulousque 
ce  rapport  différentiel,  variable  avecHes  coordonnées  du 
point  P,  en  sera,  dans  beaucoup  de  cas,  une  fonction  con- 
tinue. D'ailleurs  les  divers  systèmes  de  valéurs  de  ces 
coordonnées,  eorrcspniniatits  aux  divers  éléments  de  l'aire' 
ou  du  volunie  <(nc  l'on  considère,  devront  èlre  censés 

et  les  limites  ^o^'-'  l.  -.|u.  )Ir,  h-.u  io„(  r.,m |.n.s,- 

leiirs  lies  .  o.nd-  .W  ,l.ni~,e.  discr.  .^^lèmes,  -mml 

évidemment  dét.-i  [ninécs  p.,i  1er-  é,[nalii.n.s  des  iisjtics  qui 
cnvelopperrinl  relte  aire  nu  di:  la  surface  qui  enveloppera 
ce  volume. 


Lorsfjuc,  la  seconde  grandeur  étant  toujours  positive, 
le  rapport  difTérentiel  p  eit  uue  fonction  continue  des  va- 
riables dont  il  dépend ,  et  par  suite  varie  avec  elles  par 

degrés  insensibles,  nue  moyenne  entre  les  diverses  va- 
leiiis  du  p  correspond  suies  aux  diïei's  éléments  de  la 
seconde  gralidcur  est  encore  nécessairement  l'une  dei'C» 
valeurs.  Donc  le  théorème  I  entraîne  la  proposition 
suivante  : 

TnÉonÈMB  V.  —  Si  le  rapport  différentiel  d'une  pre- 
mière grandeur  à  une  grandeui;  coexisiàutc  et  toujours 
positivi^  est  une  fonction  continue  de  la  vatîable  ou  des 
variables  dont  il  dépend,  uue  des  valeurs  de  ce  rapport 
difTérentiel  correspondantes  à  la  seconde  grandeur  repré- 
sentera le  rapport  qu'on  obtient  en  divisant  la  première 
grandfnr  par  la  seconde. 

Corollaù'e  I. — Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  la 
secoiule  grandeur  se  réduise  k  une  longuènr  S  mesurée 
sur  une  certaine  ligne  droite  ou  courbe,  et  la  première 

grandeur  à  une  masse  M  concentrée  sur  cette  ligne. 
Les  diverses  valeurs  du  rapport  diflereuliel  p  cor- 
respondantes aux  divers  éléments  infiniment  petits  de  la 
longueur  S  ne  seront  autre  clinse  que  les  diverses  valeurs 
de  la  deusité  dans' les  divers  points  que  renferme  telle 
longueur.  D'ailleurs  la  position  de  chaque  point  P,  sur 
la  ligne  q'ue  Ton  considère,  pourra  Cire  déterminée  à 
l'aide  d'une  simule  toonlonnée  x\  et  la  densité  p  sera 
fonction  continue  de  x,  lorsque,  étant  complètement  dé- 
terminée pour  un  point  donné  P,  clic  variera,  avéc  la 
position  (ht  point  P,  par  degrés  insensibles.  Donc  le 
ihéorùine  V  entraine  la  proposition  suivante  : 

S^ésignaitt  la  longueur  d'une  ligne  droite  ou  courbe 
sur  laquelle  se  trouve  concentrée  une  masse  M,  si  la 
densité      étatif  complètement  déterminée  en  chaque 


CtUHDXUnS  COBX1STÀ8TK9,  KàPPOHTS  DIFFÉRBflTIBl.S.  .l83 

point  V  delà  longueur  S)  varie  avec  la  position  du  point 
P  par  degrét  insensibles,  le  rapport  do  M  à  S,  on,  en 
d'autres  termes,  la  densité  moyenne  do  la  ligne,  sera 
l'une  des  valeurs  de  p  correspondantes  aux  divers 
points  que  renferme  la  longueur  S. 

Corollaire  II.  —  Concevons  que  la  secondu  grandeur 
se  r&laise  â  une  aire  A|  mesurée  sur  une  certaine  surface 
plane  on  courbe,  et  la  premiâre  grandeur  &  une  masse  M 
concentrée  sur  cette  surface.  Les  diverses  valeurs  du  rap- 
port difl^rentiel  j9,  Gorref^ndantBs  ans  divers  éléments 
infiniment  petits  de  l'sire  A ,  ne  seront  antre  cliose  que 
les  diverses  valeurs  de  la  densité  relatives  aux  divers 
points  que  renferme  celle  aire,  D'ailk-urs  îa  position  de 
chaque  point  P  sur  la  siirruci'  ijut;  Ton  considère  pourra 
être  déterminée  h  l'altii;  Je  deux  coordonnées  rectangu- 
laires X,  y,  ou  de  (li^ux  coordonnées  polaires  r,  a,  ou' 
mtme  à  l'aide  de  deux  eoordouuées  quelconques;  et  la 
densité  p  sera  une  fonction  continue  de  ces  coordonnées, 
lorsque,  étnui  complètement  déterminée  pour  un  point 
donné  P,  elle  variera  avec  la  poûtion  du  point  P  par  de- 
grés insensiitles.  Donc  le  théoràme  V  entraîne  la  propo- 
sition suivante  : 

A  désignant  l'aire  d'une  surface  plane  ou  courbe  sur 
laquelle  setrouvc  conceiilrèe  unciiiasse\\i, si  la  densité  p, 
étant  complètement  déterminée  en  diaqiia  point  P  de 
l'aire  A,  varie  avec  la  position  du  point  P  par  degrés 
insensibles,  le  rapport  de  M  à  A,  ou,  en  d'autres  termes, 
la  densité  moyenne  de  la  suiface,  sera  l'une  des  valeurs 
de  p  correspondantes  aux  divers  points  que  renferme 
Vaiie  A. 

Corollaire  III.  —  Concevons  que  la  seconde  grandeur 
se  réduise  au  volume  V  d'un  solide  dont  la  masse  soit  M. 
Les  diverses  valeurs  du  rapport  ditfércndel  p,  corrcspon- 
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damles  aux  divers  éléments  infiniment  petiu  du  voInmeV. 
ne  seront  aatre  chose  qtie  les  diverses  valeurs  de  la  den- 
siié  relatives  aux  divers  points  que  renferme  eo  volume. 
D'ailleurs  la  position  de  chaque  point  P,  dans  ce  volume, 
pourra  être  déterminée  à  l'aidi;  de;  trois  coordonnées  rec- 
tangulaires X,  y,  z,  ou  (11!  [rois  <o ordonnées  polaires  r, 
■fl,  .H,  ou  gcni!ralcmi;n[  à  l'aide  de  trois  coordonnée^! 
quelconques;  et  l:i  ili'iisiic  ^  .si'i  .i  fonction  continue  de  ces 
coordonnées,  loj  scjuc,  ct:ml  cimplélcincnl  délcrminée  en 
un  point  qudtoninn'  P,  i  lK;  lai  ifi  a,  avec  la  position  du 
point  P,  par  d.'gfés  ii.scusilik's.  Dmir  le  itiéo.viiic  \ 
entraîne  la  proposition  siiivaiilc  : 

V  ilésignanl  le  volume,  d' un  solïile  dont  la  masse  esi 
-M,  si  lu  dcmiiÉ  a  de  ce  solide,  étant  complètement  dc- 
lerminéc  en  chaque,  point  ijuclconifue  P  duvolume\, 
varie  avec  lu  position  du  point  P  par  degrés  insensibles, 
te  rapport  de  M  à  V,  ou,  en  d'autres  termes,  la  densité 
moyenne  du  solirlc,  sera  Vune  des  valeurs  de  p  corres- 
pondantes aux  divers  points  que  renferme  le  volume  V. 

8S.  La  comparaison  des  éléments  correspondants 
a    A  b 
de  deux  grandeurs  coexistantes 

A   et  B 

peut  doaner  lieu  à  la  formation  de  l'un  ou  l'autre  des 
deux  rapports 


Miiïaul  ijiie  I  on  (livif.f  li'  juoiiiitr  élruiciil  parle  second, 
ou  le  second  par  le  premier.  Or  ces  deux  rapports,  in- 
>Griics  l'nn  do  rautrc,  anninl  pour  limites,  si  les  éléments 
fi  et    viennent  k  décroiirc  indéfiniment,  deux  quantités 
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inverses  aussi  l'une  de  l'aulre,  c'est-i-dïra  deux  quantités 
dont  le  produit  sera  l'unité.  On  peut  donc  aux  proposi- 
tions précédemment  énoncées  joindre  la  suivante  : 

TnâoKÈKB  VI.  —  Si  deux  grandeurs  on  quantités 
coexistent  et  varient  nmultanément,  le  rapport  différen- 
tiel de  la  première  à  la  seconde  sera  l'invene  dn  rapport 
difTérentiel  de  la  seconde  à  la  première. 

Observons  encore  que  ai  l'on  désigne  par  îl,  ft  deux  fai> 
teora  ou  coefficients  constants,  et  para,  b  les  éléments  de 
deux  grandeurs  ou  qnan^tés  coexistantes  A,  B,  les  pro- 
duits (tb,  représenteront  les  éléments  des  grandeurs 
exprimées  par  les  produits  X  A ,  fiB.  Cela  posé,  soit  a  la 

linùle  du  rapport^,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  rap- 
port différendel  de  A  à  B.  Le  rapport  différentiel  de 
XA  &  fiB  sera  évidemment  la  limite  du  rapport 
la  _  2.a_  1 

Si  l'un  des  facteurs  fi,  1  est  l'unité,  le  même  produit, 
réduit  à 

f* 

représentera  le  rapport  iliffiiremitl  de /A  h  B,  ou  de  A  à 
|UB.  On  peut  donc  énouci^r  t:iicore  le  lliéorème  suivant  : 

Théorème  VII.  —  Soicni  À,  ^  deux  fuctcurs  constants, 
et  a  le  rapport  diiTci-euilL'l  de  dcu\  [;randeurs  ou  quan- 
tités coexistantes 

A,  B. 

lies  rapports  différentiels 

delAiB,    deAèfiB,  de^iAàcB 
seront  respectivement 
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86.  Jusqu'ici  nous  nous  sommes  bornés  à  comparer 
(leus  grauJeurs  eniro elles.  Si  les  graïuicui  s  nud'ou  com- 
pare l'uiie  à  l'auire  sont  au  uonibce  ile  irois,  de  quatre, 
ou  même  en  nombre:  quelconque,  on  oblicndrasuricsrap- 
pons  dilîtircnllcls  de  nouvelles  propositions  que  nous 
allous  successivemeJit  ciaLlir. 

Observons  d'abord  que,  si 


désigncnl  trois  grandeurs  coexistantes,  t'L 
a,    b,  c, 

trois  éléments  correspondants  de  ces  graudeurs,  on  aura 
identiquement 

or'  en  supposant  que  d&DS  cette  éqna^on  les  éléments 
a,b,  c,  deviennent  iofinimont  petits,  on  obUcndra  la 

proposition  suivante  : 

Tfjéouème  VIII.  —  Si  trois  grandeurs  ou  quantités 
coexistent  lit  varient  simullaucment,  le  rapport  différen- 
tiel (le  la  prcnnÈrc  à  la  seconde,  multiplié  par  le  rapport 
(lirriircntiet  de  la  seconde  à  la  troisième ,  donnera  pour 
produit  le  rapport  difféientiel  de  la  première  à  la  troi- 

On  démonlrerait  de  la  mtme  manière  le  tbéorèmc  que 
nous  allons  cnonccr. 

TnionkME  IX.  —  Si  plusiuuis  gi^iKlrurs  <,u  quanliiés 
coesislcnl  el  varient  simiillaiii-racut,  li^  m[)[iorI  ■lillé- 
reulicl  de  la  première  à  la  dcviiii>rc  scia  le  |>i-.Kiu;i  des 
rapports  différentiels  do  la  première  à  la  seconde,  de  la 
seconde  à  la  troisième,  de  la  troisième  à  la  quatrième,... 
euriD  de  l'avant-demièrc  à  la  dernière. 
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Le  théorème  VIII  entraîne  dvîdemmont  le  suivant  : 
THÉonfcuB  X.  — Lorsqne  trots  graudeurs  coexistent 
et  varient  simnltanément,  si  l'on  divise  le  rapport  dif- 
férentiel âi  la  première  jk  la  trwBième  par  le  rapport 
dî£Hrentiel  de  la  teconde.à  la  troîùâmc,  on  obtiendra 
pour  quotient  le  rapport  différentiel  de  la  première  à  la 
seconde 

Nota.  En  vertu  des  théorèmes  II  et  III,  si  le  rapport 
de  la  première  grandeur  h  la  seconde  est  constant,  ce 
rapport  constant  sera  en  même  temps  leur  rapport  diffé- 
reniicl  ;  et  réciproquement,  si  le  rapport  différentiel  de 
la  prenûère  grandeur  à  la  seconde  est  constant,  ce  rap- 
port différentiel  constant  sera  le  rapport  des  grandeurs 
elles-mêmes.  Cela  posé,  il  est  clair  que  le  théorème  X 
entraîne  enrore  les  deux  propositions  saîvantes. 

Théorème  XI.  — Supposons  que  deus  grandeurs  ou 
quantités  couxistanles  A  et  IS  soient  enln;  elles,  tandis 
qu'elles  varient,  dans  un  rapport  coiisiani  [i,  les  rapports 
difTérentîels  a  et  €  de  ces  deux  graudeurs  Â  et  B  à  une  troi* 
nème  grandeur  ou  quantité  coexistante  C,  seront  entre 
eux  dans  le  même  rapport  constant;  en  d'autres  termes, 
l'équation  ■ 

(6)  '  A=,.B 

cutrainera  la  suivante 

TuËORÉUE  XII.  —  Rc'ciproquenicnl  si  les  rapports  dif. 
fércntiels  «,  6  de  deux  grandeurs  ou  ([uantités  coexis- 
tantes A  et  B  snccessivemcnt  comparées  h  une  troisième 
grandeor  pu  quantité  C  sont  cntrccux  dans  un  rapport 
constant  fi,  ce  rapport  coustant  sera  aussi  celui  de  A  à 
en  d'autres  termes,  l'équation  (7)  entraînera  toujours  l'é- 
quation (6). 


Corollaire.  —  En  supposant  dans  le  ihùorème  XII  lu 
nombre  ^  réduit  à  l'unité,  on  obtient  la  propofitiou  sui- 

Théorème  XIII.  — Si  les  rapports  diffi'rcntiels de  deux 
grandeurs  ou  qtiaiilitûs  A  et  B,  succ<:ssivc[iif;nL  com- 
parées à  une  troisième  grandeur  ou  quantité  C,  sont 
égaux,  les  grandeurs  ou  quantités  A,  B  seront  égales  entre 
elles. 

Considérons  maintenant  la  somme  de  ptuùeurs  gran- 
deurs ou  quantités  coexistantes 

A,    B,  G,.... 
Nommons  S  cette  somme,  et 

fl,    h,    c,...,  s, 
les  éléments  correspondants  des  grandeurs  on  quantités 
A,    B,    C,...,  S. 
Enfin  comparons  celles-ci  à  une  nouvelle  grandeur  ou 
quantité  K,  dont  l'élément  soit  k  ;  on  aura  non-seulement 
(8)  S  =  A-hB-»-C-h-.., 

mais  ausù 


(9) 

et  par  suite 


Or,  si  l'on  conçoit  qoe,  dans  cette  dernière  équation, 
les  éléments 

n,    i,    e,,.  .    »,  i, 

deviennent  infiniment  pedts,  on  obtiendra,  on  passant 
aux  limites,  la  proposition  suivante  :  * 

THéonËHE  XIV,  —  Si  l'on  calunic  non-seulement  les 
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rapports  âifîérentiels 

«,  e.  7  

.  de  plusieurs  grandeurs  ou  quantités  coexistantes 
A,    B,  C,..., 
mais  aussi  le  rapport  dirftri^niiel  ;  de  la  sonunc 

A  +  B  +  C4-.  ..  , 
à  une  noUTelle  grandeur  ou  quantité  K,  le  dcrniei;  rap- 
port (,  on  le  rapport  difFércn^el  de  la  somme 

A+B-I-C+...  h  K, 
sera  en  même  temps  la  somme  des  autres  rapports  A'itfé- 
renliels,  en  sorte  qu'on  anra 

Supposons  à  présent  que,  dans  la  somme  S,  les  gran- 
deurs ou  quantités 

A,    B,  C,..., 
se  trouvent  respectivement  multipliées  par  des  facteurs 
constants 

X,  i, 

en  d'autres  lermes,  supposons  que  la  grandeur  ou  quan- 
tité S  représente  une  fonction  linéaire  des  grandeurs  ou 
quantités  .  •  ■ 

A,    B,  C,..., 
déterminée  par  la  formule 
(la)  •S=rlA  +  (.B+i.C+.... 

Si  l'on  nomme  toujours 

•les  éléments  des  grandeurs 

A,    B,    C,...,  S, 
et  si  l'on  compare  encore  ces  diverses  grandeurs  ou  quan- 


tîtës  à  une  nouvdic  grandeur  ou  quaotilé  R  dotll  l'élè- 
mcntsoit  A,  on  Icouvora,  eu  t-gaid  ;i  la  foriualc  (la),  non- 


poîs  en  supposant  que,  dans  celle  dernière  équation  y  les  ' 
élémcnls 

a,     b,     c,...,  s, 
s'apprOfliL'iit  l]n]i:(i[ii:i:unt       la  limilc  zlto,  ou  se  Irou-  ■ 
vera  conduit  à  la  propositiou  suivante  :  •  . 

TudoxÈniE  XV.  —  Si  l'oD  calcule,  non-seulement  les 
rapports  difTérentïels 

de  plusieurs  grandeurs  ou  quantité  coexistantes 

A,    B,  C  

mais  aussi  le  rapport  dîITérentiel  t  d'une  autre  grandeur 
ou  quantité 

)lA-4-pII  +  ïC  +  ..., 

rppi  éseiiléc  pue  uuo  fonction  linéaire  des  prcniicics,  à  uiiu 
nouïdlu  grandeur,  ou  quanliié  eocxisianle  K,  le  dernier 
rapport  ç  sera  exprimé  eu  fonction  linéaire  de  tous  les 
autres,  tout  comme  S  s'exprime  en  fonction  linéaire  do 
A,B,C,...  ;  en  sorte  <iu 'on  aura 

(i5)  s=ia  +  (te+vï+..'. 

Il  est  bon  d'observer  que,  dans  le  ihéorèmË  XV,  les 
coefUcients 
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peuvent  èire  ou  posilifs,  ou  iiégalifs.  Si,  pour  Oser  les 
idées,  on  supposait 

le  ihéorème  XV  pourrait  Ëirc  énoncé  comme  il  suit  : 

Tbéorèjce  XVI.  —  Si  l'on  calcule  noa-seulement  les 
rappDrts  différentiels 

a,  g, 

de  denx  grandeurs  ou  quantités  coexistantes 
A,  B, 

mais  anssi  le  rapport  différentiel  de  leur  différence 
(i6)  S  =  A  — B, 

I  nné  nouvelle  grandeur  ou  quantité  coexistante  K,  le  der- 
nier rapport  t,  ou  le  rapport  différentiel  de  la  différence 
A  —  B  AK,  sera  en  même  temps  Ja  différence  des  deux 
autres  rapports  différentiels  a,  S,  en  sorte  qu'on  aura 
(.,)  .  =  ■,-!. 

Observons  aussi  que  le  rapport  difTcrentiel ,  désigné 
par  ç  dans  le  théorème  XIII,  s'évanouira  toujours  avec  la 
somme  S,  et  que  réciproquement  en  vcrta  du  tbéo- 
rime  XJV,  cette  somme  s'évanoaïra  toujours  avec  le  rap* 
port  différentiel  Donc  l'équation 
(i8)  W-hpS-t-vC-h. ..  =o 

entraînera  toujours  la  formule 
(19,  ).  +  ,S  +  ,,...=o, 

et  réciproquement  cette  formule  enlrainera  toujours  l'é- 
quation (18).  On  peut  donc  énonce  encore  la  proposition 
suivante  : 

TbéORÈmb  XVII.  —  Si  plusieurs  gr:in[]fLira  ou  quan- 
tités coexistantes  sont  liées  entre  elles  par  une  équa- 
tion linéaire  quelconque,  la  même  équatiou  linéaire  exis- 
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tera  eulrc  les  rapports  ditfêrcntiels  de  ces  grandeurs  ou 
quantités  à  nne  autre;  et  réaproquemeol,  si  ces  coeffi- 
cients différentiels  sont  liés  entre  eux  par  une  équadon 
linéaire,  la  mime  équation  linéaire  existera  entre  les 
grandeurs  données. 

Remarquons  encore  que  les  formules  (8),  (la),  (i6), 
et  les  formules  (ii),  (i5),  (17),  sont,  toui  comme  les  for- 
mules (tS)  et  (19),  des  équations  linéaires  qui  lient  entre 
elles,  d'une  part  les  grandeurs  ou  quantités  coexistantes 

A,    B,    C   et  S, 

d'antre  part  les  rapports  différentiels 

-,  s.  ^         •>  t. 

des  grandeurs  ou  quantités  dont  il  s'agit  à  une  nouvelle 
grandeur  ou  quantité  K.  Par  suite,  on  poiirra  ri'unmier- 
de  la  formule  (i:),  (i5)ou  (17).!  la  formule  (8),  (is)  ou 
{i6},  tout  comme  on  n-monte  de  la  formule  (19)  à  la  for- 
mule (18). 

Dont-  aux  ilLi'oièmc^  XIV,  XV,  XVI,  on  pourra  join- 
dre les  tliéorèuies  inverses  qui  sont  compris,  comme  eux, 
dans  le  théorème  XVII,  et  que  nous  allons  éaoncer. 
Thëobëkb  XVm.  —  Soient 

A,    B,    C,...,  S, 
plusieurs  grandeurs  on  quantités  coexistantes,  et 

«,  e,  y,...,  (, 
les  rapports  différentiels  de  ces  mËmes  grandeurs  ou 
quantités  comparées  â  une  nouvelle  grandeur  ou  quanûié 
coexistante  K.  Si  le  rapport  différentiel  ;  est  la  somme  de 
tous  les  autres  3,  £,  7, .  . . ,  la  grandeur  ou  quantité  S  sera 
pareillement  la  somme  des  grandeurs  ou  quantités  A,  B, 
C, .  .  .  En  d'autres  termes,  i'équalion 
(  =a-(-e+7-J-... 
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en  traînera  l'équation 

S  =  A  +  B  +  C  +  .... 
Tbéorëhb  XIX.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées 
que  dans  le  théorème  précédent,  si  le  rapport  difréren- 
tiel  ;  s'exprime  en  fonction  linéaire  de  tous  les  autres, 
la  grandeur  ou  quantité  S  s'exprimera  de  la  même  ma- 
niére  en  foncdon  linéaire  de«  quantités  A,  B,  C, . . . .  En 
d'antm  termes,  la  formule 

entraînera  la  suivante 

S  =  XA  +  ^B4-vC  +  

TaâoitfeHB  XX.  —  Soient 

A,    B,  S, 

trois  grandeurs  ou  quantités  coexistantes,  et  , 

les  rapports  différendcis  de  ces  mêmes  grandeors  on  quan- 
tités, comparées  à  une  grandeur  ou  quantité  coexistante 
K.  Si  le  rapport  diflférentïel  ;  est  la  différence  des  deux 
antres  a  et  S,  la  grandeur  oU  quantité  S  sera  pareillement 
la  différence  des  grandeurs  ou  quandiés  A  et  B.  En  d'an- . 
très  termes,  l'éqnadon 

!  =  «— e 

entraînera  l'éqoation 

S  =  A  — B. 

Lorsijue  deux  grandeurs  ou  quantités  coexistantes  se 
réduisent  h  une  variable  :c  et  à  une  fonction  y  de  celte 
variable,  le  rapport  différendel  de  la  fonction  à  la  variable 
est  précisément  ce  qu'on  nomme  la  dénuée  de  la  fonction, 
ou  Xecoefficient  différentiel. 

I.  i3 
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Lor»{ue  ileu\  grandeurs  ou  (|uaniiiés  coexistantes  se 
réduisent  au  produit  de  n  variables  x,y,  s ,. . . ,  ei  à  uue 
ionction  y  de  ces  variables,  lo  rapport  difTérentiel  de  la 
fonction  ^  au  produit  xyz. . . ,  est  précisément  ce  qu'on 
nomme  la  dérii-ée  de  tordre  n  de  la  fonction  y,  prise 
par  rapport  à  toutes  cm  variables. 

D'ailleurs,  pour  que  la  varialile  ou  le  produit 
37^s...,  et  la  fonctionfide  X,  ou  de  JT,  y,  z,...,  repré- 
sentent deux  grandeurs  coexistantes,  il  sutUt  que  la  fonc- 
tion f  s'évanouisse  avec  la  variable  x,  ou  avec  les  varia- 
bles :c,  y,z,.... 

87.  Problème. — Soit  K  une  grandeur  toujours  positive, 
dont  chaque  élément  varie  dans  un  ou  plusieurs  sens  avec 
une  ou  plusieurs  variablis  ijidépcndanies;  et  supposons 
que,  pour  cliaque  systètiic  de  \:d('urs  aLti  ibuées  à  ces  va- 
riables, le  rapport  différentiel  p  d'une  seconde  giaudcur 
ou  quantité  S  à  la  première  ait  une  valeur  connue  et  dé- 
terminée qui  yaiie  a^ee  elles  par  degrés  insensibles.  On 
demande  une  méthode  qui  puisse  ï^ervir  à  calculer  la  gran- 
deur S,  avec  un  degré  d'approximation  aussi  graud  que 
l'on  voudra. 

Solution.  —  En  vertu  du  théorème  V,  le  rapport 

sera,  dans  l'hypothèse  admise,  une  des  valeurs  du  rapport 
âifTërentiel  p  correspondantes  à  la  grandeur  K.  On  aura 
donc,  pour  l'une  de  ces  valears  de 
S 

ou,  ce  qui  revient  au  même. 
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Pareillement,  si  l'on  nomme  k  un  élément  de  K,  et  j 
l'élément  coiTcspondaut  de  S,  l'une  des  valeurs  du  rap- 
port difTérentiel  p  correspondantes  i  l'élément^  vérifiera 

Mais  si  l'élénicnt  A  décroit  indêlinimetU  dans  lous  les 
sens,  les  diverses  valeurs  de  p  correspondantes  à  cet  élé- 
ment se  déduiront  les  unes  des  antres  par  des  variations 
déplus  en  pliispeiilesdesvai4ab1et  indépendantes,  et,  en 
conséquence,  ces  diverses  valeurs  finiront  par  dîEférer 
entre  elles  de  quantités  inFérieures  à  tout  nombre  donné  «• 
Donc  alors,  en  prenant  l'une  quelconque  d'entre  dies 
pour  la  valeur  de  p  qui  devra  satisfaire  à  la  formule  (21), 
on  commettra  snr  la  valeur  de  s  une  erreur  dont  l.a  valeiir 
numérique  ne  surpassera  pas  le  produit 
•  l. 

Cela  posé,  divisons  la  grandeur  K.  en  éléments 

t„ 

dont  chacun  soii  assez  petit  pour  que  les  valeurs  corrcspon- 
dantcs  de^  dilTèrcnt  entre  elles  de  quantités  inférieures 
BU  nombre  s.  Multiplions  ensuite  chacun  de  ces  éléments 
Il  par  l'une  quelconque  des  valeurs  de  p  correspondantes 
a  ce  même  élément,  et  conâdérons  le  produit  obtenu 
comme  représentant  une  valeur  approchée,  de  l'élément 
r  de  la  grandeur  S  correspondant  à  l'élément  A  de  la  gran- 
deur K.  La  somme  des  produits  ainsi  calculés,  représentée 
par  un  polynôme  de  la  forme  - 

p,*,-)-p,*,-t-...  +  f„^„, 
représentera  une  valeur  approchée  de  S,  et  eu  posant 
(aa)  S  =  p,  *,  -hp,*,  +. . .  -t-p,  t„ 

i3. 
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on  commettra  une  erreur  qui  nu  pourra  dépasser  la 
somme  lies  prodului  de  la  forme 
tk, 

c'est-à-dire  le  produit 

i[i,+  l.;-h..  ■  +  i„)  =  iK. 
Donc  l'équaiion  (aa),  qui  fournirait  la  valeur  exacte  de  S 
si  l'on  pouvait  choisir  convenablemeot  lei  coefficieiiti  - 

p.,  p,,--.»  p«, 
fournira  seulement  une  valeur  approchée  de  S,  si  l'on 
prend  pour  p,  l'une  quelconque  des  valeurs  de  p  correa- 
pondanlcs  è  l'élément  Ai,  pour  l'une  quelconque  des 
valeurs  de  p  correspondantes  à  i'ëlémeni  Ai,. . pour  p. 
l'une  quelconque  des  valeurs  de  p  correspondantes  i  l'é- 
lément À..  Mais,  en  prenant  pour  n  un  nombre  suffisam- 
ment grand,  et  pour 

A,,  *„..., 

des  éléments  suffisamment  petjts,  on  fera  dc'croltre  autant 
que  l'on  voudra  le  nombre  s,  et  avec  lui  la  limite  eK  de 
l'erreur  commise;  et  par  suite  on  rendra  le  degré  d'ap- 
proximalion  aussi  grand  que  l'on  voudra. 

Corollaire  I.  —  Lalbrmule  (aa)  fournirait  encore  nne 
valeur  trës-approbliée  de  la  somme  S,  pour  de  très-petites 
valeurs  des  éléments. 

, 

si  l'on  prenait  pour  coi;Qiciint  tic  Lhatjm;  l'IémenlA,  non 
plus  l'une  des  valeurs  de  p  currespondaiitcs  à  cet  élément, 
mais  une  quantité  très-peu  différenie  de  ces  mêmes  va- 
leurs ,  la  différence  étant  assujettie  à  décroitre  indéfini- 
ment avec  l'élément  A.  Ed  effet,  si  les  coefficients  désignés 
dans  la  formule  (aa)  par 

p..    pl.----  p- 
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soot  altérés  de  Eell«  sortu  que,  pour  des  vabui  â  de 

it„    Â,,...,  'i„ 
Btiffisamment  peiïui,  U  variation  de  chaque  coefficient 
devienne  inférieure  à  un  très-petit  nombre  t,  la  valeur  de 
Sf  déterminée  par  la  fonuule  (aa))  se  trouvera  elle-même 
altérée,  mais  de  manière  que  sa  variadon  soit  inférieure 

^  5(^,  +  X,  +  ...-t-*„)  =  .K. 

Or  cette  dernière  variation  deviendra  évidemment  très- 
petite  qnand  le  nombre  ï  sera  lui-même  très-petit. 

.  Comllairc  II.— La  foimule  (22)  fournirait  encore  une 
valeur  très- approchée  de  la  grandeur  S  pour  de  très-petites 
valeurs  des  éléments 

*„..i,  *„, 

ni,  dans  le  ealcul  Je  celte  somme,  on  faisait  ahstractioii 
de  zéro  pour  des  valeurs  troissatiiesJu  nombre  n.  En  effet, 


les  éléments  omis  et  r.  leur  somme.  La  somme  des  termes 
omis  dans  la  valeur  de  S  fournie  par  l'équation  (  aa  )  sera 
de  la  forme 

p'  /.■'+  p"  /.  "  + . . . , 
et  pourra  être  représentée  par  le  produit 

(r+r+. ,.)M(p',  p",...)=.xM(p',  p"....). 

Or  l  e  produit  d<;r:ruilra  indéfiniment  pour  des  valeurs 
Jécroissanlos  du  l'acleiir  k,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
pour  des  valeurs  croissantes  du  nombre  n. 

Comllaire  lil. — D'après  ce  qui  a  été  dît  dans  les  corol- 
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laîrca  prc-cédcnts,  on  peut  énoncer  la  proposition  sui- 


TnËOBêM&  XXI.  ~  ËLanl  donnée  une  grandeur  K 
toujours  positive,  dont  chaque  élément  varie  dans  un 
ou  plusieurs  sens,  aïec  une  ou  plusieurs  variables  indé- 
pendantes, si,  pour  cliaquc  système  de  valeurs  altribuées 
h  CCS  variables,  le  rapport  différentiel  p  d'une  seconde 
grandeur  ou  ([uanlilé  S  à  la  première  obtient  une  valeur 
déterminée  qui  varie  avci^  elles  par  degrés  insensibles, 
alors,  pour  calculer  S  avec  un  degré  d'approximation 
aussi  grand  que  l'on  voudra,  on  pourra  se  conienter  du 
partager  la  grandeur  positive  Ken  éléments  suffisamment* 

^  A,,..., 
puis  de  recourir  i  la  formule 

(m)  S  =  f-,*,  +  p,^,  +  ...-)-p,*„ 

dans  laquelle  chaque  élément  A  aura  pour  coefficient  OU 
l'une  des  valeurs  de  p  eorrcspeudanles  à  rel  élément,  ou 
du  moins  une  quantité  très-peu  différente  de  l'nne  de  ces 
valeurs,  la  différence  étant  assujettie  à  décrailrc  indéfini- 
mentavec  l'élément  A'.  Ajoutons  que,  dans  le  calcul  delà 
grandenr  S, on  pourra  faire  abstraction  de  quelques-uns 
des  él^enls 

A„    i,,...,  i., 
pourvu  que  U  somme  x  des  éléments  omis  décroisse  indé- 
finimeni  avec  ^■ 

Corollaire  I.  —  Si  tous  les  éléments 

-t,,  i., 
ou  du  moins  ceux  dont  on  ne  fait  pas  abslraction ,  d<!- 
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vienDeot  éganx,eu  désignant  par  Aleui'  valeur  commune, 
on  aara 

*=-It, 

ou  du  moins 

K  daignant  1%  somme  des  éléments  omis  ;  et  par  suite  la  ' 
'formule  (aa)  donnera 
(a3)  S^pK, 
ou  du  moins 

(a4)  S  =  p(H-y)^pK.-p<, 

la  vak^ur  tic  p  celle  qtu:  Jtlcrmiiii;  rtiqualion 

(aS)  f  =  i(p,  +  p,  +  ...  +  p,). 

Or,  en  vertu  de  l'équation  (aS),  la  valeur  de  p  sera  la 
spmmc  des  rapports  difïérentieU 

f't  p..---.  P.1 
divisée  par  leur  nombre,  ou  ce  qu'on  nomme  la  moyenne 
arithmétique  entre  ces  rapports.  Elle  sera  donc  inférieure 
au  plus  grand  de  ces  rapports,  et  si  x  décroît  indéfi  ni  meut 
ponr  des  valeurs  croissantes  de  n,  on  pourra  en  dire  au- 
tant du  produit  px.  Donc  alors,  pour  des  grandes  valeurs 
de  n,  la  formule  (a4)  k  réduira  sensiblement  à  U  for- 
mule (  95).  On  peut  donc  énoncer  encore  la  proposition  ' 
suivante  : 

Tbéob^b  XXJI.  — '  Les  mêmes  choses  étant  posées 
que  dans  le  théorème  XXI  pour  Atenir  S  avec  un 
degr^  d'approximation  aussi  grand  que  l'on  voudra,  on 
pourra  se  contenter  de  partager  la  grandeur  K  en  élé- 
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tnenis  suffisammeui  petits,  qui  seroDi  tous'^aax  entre 
eux,  h  l'exception  de  quelques-uns  dont  la  somme  k  dé- 
croisse indéfiniment,  tandis  que  le  nombre  total  n  des 
élémenls  égaux  devient  de  plus  en  plus  considérable,  puis 
de  calculer  »  valeurs 

du  rapport  différentiel  Ji,  qui  correspondent  respective- 
ment aux  n  éléments  égaux,  ou  qui  du  moins  diffèrent, 
très-peu  de  n  valeurs  rcspeclivement  œrre  s  pondantes  à 
ces  mêmes  éléments,  les  différences  étant  assujetties  à  dé- 
croître indéfiniment  avec->  et  enfin  de  multiplier  la 

grandeur  K  par  la  moyenne  arithmétique  entre  les 
quanti  lés 

Pour  montrer  une  application  des  théorèmes  XXII  ou 
XXm,  considérons  une  droite  matérielle  dont  la  longueur 
soit  désignée  par  H,  et  sur  laquelle  on  ait  concentré  une 
certaine  niasse  M.  Soit  d'ailleurs  ^le  rapport  difTérentief  de 
M  à  H,  ou,  en  d'autres  termes,  la  densité  de  la  droite  ma- 
térielle pour  le  pointP  dont  l'abscisse  estrt,et  snpposoas 
que  la  densité  p,  étant  fonction  continue  de  cette  absdise, 
varie  en  conséquence  avec  elle  par  degrés  însenublee. 

Les  quantités  désignées  par 

p,,    p,,...,  p., 

dans  ies  formnles  (  na)  et  (  aS  ) ,  devront  représenter  rigon- 
reusement,  on  à  très-peu  près ,  les  valeurs  de  la  densité 

correspondantes  à  divers  points 

P,,    P„  .  ,  P,, 

respectivement  situés  sur  des  éléments  égaux  ou  inégaux, 
mais  toujours  très-petits,  de  ta  longueur  H.  Cela  posé,  le 
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ihéorèmc  XXI  enlrainera  évidemment  la  proposîiion 

H  étant  la  longueur  d'une  droite  matérielle  sur  la- 
quelle se  trowE  concentrée  une  certaine  masse  M,  si  la 
densité  p  de  cette  droite  est  connue  et  déterminée  en 
chaque  point  P  do  la  longueur  H,  et  varie  avec  la  posi- 
tion du  point  P  par  degrés  insensibles,  alors  pour  obte-- 
nir  la  valeur  de  la  masse  M  avec  un  degré  d^approxi- 
mation  aussi  grand  que  T on  voudra,  on  pourra  se  con- 
tenter de  partager  la  longueur  H  en  éléments  suffisam- 
ment petits 

j5„    a,,...,  K, 
puis  de  recourir  à  la  formule 

M=p>A,  +  p,A,-t-. . .  +  p./i., 
dont  laqudie  chaque  élément  h  aura  pour  coefficient 
ou  la  densité  correspondante  à  fun  quelconque  des 
points  de  cet  élément,  ou  une  quantité  très-peu  diffé- 
rente de  cette  densàé,  la  d^érence  étant  assujettie  à 
Jécrottro  àtdéfiniment  avec  t élément  lui-même,  jou- 
tons que  dans  le  catcul  de  la  masse  H  on  pourra  faire 
abstraction  de  quelques-uns  des  déments 

A,,    h,,...,  6., 
pourvu  que  la  somme  x  des  éléments  omis  décroisse 
indéfiniment  avec  -• 

Si  les  éléments  de  U  longueur  H,  ou  du  moins  ceux  de 
ces  éléments  que  l'on  n'omet  pas,  deviennent  ^aux  entre 
eux,  on  pourra  faire  coïncider 

p.,    p.,---»  p.» 
avec  lea  valeors  de  la  densité  correspondantes  aux  pointa 

P.,   Pt.-  ..  P», 
<{nï  représentent  les  origines  ou  les  extrémités  des  élé- 
ments égaux,  c'est-à-dire  à  des  points équidistants,  maïs 


aoa  a-i-KTiQif.. 

ti-ès-rapprochi'S  les  uns  des  aulrcs,  e[  situés  sur  la  Ion- 
joueur  11.  IV ailleurs  bi  entre  les  exlréiuilés  de  la  loiigucuj" 
H  ou  |il:ice  des  ])oint5  é(|uiili5laiits,  cette  ligne  pourra 
i^tie  p;ir  eu  moyeu  divisée  eu  éléments  qui  soient  lous 
égaux  cutrt^  eu^:.  ou  tous  ^aux  k  Tezception  des  deux 
ei^Lri^uu-s,  qui  pourront  être  supposés  inférieurs  aux 
autres  ;  et  comme,  dans  cette  dernière  supposition,'  les 
éléments  extrêmes  poarjront  £tre  évidemment  omis,  leur 
somme  étant  très-pellte,  aussi  bïm  que  chacun  d'eux,  il 
est  clair  que  le  théorème  XXII  entraînera  la  proposition 
suivante  : 

H  étant  la  longueur  tState  droite  matérielle  sur  la- 
quelle se  trouve  concentrée  une  certaine  masse  M,  si  la 
densité  p  de  cette  droite  est  connue  et  déterminée  en 
chaque  point  Vdela  longueur  H,  et  varie  avec^  la  posi- 
tion du  pomt  P  par  degrés  insensibles,  pour  obtenir  la 
masse  M  avec  un  degré  d'approximation  aussi  grand 
que  Von  voudra,  il  suffira  de  partager  la  longueur  H 
par  des  points  égiiidistanls  en  clcinents  qui  soient  tous 
égaux  entre  eux,  ou  du  moins  tous  égaux  à  l'exception 
des  éléments  exirénws,  'que  Von  pourra  supposer  infé- 
rieurs aux  aulr<:s,  puis  de  inulliplier  la  longueur  H  par 
la  mojrenne  ariihmétiquè  entre  les  valeurs  de  la  densité 
correspondantes  aux  origines  ou  aux  extrémités  des 
éléments  égaux. 

Les  tliéorémcsXXIct  XXII  s'appliqu'îrilicut  encore  im- 

des  ligues  courbes,  ou  sur  des  surOK  i  ^  |.l:uies  ou  .  ouibcs, 
ou  même  des  masses  comprises  sous  des  volumes  donnes. 
Cette  détermination  se  trouverait  aiusi  ramenée  à  «lie 
des  longueurs,  des  surfaces  et  des  volumes. 

88.  Nota.  Dans  4e  Mémoire  qne  nous  venons  d'analy- 
tur,  M.  Caurhy  étend  les  pi  innipes  {tosés  par  loi,  relative- 
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ment  jiux  grandeurs  cocxislantes  Pt  auï  rapports  dîfTé- 
renliels,  à  la  définition  cX  à  la  recherche  du  rapport  des 
grandeurs  proporlioniielles.  Après  avoir  établi  ce  théo- 
rème fotidamenlal  :  Peux  grandeurs  coexistantes  sont 
ceriaiitame/it  proporlioniielles  l'une  à  l'autre,  lorsqu'à 
lies  élciiiDiits  égaux  dt:  l'une  correspondent  des  éléments 
égaux  de  l'autre,  il  montre  par  UD  très-grand  nombre 
d'exemples  et  d'applications  à  la  géométrie  élémentaire 
ou  analydque,  comment,  en  s'appuyant  sur  ce  théorèmct 
on  peut  aisément  démontrer  la  proportionnalité  d'une 
multitude  de  grandeurs  diverses.  Qu'il  nous  soit  permis  à 
cette  occasionderevendiqucrpourrillustreAmpèreet  pour 
nous  nue  priorité  à  laquelle  nous  attachons  quelque  prix. 
'  Ampère. a  protesté  le  premier  contre  une  lactuic 
incroyable  des  livres  élémentaires  d'algèbre  et  de  géomé- 
trie, l'absence  complète  d'une  définition  de  l'égalité  de 
deux  rapports  commensurables  on  incommensurables.  Le 
premier  aussi,  dans  ses  ieçons  da  Collège  de  France,  en 
1837  et  i8a8 ,  il  énonça  cette  déBtiitioD  ou  formula  ce 
caractère  distinctif  :  Deux  rapports  commensurahles  ou 
incommensurables  sont  égaux,  longue,  pratiquant  sur 
chacun  d'eux  l'opération  du  plus  grand  commun  divi- 
seur, les  quotients  successifs  que  Von  obtient  de  l'an  sont 
respectivement  égaux  aux  quotients  successifs  que  Von 
obtient  de  l  'autre,  soit  que  V  opération  se  termine,  soit 
quelle  ne  se  termine  piw.D'oùl'on  tirait  celleconclusîon  : 
Lorsque  en  exécutant  sur  deux  grandeurs  A  et  B,  ainsi 
que  sur  deux  autres  grandeurs  C,  D,  V  opération  du  plus 
grand  commun  difiseur,  on  a  de  pari  et  d'autre  les  niénies. 
quotients,  on  peut  remplacer  le  rapport  des  deux  gran- 
deurs A  et  B  par  le  rapport  des  deux  grandeurs  G  et  D. 

Nous  avons  publié  le  premier  la  démonstration  doimée 
par  Ampère,  de  ce  théorème  dans  le  lYaàé  de  Géométrie 
^  deNicoIlet,  imprimé  en  i83o  chez  Bachelier,  et  les  sppli- 


ai>4  6TÀT1<,111K. 

entions  que  nous  eii  finies  juDuvaienl  stir.ilwndaïuinonl 
son  utilité  rA  sa  fécotidîtc.  iVIais  celle  diiiiioiistration,  quoi- 
que irès-simple  au  fond,  c\igeait  un  appareil  de  noiations 
et  de  formules  qui  ellrayait  par  trop  les  commençants. 
Deux  années  plus  tard,  nous  fûmes  heureux  de  pouvoir 
anbstîmer  à  la  définition  d'Ampère  un  autre  caractère 
distinciif  incomparaLl émeut  plus  acreuiblededeux  rap> 
poris  égaux.  Deux  rapports  commemuraBlet  ou  incom- 
mensurables -^1  ^  sont  égaux  lorsque  la  m'*"  partie 
b  dc'B  est,  quel  que  soil  m,  contenue  autant  défais  dans 
A  que  la  m'*""  partie  d  de  D  est  contenue  dans  C.  C'est 
presque  l'énoncé  de  Caucliy,  mais  sans  le  mot  trop  vague 
d'éléments.  Cette  fois  la  démonstration  est  d'une  simpU- 
cîté  extrême.  En  effet  oo  a,  par  la  supposition  même, 

B  =  ni6,    C  =  md,    A=nd-f-r,    C  =  «d  +  r', 
les  restes  r,  r'  étant  plus  petits  que  b  ou  d,  et  décroissant 
indéfiniment  avec  m.  Or  de  ces  équations  on  tire 

B        mt  inb  m"^B' 

C  _w<f  +  r'_  H  _  5^^. 

D~     md    ~  m-     md~  m 

donc,  puisque^)  plni  petits  encore  que  r  on  r',  dé- 
croîtront de  plus  en  plus,  et  autant  qu'on  voudra  à  me- 
sure que  m  sera  jdns  grand,  la  grandeur  variable  —  peut 
approcher  autant  que  l'on  veut  des  deux  grandeurs  con- 
slanieï  -^i  et  par  conséquent  ces  deux  grandeurs  con- 
stantes on  ces  deux  rapports  commensurables  on  incom- 
mensurables sont  égaux.  Ce  théorème  a  été  publié  par  le 
R.  P.  David,  de  la  Société  de  Jésus,  notre  élève ,  dans  un 
programme  intitulé  :  Posilioncs  ex  pkfsicd-  et  mathesi 
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selectee,  imprimé  à  Sioii  (Suisse),  en  août  i83'2:  si  d'au- 
tres géomètres  l'ont  public  avant  cette  époque,  nous 
sommes  tout  prêt  A  reconnaître  leur  droit  de  priorité. 

Notre  démonstration,  comnu'  celle  d'Ampère,  s'appuyait 
sur  un  lemme  que  nous  énonciims  comme  il  suit  :  Si  une 
même  grandeur  variable  X  peut  approcher  auUiiit  ijue 
l'on  'Veut  Hp.  deux  grandeurs  constantes  A  ef  H,  ces 
deux  grandeurs  constantes  sont  nécessairement  égales 
entre  elles.  Depuis,  nous  énonçons  plus  simplement,  il 
nous  semble,  ce  lemme  tout  à  fait  fondamental  en  mattié- 
matiques  et  dont  il  est  absolonu-m  impossible  de  se 
passer:  Démontrer  que  la  différence  entre  deux  rpiiin- 
titét  constantes  A  et  H  est  /dus  petite  que  toute  grandeur 
assignable,  c'est  démontrer  tjue  ces  deux  quantités 
constantes  sont  égales  entre  elles.  En  efiel,  si  les  deux 
quantités  constantes  ne  sonl  pas  ^ales,  leur  différence 
est  clle-mâme  une  grandeur  constante  et  il  est  impossible 
qu'on  puisse  prouver  qu'elle  est  plus  petile  quctoutegran- 
deur  assignable.  Une  grandeur  constante  et  une  grandeur 
qui  peut  devenir  aussi  petite  qu'on  voudra,  sont  contra- 
dictoires dans  les  termea.S'il  s'agît,  par  exemple,  des  deux 
rapporta—]  aatislàisant  à  la  condition  énoncée,  puis- 
que lenr  difFérencc: 


est  pltis  petite  que  <*"  ^'  <P^'  peuvent  devenir  à  leur 
tour  aussi  petits  que  l'on  voudra,  cette  difTérence  est 
nécessairement  nulle  et  les  deux  rapports  sont  égaux. 

On  nous  pardonnera  cette  digression,  que  nous  avons 
crue  utile  et  légitime. 
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STATIQUE. 


DmËME  LEÇON. 

Caadilioiu  d'éqDllibrc  d'na  iTaUmc  ils  força»  luiuinl  sur  nn  coriia  on 
ememblo  ilo  points  lie)  iniariabiomcnt  entre  eui,  oice  Je)  intenaità 
et  dnn)  îles  ilireclinns  loiijouts  les  mêmes,  quelic  qur  soit  la  |io)ilion 
occupée  par  le  corps.  —  Point  conlnl.  —  Ligne  ccnlrilo.  —  i'In"  central 
du  eystèroo.  —  Cas  où  ie  corps  «t  assujetti  i  tourner  autour  d'un  point 
on  d'un  aie  Gio.  —  Application  de  la  ttaoorïo  aoi  corpst  la  fois  pesants 
et  magttéliqiiïs. 


SB.  Dans  Unit  ce  qui  pr&ède,  nons  bvoue  supposé  que 
le  i^stème  de  points  liés  invariablement  entre  eux  était 
absolument  fixe  dans  l'espace  ;  nous  ailmettrons  actuelle- 
mcnl  qu'il  se  meut  sans  cesser  d'être  soumis  k  l'action 
des  forces  toujours  les  mf  mes  en  intensité  et  en  direction 
qui  le  sollidient.  11  a'a^'U  de  trouver  les  conditions  né- 
cessaires pour  que  lus  foi-ces  emportées  avec  le  corps  oe 
cessent  pas  de  se  faire  équilibre,  et  de  mettre  en'évidencË 
quelques  propriétés  générales  irès-dîgnes  d'attention  d'un 
semblable  système. 

Taiil  que  It;  corps  se  meut  jiar.illÈleiiicnt  à  lui-ratme,  il 
n'y  a  rien  de  cjlia»gé  dans  la  siiualioii  i  clalive  du  corps  et 
des  foires  c|ui  le  sollicîlciK;  il  ne  poul  iloncélre  question 
que  d'un  moiiMinfiit  di;  louilioii  auLouril'un  poiiilqui; 
nous  preiuiroiis  pour  oti^iui?  de?  cnoidoiinécs.  Pour 
mettre  celle  rotation  en  ('qtiaiions  menons  dans  lu  corps, 
par  l'origine  des  coordonnées,  trois  aKcs  rectangulaires 
absolument  fixes  dans  le  corps,  mais  qui  se  meuvent  avec 
lui  dans  l'espace.  Soient  :  P  l'une  quelconque  des  farces 
données;  x,jr,  z  les  coordonnées  de  son  point  d'applica- 
tion;    n,  Ç  les  coonlonnées  de  ce  même  point  d'appli- 
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cation  par  rapport  à  trois  axes  fixes  dans  l'espace..  Appe- 
lons tji  l'angle  que  riiitcrsci.'tlon  du  plan  des  avec  le 
plan  des  xy  fait  avec  l'axe  des  x,  ip  l'angle  que  cette 
même  intersection  fait  avec  l'axe  des  ^,  â  l'angle  que  les 
axes  des  z  et  des  ^  fout  eatre  eux;  on  anra,  comme  on 
sait, 

3r.  =  t,{-~  sin'!.ainS]  +  i:(— siniimsi}i  +co5Tsini|icoïfl)' 

+  £[cosîCos.J--t-5inT3iD;cos8), 
j-=  ç  [-  cos^siDfl)  4-  -I  (sinysin-l  -t-  cosf  cos+  cosS) 

+  î  (- ces,  sin-|.  -H  sin  f  cos ^  cos8), 
.=  C  (coifl}-l-  «  (cosî  «nflj  +  ï  (siaç «nS). 

Les  Gondidons  d' équilibre  d'un  corps  solide  sont  d'ail- 
leurs 

ïX=o,  ïT=o,  EZ  =  o, 
ï(Ts.-Zr)  =  o,  I(Z*  — Xx)  =  o,  ï(X7— Y:ci=o. 
S  l'on  snbstiiae  dans  ces  équations  àx^  y,  t  leurs  va- 
leurs eu  g,  n,  el  si  l'on  remarque  d'ailleurs  qu'elles 
doirent  avoir  lieu  pour  tontes  les  valeurs  possibles  de  4|j 
f ,  6,  on  anra 

sX  =  0,    2Y  =  o,   iZ  =  o, 

:x;=o,  sxq=o,  zxi:=o, 

iTÎ  =  o,  iTm  =  0,  ïYÇ  =  o, 
2Zï  =  o,  -;Zn  =  o,  îZï  =  o, 
Si  l'on  fait  coïncide  L' les  .ixes  arbitraires  des  ^  n,  ^  avec 
les  axes  des  x^y,  z,  on  aura  x—\,  y  =  'n,  z  =  ^\  les 
éqnations'  de  conditioa  de  l'équilibre  d'uu  corps  solide 
pour  tontes  les  positions  qu'il  peut  occuper,  lorsque  les 
forces  qui  agissent  sur  lui  ont  constamment  la  même 
intensité  et  la  même  direction,  sont  donc 

ïX  =  o,  1Y=30,  ïZ  — 0, 
:Xj:  =  o,  i:X_ï-  =  o,  !.Xz=o, 
lYi  =  o,  ïYj-  —  o,  2Yï  =  o, 
ïZ«  =  o,    iZ/  =  o,    SZi  =0. 


■  ao8  STATIQUE. 

Si  ces  conditions  sont  remplies  pour  l'une  des  positions 
(lu  corps,  elles  le  seront  pour  touies  les  autres,  etle  corps 
sura  en  équilibre  dans  tous  les  lieux  qa'il  occupera,  c'esl- 
n-dirc  qu'il  sera  asiatique. 

90.  S'i!  .'iiiivf.  au  contraire,  que  toutes  CCS  ëquations 
ne  soient  pas  satisfaites,  on  pourra  toujours  introduire 
dans  le  système  une  ou  plusieurs  forces  qui  fassent  que  te 
corps  soit  en  équilibre  dans  toutes  ses  positions,  pourvu 
que  les  noUTcIIcs  forces,  comme  les  premières,  conser- 
vent aussi  dam  tontfs  les  positions  du  corps  les  mêmes 
intensités,  les  mêmes  direcdons,  et  les  mêmes  points  d'ap- 
plicatiwi.  Ces  nouvelles  Ibrces,  appliquées  en  sens  con- 
traire aux  mêmes  point»  d'application,  formeraient  néces- 
sairement un  sjslime  équivalent  au  sj^t^me  des  forces 
primitives,  et  pourraient  le  remplacer  dans  touiès  les  po- 
siitonsdu  corps. 

Considérons  d'abord  le  cas  où,  pour  rétablir  l'équilibre, 
il  suflit  d'introduii'c  une  seule  force  —  R„  appliquée  au 
point  Xf,  )  o,  Sa.  et  dont  les  composantes  soient  —  Xe, 
—  Y„,  — Zo-  Prise  positivement,  cette  force  équivaudra 
au  système  donné;  les  conditions  d'équilibre  (i)  sont 
alors  remplacées  par  les  suivaiites  : 

zX-X.  =  o,    ST  — T.  =  o,    ïZ— Z.  =  o, 
iXi— X,a;,  =  o,    2T«  —  T,i,  =  o,    îZa:  —  Z,«i  =  o, 

zXj— X.  j-. = o,  zTj- — Tr,r, = O,  2Zr — z^, = O, 

2Xs— X,  t,  =  o,    2Tî  — T,  i,  =  o,    ïZï  — Z.  i,  =  0. 

Si  la  force  principale  du  système  donnén'estpas  nulle, 
c'est-à-dire  ai  l'on  n'a  pas  â  la  fois  £X  =:  o,  £Y  ==  o, 
SZ  =  o,  on  pourra  éliminer  entre  les  équations  qui  pré- 
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cèdent  7g. 2«)       Vg,  Zd,  rt  l'i>n  trouvera 


ïX  '  ïY  '  ïZ' 

Le  point  x,^ya,  Zg  d'application  de  la  force  B,  qui 

suffit  à  rendre  le  corps  asiatique,  prend  le  nom  de  point 

central  du  système  des  furets  iliiniiées. 

S'il  s'agil  J'iiii  système  de  loi  e..,  parallèles,  et  <|ue  leur 

somme  ne  soit  pas  nulle .  e„  dé,i^,,aut  pr  a,  S.  y  les 

EX  =  ensaïP.     iY  =  coà  SlP,         =  eos-/  ïP, 
ïX.r  =  cosa--Pj:,   S  Yj- ^  ces  (5 ïPj,  SZî  =  coS7ïP:, 


or  ces  valeurs  de  Xt,yt,  'm  sont  les  coordonnées  du 
point  que  nous  avons  déjà  nommé  centre  des  forces  pa- 
rallèles, et  qui  devient  ainsi  le  point  oeniral. 

91.  Si  les  relations  ou  eondillojis  <U>  uuLuéro  qui  pré- 
cède ne  sont  pas  remplies,  les  forces  du  système  ne  pour- 
ront plut  être  remplacées  par  une  force  unique  ;  mais 
on  pourra  essayer  de  lenr  substituer  deux  forces,  ou,  ce 
qni  revient  an  m&me,  une  force  et  un  couple.  Désignons 
par  Bg  la  force  isolée ,  par  Xg,  Tg,  Zg  ses  composantes, 
par  JCg,  j'g,  Zg  l«s  coordonnées  de  son  point  d'application, 

j.  ,4 
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par  U,  —  U,  les  deux  Ioitlvs  iIli  coupU-,  (vir  X,,  Y,,Z,  les 
coiiiiiiw.irilc^  dc!  ii,,  par  x,,  y,.  j-\ ,  y\  ,  i\  \f-s  toordou- 
iires  .Ii^s  points  d'a[iplif:iU0Ii  de  li,  cl  —  ll.^par/),,  ç,,  r, 
les  projccliolis  du  bras  du  couple  K,  sur  k-s  trois  axes, 
projections  égales  aux  diSiérencca  des  coordonnées  des 
points  d'applicauon,  de  sorte  que  l'on  a 

p.  =  x,~-a^„    j,=y,— r,  =  *,  — 

Appliquées  à  ce  cas  particulier,  les  équations  (i)  don- 
neront, pour  condidons  d'équilibre  entre  les  forces  don- 
nées, et  les  forces  Bs,  ■+■  B„  —  R,  : 

£X=x,,  îT=r.,  xz=z„ 
i%i  =  Xtx, + X,  ,  iXx  =  x,r. + X,  î„ 

2  r«  =  T.:r.  +  Y,p„  ZYf  =  Y.x.  +  T,  î. , 
iZx  =  7^y:  +  Z,p„    "-Zy—  Z.j-,  +  Z,f  „ 

i;X:  =  X.s.-(.X,r,, 

ïT  =  =  Y.i,4.Y,r,, 

lZi  =  Z,*,  +  Z,r,. 

Si  entre  ces  équations  on  élimine  d'abord  X,,  Tg,  Z», 

X,,Y,,Z,,  on  irouve 


/.,:Xj  — 

(7,x.-/..7.)EY  =  ''. 

(3) 

1  7,îZi-;,,ïZj-- 

r'v,!,  — p,7,)£Z=o, 

(r,j.  — /),i,)îX  =  0, 

(r,x.—p,  î.)ïT  =  o, 

'    MZ.r  — /j.ïZi  — 

.(r,x.-/.,i.}ïZ  =  o, 

Si  1 

a  furcc  principale  n'e; 

)t  pas  nulle,  ou  si  t'i 

2X^2y  =  2Z=o, 

nii  pourra  climinrr  i 

7,[ïZsXj;  — i:X:i;Z^]  =  ;>,[ïZsX7—  sXlZj-], 
rJlYsX*  ~  lXïT*l  =  />,[ïYïX  ■  —  sXsTb], 
r.riZSXi  — îXïZil  =  fl,[ïZlXi—  iXïZsj. 
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Éliminant  enûn  p,,  r„  q,  ou  divisant  membre  i  membre 
les  denx  premières  et  les  deux  dernières  équations,  on 
arrive  enSn  aux  deux  ^uatîons  de  condiûoa 

■ 

ïX(ïTa!ïZz  — ïZxîY;) 
-t-EY(lXïïZ3:  — iZjïXj;) 
+  ïZ(iyiî;X.t;^  ïXî'.Yj:)^  Q. 
Si  ces  cotulilioiis  snni  s^iii^f^nii-;,  !■[  si  c;ti  iiiùme  temps 
on  n'a  pas2X  =  o,  £Y  =  o,  i>,  c'c^l-■l-ai^(i  si  la 

force  principale  du  système  des  forces  données  a'm  pas 
nulle;  etsi  l'on  fait,  pour  abréger, 

SYsXx  — iXïYj-  =  S,, 
lY;Xj— sXïYj  =  S„ 
EYïXs— LX:Y;  =  S„ 
en  se  donnant  arbitrairement  ^i,  on  trouTera 
S,  S, 

7,=;,,--,      r,=p.^^.  ■ 

Par  conséquent,  en  appelant  ^,  fx,  u  les  angles  i]Ue  le 
bras  du  couple  K,  fait  avec  lus  axes,  ou  anra 


 Sr  

~S'(V  +  IS,)'  +  (S.)'' 


sa  direcdon  est  donc  complètement  déterminée  et  indé- 
pendanle  de  la  valeur  arbitraire  attribuée  à  pi.  Si,  pour 
abréger  plus  encore,  on  pose 

îYrïX*— sXrïT*  =  T,,   £TilXx— ïXizT«  =  T„ 
.4. 
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on  Uren  de»  éqnaliom  (a) 

c'esi-à-direque  le  point  d'applicalion  de  U  foreeB.  pourra 
être  un  point  quelconque  de  la  droite 

S,  S,  T. 

(5)  ■      y=''^,'^s;'  '^'^s^'^s;' 

parallèle  à  l'axe  Ju  couple  ;  celle  ligne  invariaWe  dan»  le 
corps  a  reçu  le  nom  de  ligne  centrale  du  système.  Le» 
composantes  X.,  Yo,  Z»,  X„  Y„  Z-»,  sont  d-aîlleur» détei- 
minées  par  IfS  équations 

X.=  2X,    T.=  IT,    Z.  =  ïZ, 


En  résumé,  lorsque  les  deux  équations  de  condition  (4) 
sont  satisfaites,  ou  peut  réduire  le  système  donné  à  une 
forre  et  à  un  couple.  Le  point  d'appHealion  de  la  force, 
é-ale  et  parallèle  à  la  force  principale  du  système,  peut 
èlri- i-hoisi  arbitrairement  sur  la  ligne  centrale.  Le  bras 
du  coviple  pourra  ttre  pris  arbitrai  rem  eut  sur  une  ligne 
quelconque  parallèle  à  la  ligue  centrale,  la  force  du 
couple  dépendra  à  la  fois  et  de  la  longueur  athitrsire  attri- 
buée au  bras,  et  des  coordonnées  du  point  d'applicalion 
de  la  force  égale  et  parallèle  à  la  force  principale.  A  la 
force  E.  et  au  couple  {R,  — Ri)  on  pourra  substituer 
denx  forces  appliquée»  à  deux  points  de  la  ligne  centrale  ; 
les  composantes  de  ces  forces  et  les  coordonnées  de  leurs 


Digilized  by  Google 


ÎILE,    FORCES  COHSTAITTBB.  ai3 

points  d'applicatiou  seront 

X,— X,,    Y.-Y,,    Z,-Z,,.r,,    y„  z., 
X,,    Y,,    Z.,    .-r.  +  p,,    j-.+  q., 
Les  é([uaiioa$  de  condition  (4)  sont  toujours  satisfaites, 
lorsque  toutes  les  forces  du  système  sont  dans  un  même 
plan,  qu'on  peut  suppiiscr  parallèle  au  plan  des  3y,  parce 
qa'alors  tous  les  z  sout  nuls. 

92.  Lorsque  la  force  principale  est  nulle,  OU  lorsque 
Ton  a 

ïX=:o,     ïY  =  o,  ï2=o, 
les  équations  (3)  donnent 

sXj  tYx  _  IZi      ïXj:_  ^Yj:_  IZx 

Cea  conditions  remplies,  l'une  des  projections  du  bras  du 
couple.  Pi ,  par  exemple,  pourra  être  piîse  arbitrairement, 
et  l'on  aura  pour  déterminer  les  deux  autres, 
iXj-  ïX* 

l'^P'Wi'  ixi- 

On  aura,  en  outre, 

X.— o,    ï.=  o,  Zo=o, 

x,=^,  Y,=îlf,  z,=Hf. 
p,  p,  p. 

Les  forces  docmi-es  su  réduiront  donc  à  un  couple  dont 
le  bras  aura  une  longueur  et  un  point  d'applicaUun  arbi- 
traires, mais  une  direction  déterminée. 

Soient  X,  ft,  v  les  angles  que  cette  direction  fait  avec 
les.  axes,  on  aura 


;i2X»-)"  +  (îXj-)'- 

mx.)' 

rt£X«)"+lLXj)M 

-(!X.)' 

Les  conditions  (6)  sont  laojours  remplies  d'elles- 
mêmes  lorsque  toutes  Jes  forces  du  système  sont  paral- 
lèles, sans  résultante,  mais  non  pas  en  équilibra. 

93>  Si  l'une  des  condidons  (6)  n'est  pas  remplie,  les 
forces  données  pourront  cependant  être  toujours  rcmpla* 
céespar  trois  forces,  ou,  ce  qui  revient  au  mfime,  par  une 
force  et  deux  couples,  à  moins  toutefois  que  U  force 
principale  ne  s'évanouisse.  Désignons,  en  conservant 
toujours  k's  mûmes  nolaiions,  par.R,  l'une  des  forces  du 
second  couple  R,  —  It,,  par  X,,  Yt,  Zi  ses  composantes, 
par  Pi,  y,,  l'i  les  projecliiins  de  son  bras.  Il  faudra,  dans 
li's  équations  n"  91,  remplacer  Xi/^,  par  X,  /),  4-  X,p,, 
ïiPi  par  Yi/Jj+Yip,,  etc.  Si  l'on  fait,  pour  abréger, 

u  =  q,r, —  r.q„     v  =  r,p, — /i,r„     «i=p,q, — q,p,, 

ïXfEYaïZ*—  SZ»ïïai)+  :Y{lZiEXa:  — ïZ^ïXï) 

+  ïZ(ïT*  ïX*  —  STaïX*)  V, 
IX  (  2Y«  iZy  —  iZxlYr]  +  2T[  iZx  eXj-  —  ïZj-  ïXx) 

-|-5Z(ïT.rïXa:— :V4:ïXj-)  =  W, 
ïXjr(ïZïlTr— IYïïZj')  +  ïYx(ï2/ïXî-iZz;Xj-) 

-l-ïZx|EYEEXr— iYj-ïX«)z=S, 

l'élimination  des  neuf  quantités  Xg,  Y„  Zg,Xi,Ti,  Zi, 
X.,  Y„  Z,,  si  l'on  n'a  pas  SX=2:Y=2Z=  o,  donnera 

«_U  P_V  f  __W 
7"»'    *~  s'    i~  S-' 

En  cboisissant  arbitrairement  les  six  quantités  x^,  y„ 
Pli  ?i  )  Pti  ?i  0°  déterminera  les  trois  aafres  par  les  équa- 
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 S  — Ui.— Vr. 

-.— 

\lp.-\-\,,. 

vr  ' 

— _ 

w .  ' 

Il  en  résulte  :  i°  que  lepoint  (xs, y»,  2«)  d'application  . 
àv  la  force  prÏDcipale  pourra  fitre  choisi  arbitraireoient 
dans  le  plan 

ÏJx  +  Vy  + Ws=Sî 

a"  Que  les  bras  des  deux  couples  devront  ilre  paral- 
lèles k  ce  plan,  auquel  gn  donne  le  nom  de  plan  central 
du  système,  et  qm  est  entièrement  fixe  dans  le  corps  ou 
ensemble  de  points  invariablement  lîës  entre  eux. 

Les  composantes  de  la  force  principale  et  des  forces  des 
couples  sont  d'ailleurs 


p,'h' 

-  'l'P- 

{'/,■■: 

p.  <h— 

- 

■  ïZr- 

,~P,r,)^z 

P'1'— 

q.p. 

[p.y, 

,  — fl,j.)iX 

p,q,— 

ïYï- 

/'i7=- 

— \ 

'p.r.- 

En  r^umé,  lant  que  la  force  principale  n'est  pas  nulle, 


le  systèmu  est  loiijoui  s  réductible  à  une  force  unique  et 
Aduuï  couples.  Le  point  d'spplication  de  U  force  unique, 
ëgale  et  parallèle  à  la  force  principale,  peut  Être  un  quel- 
conque des  points  du  plan  central.  Let  bras  des  deux  cou- 
ples doivent  fitre  pris  sur  deux  lignes  parallèles  i  ce  plan; 
lenr  longueur  est  arbitraire,  mais  les  forces  des  couples 
dépendent  à  la  lois  de  la  longueur  et  de  la  position  arbi- 
traire des  bras,  ainsi  que  des  coordonnées  du  point  d'ap- 
plicatiou  de  la  force  unique.  A  la  force  unique  et  aux 
deux  couples  on  pourra  substituer  trois  forces  appliquées 
à  trois  points  quelconques  du  plan  central;  les  compo- 
santes et  les  coordonnées  des  points  d'applicaUon  de  ces 
forces  sont 

X,— X,  — X„    Y„~Y,  — T„    Z,— Z,— Z,,    x„  ï„  t., 
X„  Y,,  Z.,    r.-hp.,    J.  +  f.,  i,-hr„ 
X„  Y„  Z„  r,+  q„  z.-\-r,. 

94.  Parmi  les  diverses  positions  qu'on  peut  assigner  au 
point  d'application  de  la  force  unique  cl  aux  Lras  des 
deux  couples,  il  en  esi  qui  (■oriiluiieiii  n  quelques  pro- 
priétés rcinatxiuables.  Ce  sont  cdli's  lellemi'ni  choisies  que 
(les  trois  forces  Hoi  ï^n  chacune  soit  perpendiculaire 
aux  deux  autres,  et  que  les  deux  bras  des  couples  soient 
ausaî  perpendiculaires  entre  eux.  Pour  que  ces  condî^oni 
soient  remplies,  les  quaniilcG  Xo,jo,  p\,  Çi,  pt,  ft  doirent 
être  tellement  choisies  que  l'on  ait 

X.X,-l-Y.r,-HZ.Z.=o, 
X.X,-J-T,Y,-(-Z,Z,=o, 

X,X,+  Y,T,+  Z,Z,=o, 
p.p,+  t.'h-hr,r,  =  o. 


Si  dtus  les  deux  premières  de  ces  équa^ons  on  substitue 
les  valeurs  trouvées  précédemment  poiu'  X»,  ¥«,  Zg,  X,, 
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Y,,Zi,X„Y„  Z„  on  aura 

7,  (ZXZX«  -t-  ÏYÏYx  +  ZZXZz) 

-  (  SX  ïX j  ^  E  Y  STj  -F  2Z  ïZj-) 

-  {q.^,-P^.)  1  (ïX)'-l-(ïT)'+[iZ)'  !  =0, 
7,(;:XsXj:-f-ïY:iYx-t-ïZïZi)  ■ 

— (ïXïXr+ £Yî;ïj-+ EZïZj-) 

-  (î.'.-j'.j.)  î  (2X)--H  (2r)--i-{ïz)'  t  =oi 

el  on  en  ûrera 

_  eX£Xj  +  IYsYj+£Z1Zj 
'•~      IÏX)'4-IIY]'+(1Z)'  ' 
IXlXj  -h  iTtTj-  +  2ZlZ  j- 

(ZX}--t-(2T)'+l22J'  ' 

ï,  '■■■(ïX)'+(ïY)'4-(ïZ)' 

Ce  point  jr„,_j'o,  Za  est  actuellement  le  centre  de  toutes  les 
composantes  des  forces  données  suivant  la  direction  de  la 
force  principale  Ra.  En  effet  mie  quelconque  de  ces  com- 
posantes a  pour  expression 

X£X  + Y:^Y  +  Z^Z 
(ïXJ'+(ïY)'  +  (EZ/* 

et  les  coordonnées  du  centre  de  ce  système  de  forces  pa- 
rallèles seraient  évidemment  données  par  des  équations 
identiques  avec  celles  qui  donnent  ar„^o,  'o- 

Le  point  x„,  y^,  z„  a  reçu  le  nom  de  centre  du  plan 
central.  Nous  le  prendrons  désormais  pour  origine  des 
coordonnées,  et  nous  supposerons  le  corpsou  système  inva- 
riable amené  à  one  position  telle,  que  le  plan  des  coïn- 
cide avec  le  plan  central  j  nous  placerons  en  outre  les  bras 
des  deux  Gonplesdans  ce  mèmeplancentral, et  comme  nous 
admettons  qu'ils  sont  perpendiculaires  entre  eux,  ils  feront 


Ol8  fcATIQUB. 

avec  l'axe  des  x  (les  angles  u,  -  +ii,ei  il  faudra  détermi- 
ner u  parla  condilion  que  les  forces  ]t,,R,  soient  perpen- 
diculaires, ou  que  l'on  aitX,X,  -f-  Y,Y,  +  ZiZ,  =  o.  Or 
puisque  X<i,^o,  Zq  sont  nuls,  les  valeurs  de  X,,Y„Zi,X,, 
Y|,  Z|  deviennent 


P'I'—'h!'' 
/>,?,— y,/». 


z,= 

substituant  ces  valeurs  danaXiXi  -f- T|Yi -f-ZtZ|,  =  o, 

Mais,  dans  le  cas  actael, 

q,=p,  langu,    q,= — pxcottt, 

et,  par  suite, 

Piq,+g,Pt  =  ~  api/».  coi2«,    9if>=  —Pi/ht 
substituant,  cfTacant  le  facteur  commun  , — — =)  et 
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traasposaiit,  il  viendra 

Ueu:<  droilGS  mcnéi;»  par  le  cenlrc  du  plan  central  pa- 
rallèlement aux  directions  des  deux  bras  des  couples,  dé- 
Icrniinécs  par  les  valeurs  dcuet  dc--|-u  ainsi  trouvées, 
s'appelleront  les  lignes  centrales  du  plan  central. 

93.  Lorsque  la  force  centrale  est  nulle,  ou  lorsque 
ronaZX  =  o,  SY^o,  SZ=o,  U,  V,  W  sont  aussi 
nuls,  et  pour  que  l'on  ait  —  j'o  —  -0  =  0,  c'est-à-dire 
pour  que  l'origine  coïncide,  comme  uotis  le  supposons, 
avec  U  centre  du  plan  central,  et  que  le  plan  central 
coïncide  avec  le  plan  des  xy,  on  devra  nécessaire  ment 
avoir  (n"  93)  S  =  a;  si  cette  condition  est  satisfaite,  on 
trouvera 

u  _  zXj'SYa  — zXzZT.r 
B.  "~  EXiïYj-  —  ïX/ïïx' 

Les  six  projections  p,,  q,,  r,,  p,,  rf,,  r,  ne  sont  plus  liées 
entre  elles  qae  par  deux  équations;  si  l'on  se  donne  p,, 
ÇiyPt>  ?3)      valeurs  de  r,,  r,  seront 

c'est-à-dire  que  les  bras  des  couples  derront  être  parallèles 
au  plan 

-+y{lX»ïY*  — lXa:ïY«) 
,  +z(ïX*lTr-2XrlY*)=o, 
Leur  grandeur  et  leur  direction  dans  le  plaa  restent  com- 


330  STATIQUE. 

pifitemeat  arbitraires*,  les  composantes  de  la  force  unique 
et  des  forces  des  deux  couples  soat  d'ailleurs 


—  îi/^ 

l'.'h- 

—  ï./'; 

p,'l. 

—  q,{j. 

—  î.lZi 

96.  Enfin  lorsque  la  force  principale  sera  nulle  sans 
<jue  S  lu  soil,  le  système  pourra  toujours  être  remplacé 
par  trois  couples  ou  réduit  à  trois  couples.  Soient  Xi,  Y,, 
Z„  X„  Y„  Z„  Xj,  Y„  Z,  les  comjwsantes  des  forces  dos 
trois  couples,  p,,  q,,  r,,  p,,  y,,  /),,  q,,  r,  les  projec- 
tions de  leurs  Viras  sur  les  trois  axes,  les  condi(ions  géné- 
rales d'équilibre  ou  les  équations  (i)  (n"  89)  deviendranl 

EXï  =  X,r,  +X,^,  4.X,r;, 

ST*=  Y,p, -H  Y,^  4- Y,/J„ 
ïTj-  =  Y,7,-(- Y,7,-hY,7„ 
ïy»=T,r,  -(-Y,/v+ï.r„ 

ïZ«  =  Z,;»,  4-  Z,p,  +  Zj.„ 
eZj-  =  Z,  ï,  -I-  Z,q,  +  Z,î„ 
2Z»  =Z,r,  -»-Z,r>  +Z,r,.  . 
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Les  quantités  pt,  <Ji,  r,,  p,,  q,,  r,,  pi,  ifs,  qui  déter- 
minent la  longueur  et  la  position  des  bras  des  couples, 
peuvent  être  prises  tout  à  fait  arbitrairement;  les  compo- 
santes X|,  Y,,  Z,,  X,, . . .  (les  forces  seront  alors  détermi- 
nées par  les  équations 

_  EXj(/-,7,— +  £Xj-(r,^.  — ->-  SX» (/h?.  — 

_  t^x{r,q,—  q,r,)  -f-  ST  j-  fr.p,  — p,r.)  ■*.  rSi(p,ç,  —  9,p,) 


97.  Nous  venons  de  voir  qu'un  systôinc  de  forces  de 
direclion  et  d'inlensilé  invariables,  sollicitant  tonjours 
•les  inf'mfis  (loinls  d'un  roi  jis  dniirii'.  d.ins  tontes  Il's  posi- 
tions de  ce  diTuicr.  réduit  à  une  forci:  uniqui;  cl  à  deux 
couples,  à  moins  que  la  force  principale  du  système  ne 
soit  nulle.  La  force  unique,  égale  et  parallèle  à  la  force 
principale,  peulétre  appliquée  à  un  point  quelconque  du 
plan  central.  Les  bras  des  deus  couples,  de  longueurs 
arbilraireai  peavent  être  pris  parallèles  aux  lignes  cen- 
trales;'1es  forces  du  couple  seront  alors  perpendiculaires 
entre  etlea  et  à  la  force  principale.  Dans  chaque  position 
du  corps,  ces  deux  couples  pourront  £tre  composés  en  nn 
seul;  et  (n°  38)  parle  transport  de  la  force  unique  en  on 
point  quelconque  de  l'axe  central  correspondant  A  cette 
position,  le  couple  résultant  et  le  couple  né  du  transport 
pourront  se  composer  en  un  couple  unique,  perpendicu- 
laire à  l'axe  central.  Ce  couple  alors  sera  minimum  ou 
le  plus  petit  possible  pour  la  position  acluelle  du  corps, 
et  ^al  à  la  projection  dn  premier  couple  résultant  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  la  direeiiun  de  la  force  principale 
(n"  38).  SI  cette  position  du  corps  vient  à  cliBugcr,  la  posi- 
tion dans  le  corps  de  l'axe  principal  changera  aussi  ;  il  en 
sera  de  même  du  moment  du  couple  résultant  minimum. 


et  11  est  ùitércssaiil  <lc  cliei-clicr  quelle  doit  6trola  position 

pour  que  le  syslt-me  (les  forces  données  se  réduise  »  la 
force  ou  résullanle  unique.  C\-M  ce  cjuc  nous  allons  faire, 
mais,  au  lieu  de  li.iit  rapperier  ;,  dis  a^es  lixes  dans 
l'espa.  e,  oi.  d.- considérer  les  dlreclinns  d,  s  lei  ces  .  o.nme 
invariables  dans  toutes  les  positions  moliiles  du  corps, 
iioussupposorous  au  contraire  que  ccst  le  corps  qui  resie 
fixe,  et  que  ce  sont  les  directions  des  forces  qui  varient, 
en  coniiuuant  néanmoins  de  faire  les  mêmes  angles  entre' 
elles,  et  avec  trois  plans  coordonnés  mobiles  dans  l'espace. 
Nous  prendrons  comme  origine  des  coordonnées  pour  les 
trois  ases  Ëxes  dans  le  corps  le  centre  du  plan  central, 
devenu  plan  des  xy,  et  pour  ases  des  x  et  des  les  deux, 
lignes  centrales,  en  sorie  que  l'on  ait 

x,=  0,  j-.  =  0,  z.=  Oi     q,  =  0,  r,  =  a,p,=  o,  r,=  o. 

Les  composantes  X|,  T„  Z.,  X.,  Y.,  Zt  ont  alors  pour 
valeurs 

p.  l>.  I>< 

Si  l'on  calcule  les  roeijiosanli'.'.  L,  M,  ^'  du  moment  li- 
néaire résultant  de  ces  deux  couples,  on  trouvera 
L  =  T,r,-j-y,r,—  Z,q,=—Z,^„ 
M  =  Z,p,  +  Z,/>,  —  %,  r,  —  'S.,r,  =  Z,p„ 
N  =  X,1.  +  X,7,—  Y,;.,-  Y,;..  =  X,,,  -  Y,/»,. 
Pour  avoir  le  enujile  minimum,  il  faut,  n"  38,  projeter 
le  moment  linéaire  résulioni  sur  la  force  principale  qui 
fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  son 
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^»      ce  couple  minimum,  que  noua  appellctons  K,  i 

K  =  

„g4Z.X,— X.Z,)  +  /ii(Y.Z.-2.T.) 


Il  rapproche  k'sdeiix  identités 
(Z.Y,- Y,Z,)X,+  (X.Z,-Z.X,)  Y,+  (Y.X,  — X.Y,)Z=  =  , 
(2,Y,~Y.Z,)X,+  (X.Z,  — Z,X,)Y.+  (Y.X,-X.Y,)Z.  =  ( 
des  deux  équations 

■    X,X,  +  T,T,-!-Z,Z,=o, 
X,X.+  Y.Y.-KZ,Z,=o, 

on  en  conclura 

Z.Y,  —  Y.Z, _ X./, ~  Z,X,  _  Y.X,—  x.r, 
X,        ~        Y,         ~  Z, 
-    _  v^(Z.Y,—  Ï.Z,)'+  (X.Z,— Z.X,i'-t-  (Y.X.-  X.YO' 
~  B, 

_  VRjaî  -  [X.x,-t-  Y.Y,  +  /.z7)  _  iMu 

~  K,  l\,  ' 

Z.Y,-T.Z.  =  5^X.. 

X.Z,-Z.X,=^T„ 


Y.X.-X.T.=  ^'Z, 


on  ITOnverait  de  mteie 


Z,T.-ï,Z.=  M;x„ 
X,Z.-2,X,=  îiY„ 

t,î;.-x,t.=!^z„ 
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et,  par  conséqucnl, 


P,x.i5;_„Y,, 


Il  s'agit  mainieuant  de  trouver  les  conditions  qu'il 
faut  remplir  pour  que  ce  couple  minimum  soll  nul.  Si 
l'on  dcsigue  par  n,  Ç  ]es  coordonnées  de  l'un  quelcon- 
que des  points  de  l'axe  principal  ou  central,  ou  aura 
K38) 

T.t-Z..  =  L-^,  Z,s_X„=M-M, 

et  si  le  couple  minimum  K  doit  être  nul,  - 

T.ï  -  Z.fl  =L  =  —  Z,y„    Z.Ç— X.Ç =M  =  Z,p, , 
X,K  — T,S  =  H  =  X,g,—Y,p,i 
CCS  trois  équations  se  réduisenl  réellomeut  à  deux,  c'est- 
à-dire  que  l'une  quelconque  d'entre  elles  se  déduit  des 
deux  autres,  parce  que  la  condition  K  =  o  entraiuc 
l'équation  suivauto  : 

LÏ,-t-HT.-)-nz,  =  o. 
11  reste  à  voir  comment  on  pourra  y  M^sfaire  indépea- 
d&mment  de  la  direction  des  forces,  on  quelle  que  soit 
cette  dïrectioB.  Si  l'on  fait  d'abord  Ç  =  o,  on  aura 

X,Ç=  — Z,/i,,    X,n  =  Xj7,  — Y,;),; 
carrant  ces  deux  l'uualions,  divisant  la  première  par 
p{nj,  la  seconde  parpJR]  —  Vjl^îi     ajoutant,  on  trouve 
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Mais  puisqui!  les  trois  fortes  Up,  Ri,  R,  sont  toujours 
perpendiculaires  entre  elles,  la  sQmme  des  carrés  des 
cosïiMis  des  angles  qu'elles  font  avec  l'axe  des  X  est  ^le 
à  l'unité  ;  on  a  donc 


(i)'*(^r-(i)=- 


et,  par  conséquent , 

a;  a;  r',  bj'  bî  a;  ~  h;  r;  ' 
Substituant  des  laleurà  et  ajani  égard  à  l'équadon 


Si,  au  lieu  de  (aire  |  =  o,  on  avait  fait  » 
trouvé  ' 


q',R[  —  b; 

Ces  équations  représentent  deux  courbesdn  second 
iegrè  situées  dans  deux  plans  perpendiculaires  au  plan 
central;  l'une  est  une  ellipse,  l'autreone  hyperbole,  parce 
que  des  deux-  différences  ^JR;  — p^RJ,  p'R",  —  yîR;, 
l'uneestnccessairemeni  positive  et  l'autre  négative.  Le 
grand  axe  de  l'ellipse  ciTaxc  réel  de  l'hyperbole  coïncident 
avecl'axedesÇ.el  le  centre  des  deux  courbes  esta  l'origine 
des  coordonnées.  Les  foyers  de  l'une  coïncident  en  outre 
avec  les  sommets  de  l'autre.  Si ,  par  exemple ,  <}t  R,  est 
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plua  grsnd  que  pt^i,  l'çUipse  sera  dans  le  plau  <Ies  Ç^, 
el  rbyperiiole  dans  le  plan  des  11%,  on  aura  pour  lu  som- 
met de  l'ellipse 

et  pour  son  foyev 

pour  le  sommet  dr  l'liv|"'i  lioli- 

.=:.  .^*.«;. 

et  pour  son  fovci" 

Les  plans  de  l'hyperbole  c;t  de  l'ellipse,  ou  les  plans 
menés  par  les  deux  lignes  centrales  perpendiculairement 
au  plan  central,  s'appelleront  Ice  platu  milieux  du  sys- 
tème. Le  théorème  renfermé  dans  ces  prémisses  et  qui  a 
été  découTcrt  d'abord  par  M.  Minding,  peut  s'énoncer 
comme  il  suit  : 

TaéontMB  DE  MiîtBiBa.— Lorsque  les  forces  guisolU- 
citent  un  corps  ou  un  système  de  points  liés  invariaile- 
ment  ei}tre  eux  conservent  dans  toutes  les  positions  du 
corps  les  mêmes  iiiiensiiés ,  les  mcniei  directions  et  les 
mêmes  points  d'application,  et  que,  comme  on  p^tt  le 
faire  d'un  nombre  infinide  ntaniéres,ona  amené  le  corps 
dans  une  position  telle,  que  toutes  les  forces  puissent  être 
remplacées  par  une  résultante  unique,  ce  qui  suppose 
nécessairement  que  la  force  principale  du  système  n'est 
l'as  nulle i  la  direction  de  la  résuhaulc  unique  se/a  telle, 
qu'elle  rencontrera  toujours  dans  le  corps  une  même 
vllipse  et  une  même  hyperhole  qui  ont  pour  centre  com- 
mun le  centre  du  plan  central,  qui  sont  situées  l'une 
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dans  l'un ,  l'autre  dans  l'autre  des  deux  plans  mdieux 
du  sjslènii;,  /ii:rf)endicula»vs  entre  eux  et  ait  plan  cen- 
tra/, cl  qui  sont  liées  l'une  à  l'autre  de  telle  sorte  ijue 
le  sommet  de  l'une  coïncide  avec  lefvferde  l'autre, 

98.  Supposons  inaîtiienant  que  le  corps  ou  système  de 
points  auquel  sont  appliquées  des  forces  ayant  toujours 
la  même  intensilé,  la.  même  dîractiou  elles  mêmes  poinia 
d'application  ne  aoït  pins  mobile  qu'autour  d'un  axe 
donné,  et  cherchons  dans  ce  cas  les  conditions  d'équilibre 
eide  réduction  du  système  de  forces  au  plus  petit  nombre 
possible  d'élûnicnlg.  Si  l'on  prend  l'an  fixe  pour  axe  des 
e ,  on  démontrera ,  comme  au  n°  89,  que  les  conditions 
d'équilibre  sont  ; 

iX  — o,    :Y  =  o,     IZ  — o, 
IXi  =  o,    ïYi  =  o,    lZx  =  o,    ^Zy  =  o, 
2Xi+EÏj-=o,    IX/— 2T«=o. 

Si  ces  condîtioDS  sont  remplies ,  le  corps  sera  en  équi- 
libre quelle  que  soit  la  position  qu'il  occupe  dans  sa  ro- 
tfitîon  anionr  de  l'aie  des  2. 

99.  Si  toutes  ces  conditions  ne  sonl  pas  remplies,  les 
foree&dn  système  pourront  au  moins  être  réduites  à  une, 
deux  on  trois  forces.  Cherchons  d'abord  les  conditions 
dfi  leur  réduction  à  une  force  unique.  Soient  X*,  Yg, 
les  composantes  de  cette  résultante  unique,  et  a-j,  j',,  a, 
les  coordonnées  de  son  ))oinl  d'applicalîoti,  on  aura 

X.=  2X,    ï,  =  ïY,    Z.=  EZ, 
ïXs  =X.i„    îZar  =  Z,x.,    ïTs  =  T,».,    S2j-  =  Z,/., 
îX*  +  iTj-=X..c.  +  Y,y„    t%x  —  ïT«= X,r.  —  Y.i,. 

En  supposant  que  la  force  principale  dn  système  ne  soit 
pas  nulleou  que  l'on  n'ait  pas  k  la  fois£X=a,  ]SY  =  q, 


2Z  =  o,  rélimiiialioii  deX„,  Y.,  Z„  x,,  j,,  s,  donnera 


{IZïXi—  ïXlZx)-  [ïZïTj  -  ïTïZ/)  =  0, 
(iZlXj-—  ïX  iZj)  +  (  iZiYi-  ZTEZ*)  =  o. 

Si  la  force  priocipale  étaii  parallèle  à  l'axe  des  <,  on 
aurait  en  ouire  ZXs  =  p,  STa  =  o. 

Si  ci:s  <Ii  verses  conditions  sont  eatisfaïles,  on  trouvera 

—         —  sXfSXar+IYj-)  — 2YfsX.r— SY*) 
'■-"ïZ-  (EXj'  +  lïY)'  .  ' 

_  zZr_  ^Y(^Xa:  +  £Yj-)  +  EXfi:Xj-— £Y») 

ÏZ  (ïXj'H-lïY)* 
_  ïXa  _  ïYi 
"ËX  ""ST' 

les  forces  données  ont  toujours  une  résultante  unique, 
laquelle  dans  toutes  les  positions  rlu  corps  passi.'  par  !o 
point  To ,  1  !  lue  l'on  appelle  pou:!  cciitru/ lics 
forces  données  relativement  à  l'axe  tien  s. 

Lorsque  les  forces  données  sont  touirs  dans  le  plan  des 
xy,  les  équations  de  condition  sont  nécessairement  rcni- 
plîes,  car  on  a  alors  Z  =  o,  z  =  o.  Dans  l  e  cas  pnrli- 

conslr'iiclioii  £;(-Oijiélrlqn'e  ti  ès-simple.  Sni.^nt  P  et  Q  deux 
forces  ap,,ll,|ures.  Tnne  en  A,  l'autre  en  li  (fig-         et  H 

leurs  deux  directions  ;  parles  trois  points  A,  IS,  C  nirnons 
un  cercle;  k' point  D,  où  le  cercle  ïicndra  couper  la  direc- 
tion de  la  résultante  R,  sera  le  point  central  cherclié.  Pour 
ledémontrcr,  concevons  qu'au  lien  de  faire  tourner  les 
trois  poîntii  À,  B,  D  on  fisse  tourner  les  trois  forces  P,  Q, 
Rde telle sortequ'elles fassent  toujours  entre  elles  les 
mêmes  angles;  soitEP'  la  nourelle  direction  de  la  force 
P,  celle  de  ta  force  Q  sera  nécessairement  ËQ*  et  celle  de 
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R,  ER'j  car  on  a  ACD  =  AED,  DCB  =  DKB,  ACB  =  AEIi. 
D  est  donc  bien  réellement  le  point  central  des  deui 
forces  P  etQ.  S'il  y  avait  une  troisième  force,  on  la  com- 
poserait de  la  même  manière  avec  la  résiili.inie  R  pour 
obtcnir  le  nouveau  point  central.  On  pourrait  aussi  rem- 
placer chaque  force  par  ses  deux  composantes  suivant 
les  axes  des  x  et  des  y,  réunir  ea  une  seule  les  forces 
parallèles  h  chacun  des  axes  et  chercher,  comme  on  vient 
<lc  le  faire,  le  point  central  deï  deux  résultantes  par- 
tielles. 

100.  Si  les  condilions  de  réduction  à  une  force  unique 
ne  sonl  pas  salisfailcs,  ou  'pourra  essayer  de  ramener  le 
système  à  une  forco  et  à  un  couple.  Soient  toujours  Xo,, 
Yo,  Zg  les  composantes  delà  force  isolée;  Xa^y,,  les 
coordonnées  de  son  point  d'application;  X„  Y,,  Z,  les 
composantes  de  la  forccRi  du  couple  (R,  — Ri)^  PnÇit  '\ 
les  projections  de  son  bras ,  on  aura 

IX  — X.,  SY  =  V.,  ïZ  =  Z„ 
tXji=  X.Ï.  +  X,r. ,  îYi  =  Y,2,  -H  Y, r, . 
IZx  =  Z,ic,  +  Z,p„  ZZj'=  Z,/,  +  Z|?, , 
ïX j:  +  ïYj-  =  X,*,  -(-T,j,  -f-  %,p,  -I-  Y.  j, . 
ïX/  -  ïYj-  =  X,j-.  — Y.j:.  +  X,7,  -  Y,p,. 
EUminant 

X.,    Y.,    Z,,    X,,    Y,,  Z,, 

on  trouvera 

!/.,(2,sX— ïXï)-hç,(=.iY- ïYi) 
+  r,{XXx  +  Z'ïj'  -  x.lX  —  y.lY}  =  o, 
;.,(ïYi— «,lY)+,,(i,JX-lXt) 
M-  r,(2X/ -T-  ïY*  —  J-.IX  +  i,ïT)  =  o, 
/(.{/.ÏZ  — lZj-)+y,(zZa:-«,ïZ)=o. 

Tant  que  la  force  principale  ne  sera  pas  nulle  ou  que 
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l'on  n'aura  i)as  la  fois  2X=SY  =  2Z  =  o,  rcs  con- 
ditions pourront  toujours  fin:  remplies,  el  on  pourra  se 
donner  arbitrairenicnl  deux  des  coordonnées  du  point 
d'application  Je  la  foi  te  isolée  avec  l'une  des  projeclions 
dnbras  du  couple.  Si  cntn:  ces  trois  équations  on  élimine 
Pu  Vu  '*i  c  qu'""  P""""  atiréger, 

A  =  2Z(ïTïX:  —  sXSYï), 

B  =EZ[2X(ïXjr  +  ïTj')+lT(ïTa:-lX/)] 

-sZx[(lX}'+(ïT)'], 
C  =î;ZIïX(:Y*:-EXr)  — ïT(ïX^+sYj-)] 
+  ïZj-[(ïX)'-(-(ïY)-l, 

D  ^ïZ[:Yi{EX4:  +  i:Yr)-ïXz(ïY:e  — ïX/)] 

-ïXi{:YïZ.r+ïX-.2^)-HïYj{ïXlZ^-ïYïZ/), 

E  =  -  iZiïXi!i':Xjr  +  i;Yrj  +  ïYï(:Yj:-vXj; 

+  ïXï(vXïZ^-ïYïZj-)-+  ïY3(LXLZ7-t-SYïZ;r), 

F  =(£X4r+EY/){ïXEZ7-ïY;Z^) 
+  (eï*-EXj'1(îXïZj:  +  sYïZj-), 

G  =  (ïX*+ïY/)(2XiïZj'-2Y«ïZjr) 
.  —  (ZXJ—  (2T»2Zj'+  2X.2Z«) , 

OQ  obtient 

(2)  A(i-;-i-j:)+Bj-.'"  +  Gi.:.+Dï.-l-Bj'.— Fs,+G=0. 

Si  dans  cette  équation  on  remplace  a?»,y,,«o  par  des 
coordonnées  eonranies  x,  y,  î,  elle  représentera  «ne 
surface  du  second  degré  sur  laquelle  Je  point  d'application 
To,y«,  2o  de  la  force  unique  pourra  Être  pris  à  volonté. 
Celle  surface  a  un  centre  dont  les  coordonnées  to ,  Jo^o 
sont 

_  3ACF  — DB'+nCK  _2ABF  — C'E  +  BCD 

~      3A[B'-1-C=)      '     ^'  aA(B'-i-C'; 
_     aAF  +  CP  +  BE 
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Puisqu'on  peoi  prendre  arbitrairemenl  une  (les  projec- 
Uons  Pi,  Çif  T]  âa  bras  du  couple,  on  pourra  le  faire 
commencer  oà  l'on  voudra  et  lui  donner  une  longaeur 
arijitraire;  choisissons  pour  point  de  départ  de  ce  bras  le 
point  z«,  et  appelons  E,  les  coordonnées 

de  la  secotule extrémité,  on  aura 

ll,  =  x,~i„     7,  =  7,  — j-„     r,  =  !,  —  j,, 

et.  CD  siibsliliiaiit  pour  p,,  ç,,  r,  ces  valeurs  dans  les 
é<(ua[ioiis(i),on  verra  iju'clles  soin  composées  absolu  muni 
de  la  inèrm;  manière  en  x.„r„.  Zo,j:,,y,,  ï,;  le  point  x,. 

sur  ia  surface  (a),  êi  imisqiie,  la  lon^'ueur  du  bras  élant 
complètement  arbilraire,  celle  seconde  extrémité  est  l'un 
quelconque  des  points  du  bras,  le  bras  tout  entier  est  si- 
tué sur  la  surface  qui  ne  peut  Èim  qu'un  hyperboloïdc  h 
une  nappe  et  de  révolution.  Le  point  d'application  de  la 
Torce  résultante  peut  filre  un  point  quelconque  de  cet  hj~ 
perbololde,  et  le  bras  de  longueur  arbitraire  du  couple 
r<.'suliant  sera  parallëlcâ  l'une  des  droites  du  paraboloïde 
menée  par  le  point  (l'application  de  la  force.  Cette  Ibrcë 
d'ailleurs  et  la  force  R,  du  couple  sont  déterminées  par 
les  équations 


S2j  — J.îZ 


Au  lieu  d'une  force  et  d'un  couple,  on  pourra  substituer 
au  système  donné  deun  forces  donl^s  points  d'applica- 
tion seront,  dans  toutes  les  positions  du  corps,  sur  l'une 
qudconqïie  des  génératrices  de  l'byperboloïde. 

Si  SX  =0  et  £X = o,  c'est-à-dire  ri  la  force  principale 
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est  parallèle  i  l'axe  des  z ,  les  co^Sdeuu  A,  B,  C,  F  sont 
nub  et  la  surface  (a]  se  réduit  à  un  plan  parallèle  au 
plan  des  xy. 

101.  Si  la  force  principale  est  nulle,  c'est-i-dire  si 
SX=  1)Ï=:£Z  —  o,  les  équations  qui  donnent  pt,  9,, 

r,  deviennent 

ïXi:  +  iY^  =  X,/',  +  y,7,,  lXr-ïYjr  =  Xi9,-ï,,j,, 
ïXï=X,r,,      ïy:  =  Y,r,,     ■LZx  =  l,p,,      •LZy  =  L,q,, 

et,  en  éliminant  X,,  Y,,  Z|,  p,,  ij^,  r,,  on  trouve 

—  (iXr  — 2Y«)(ïY=ïZj--(-ïXt-:zx)  =  G  =  o. 
Si  cette  condition  se  trouve  remplie,  on  aura 

_    £X»(lXj;  +  irj)-~zY»(ZX^— SYx) 
(lX.)'  +  {sYï)-  ' 

_     sYg{sXj  +  ;Yj-]4-ïX;(£Xr  — îTx) 
^'  (EXï)'+(ïYî)' 

r,  r,  p,  q, 

le  système  des  forces  données  sera  donc  réductible  an  seul 
couple  (R,  — R,}. 

102.  Si  la  force  principale  est  nulle  sans  que  la  condi- 
tion G  =  o  soit  satisfaile,  les  f<i]  ecs  du  systÈmf  [pourront 
néanmoins  ëire  loujouvs  rcinpIaréL'b  paj  deux  couples. 
Soient  X„  Y,,  Z,  les  conipo.^.nLL'b  de  h,  foivo  It,  du  pre- 
mier couple, fi,  les  projections  de  son  l)ras;  Xi,  T„ 
Zn  les  composantes  de  la  force  Bi  du  secood  couple,  p„ 
f  1,  r,  les  projections  de  son  bras;  les  conditidns'dyqiiHî- 
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bre  seront 

iXa:  +  IT/ =  X./-, -f- T,9,  +  X,/),  +  T,7„ 
1%X  —  2ï«  =  X,?,  —  Y.p,  +  ^,g,—Y,p„ 
ZXï  =  î,r,  +  X,r„  iTTesîT,/-, +  T,r„ 
lZx=  Z,p,  +  Z,p,,    £Z/='Z,f ,  +  Z.  f]. 

Toutes  les  projections  pn^n  ^uPu  Çu  r^,  et  par  consé- 
quent les  directions  et  les  longueurs  des  deux  bras  des 
couples  peuvent  être  prises  arbitrairement;  on  détermi- 
nera ensuite  lâcilement  par  les  équations  qni  précédeni  les 
composantes  Xt,Tt,  Zj,  X|,  Yt,  Z,  des  forces  Rt  e^Ri 
des  couples. 

103.  On  dit  qu'un  corps  est  astatiqne  lorsqn'Q  est  tel- 
lement fixé  qu'il  reste  en  équilibre  dans  tontes  les  posi- 
tions qu'on  lai  fait  prendre.  Les  conditions  nécessaires 
ponr  qu'un  corps  entièrement  libre  et  soumis'  à  l'action 
des  forces  d'intensité  et  de  direction  invariables,  loujaurs 
appliquées  au  même  point,  soit  asiatique,  onldcjà  été  éta- 
blies à  la  fin  dn  n"  89;  nous  rechercherons  actuellement 
ces  mimes  conditions  pour  un  corps  assujetti  à  tourner 
antourd'op  pointou  d'un  axe  fixe. 

S'il  existe  dans  le  i:oips  un  point  fixe  autour  duquel  il 
poisse  tourner  librement,  il  ne  pourra  être  jslaiiquc  (ju'au- 
lanl  que  le  système  de  forces  données  aura  an  ].ioint  cen- 
tral, et  que  ee  poitil  eciilral  sera  le  point  iixc  du  corps. 
S'il  existe  dans  le  rorps  un  axe  fixe,  autour  duquel  il 
puisse  tourner  libremrni,  il  ne  pourra  être  asiatique 
qu'auiaiii  tjuc  le  jioint  central  des  projections  des  forces 
données  sur  un  plan  perpendiculaire  n  l'axe  fixe  sera  lui- 
même  situé  sur  cet  axe,  ou  qu'autant  qœ  ces  projections 
se  feront 'mutucllf!mcntéquilibre(n°  98).  Alors  toutes  les 
composantes  des  forces  parallèles  à  l'axo  et  tous  les  cou- 
plefrÀuItant  du  transporides  composantes  situées  dans 
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un  plan  jierpendiculairp  à  l'axe  sont  dc'truils  par  la  n!- 
sisiance  Oii  la  Cnilv  tic  cel  axe. 

101.  Oicrchnns  quelle  position  particulière  il  faut 
donner  nii  corps  pour  que,  sans  être  asiatique,  il  5oil  en 
équilibre  autour  du  point  ou  de  l'axe  fise,  en  eoDimen- 
çsnl  d'abord  par  le  cas  où  il  est  assujetti  à  tourner  au- 
tour d'un  point  fixe,  La  position  à  donner  au  corps  doit 
éire  telle,  que  le  système  des  forces  données  ail  une  rcsul- 
lanto  unique  passant  par  le  point  fine.  Si  le  système  des 
forces  données  a  un  point  central,  il  faudra  faire  tourner 
le  Corps  autour  du  point  fixe  jusqu'à  ce  qucce  point  central 
arrive  n  se  trouver  sur  la  direction  de  la  forée  principale 
menée  par  le  point  fixe;  cette  con^tion  détermine  deux 
positions  opposées  on  renversées  du  corps  dont  il  s'agit. 
Si  le  système  des  forces  données  a  une  ligne  centrale,  qn 
peal  toujours  (n"  91}  réduire  les  forces  données  &  deux 
forces  ayant  pour  points  d'appiicadon  deux  points  quel- 
conques de  cette  ligne.  Cela  posé,  si  la  force  principale 

-  n^t  pas  nulle,  il  faudra,  pour  obtenir  l'équilibre,  faire 
tourner  le  corps  autour  du  point  fixe  jusqu'à  ce  que  la 
ligne  centrale  smt  dans  un  plan  passant  par  le  point  iixe 
et  parallèle  an  plan  des  denx  forces;  alors,  en  efiêt,  les 
deux  forcei  Beront,'elIes  ans»,  dans  ce  plan,  et  on  pourra 

leur  substituer  one  résultante  passant  par  le  point  fixe. 
Le  corps  pourra  encore  tourner  autour  d'un  axe  perpen- 
diculaire à  ce  plan  ;  mais,  par  rapport  à  cet  axe,  les  deuï 
forces  situées  dans  un  plan  qui  lui  est  perpendiculaire 
auront  (n"  99)  un  point  central  par  lequel  la  résultante 
des  deux  forces  doit  toujours  passer,  et,  pour  que  l'équi- 
libre ait  lien,  il  suffira  de  faire  tournei-  le  corps  jusqu'à 
ce  que  ce  point  central  se  trouve  sur  la  direction  de  la 
force  principale  menée  par  le  point  fixe,  direction  qui 
coïncide  nécessairement  a«ee-lo  plan  des  deux  forces. 
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Celte  séi'ic  de  coiidiiioiis  conduit  encore  ùdeii\  positions 
du  corps  opposées  ou  inverses. 

SI  la  force  principale  est  nulle,  et  s),  par  conséquent, 
les  forces  données  (92)  peuvent  Ûtre  remplacées  par  un 

être  pris  parallèle  à  Li  li'^m-  icinrali:,  il  laudra,  pour  obte- 
nir l'équilibre,  faire  tourner  le  torps  autour  du  point  fîse 
jusqu'à  ce  que  la  ligne  centrale  soit  parallèle  aux  forces 
du  couple;  alors,  eu  efi'el,  le  bras  et  les  forées  du  couple 
formeront  une  seule  ligue  droite  et  le  moment  du  couple 
sera  nul.  Cette  coodïtion  fournil  encore  deux  positions 
opposées  du  coips.  Le  point  considéré  jusqu'ici  comme 
fixe  n'a  pins  biâcnn  de  l'être,  puisqu'il  u'a  plus  aocune 
pression  à  supporter. 

Admettons,  enfin,  que  le  corps  ait  seolement  un  plan 
central  et  que  la  force  principale  ne  soit  pas  nulle.  Nous 
avons  TU  («"97)  que,  dans  ce  cas,  aussi  souvent  que  les 
forces  donuécs  peuvent  Être  remplacées  par  une  résul- 
tante unique,  cette  résultante  doit  rencontrer  deux  cour- 
bes du  second  degré,  une  ellipse  el  une  hjperbole  tracées 
dans  les  deux  plans  milieux  du  système.  Cela  posé,  pe- 
nons  par  le  point  lixc  une  droite  parallèle  à  la  droite  qui 
couperait  les  deux  scclions  coniques,  et  faisons  tourner 
le  corps  jusqu'à  ce  que  cette  droite  coïncide  eu  direction 
avec  la  force  pi  incipaie  ;  on  obtiendra  ensuile  la  position 
cbereliée  d'équilibre  cji  faisant  tourner  le  corps  autour 
de  celte  ligne  droite.  En  effet,  l'équilibre  aura  Heu  lors- 
que le  moment  K  du  couple  minimum  qui  s'ajoute  à  la 
force  principale  scia  nul.  Or  nous  avous  trouvé  (n°  97  ) 


éqniition  dahs  laquelle  p,  est  la  longnenr  du  bras  d'un 
eouple  coSbcidani  avec  nne  des4j^es  moyennes,  f,Ia 
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longueur  du  bras  tl'un  second  couple  coïncidant  avec 
l'autre  ligne  moyenne,  Ri  la  force  du  jiremicr  couple, 
R,  la  force  du  second  couple,  perpendiculaires  louics 
<ieux  l'une  à  l'autre  et  à  la  force  principale,  Y,  la  compo- 
sante de  la  force  R,  parallèle  au  bras  q^,  X,  la  coiiipa- 
sante  de  la  force  B|  parallèle  au  bras;?,.  Si  maintenaut 
on  mène  an  plan  perpeni^cnlalre  à  la  force  principale 
passant  par  k  point  fixe  et  aniour  de  laquelle  le  corps 
peut  tourner  dans  la  posiUoa  d'équilibre  conune  au- 
tour d^n  axe  de  roution,  .les  deux  force»  Ri  et  R, 
seront  parallèles  i  ce  plan.  Menons  dans  ce  plan,  par 
l'axe  de  rotation,  deux  lignes  parallèles  à  ces  deux  for- 
ces et.  que  nous  appellerons  Â,  B;  désignons  de  plus 
par  C  l'intersection  de  ce  plan  avec  le  plan  central,  jiar  'f 
l'angle  que  les  deux  ligues  A,  C  font  entre  elles,  ]iar 

If -h  '  l'angle  de  B  avec  C,  par  0  l'angle  du  bras  p,  du 
premier  couple  avec  C,  par  Ci -l-  -  l'angle  du  second  bras 

avec  C,  par  l'angle  du  plan  central  avec  le  plan  des 
ligues  Â  et  B,  par  X  l'angle  du  bras  p,  avec  la  ligne  B,  pax 
fi  edfin  l'angle  du  bras  9,  avec  la  ligne  Â,  on  aura 

cos^  =  cosipcos  ^''-'""^  — siny  sin  ^O-H-^  ros^ 

=  — cosf  linS —  sinf  cosScos'ji, 

cosl  =  cos     4- ^  j  cosfl — «n     +  sinOcos^ 

=3  — sinycoiS  —  cosfBÏnScoi^, 
Xi=:R,c(»l=-i-R,(dn?cosS  +  cos7ÙnScosji),  ' 
y,  =  &,coSii=  —  R|  (cosf  sin  S  +  sin^  cos  0  cos^i) , 

K.  =  /),X,5:_^,Y,5l  =  Mn,(9,Il,  cosecos^  — /..R.cosO) 
+  COSf  (71  R,  «n  S  —  Pi  Ri  sin  S  cos^). 
Pendant  la  rotation  autour  de  la  direction  de  la  force 


prinripalc  menée  par  le  poiui  fixe,  l'angle  f  cliangcra,  et 
la  valeur  de  <f  correspondante  à  ItHat  d'équilibre  du  corps 
devra  être  celle  qui  rend  K  nul,  ou  ^ui  sers  donnéa  par 


■quat 


étant  nul  et  le  système  des  forces  doimtes  pouvani  être 
remplacé  par  une  force  unique  passant  par  le  point 
fixe,  le  corps  sera  nécessaireinent  en  équilibre  dans  la 
position  que  lui  aisigne  l'angle  f . 

Si  la  force  principiile  est  nulle  en  même  temps  que  le 
système  conserve  Un  plan  central,  les  forces  données 
pourront  (n"9.'))  ûtre  rcraplacces  par  deux  couples  dont 
les  bras  scronl  parallèles  au  plan  central.  Dans  ce  e:is, 
pour  amener  le  corps  a  la  position  d  équilibre,  tl  fandrii 
d'abord  le  faire  tourner  jusqu  a  ce  que  le.  plan  central 
devienne  parallèle  au  plan  des  forces  des  deux  couples. 
Les  deux  couples  alors  seront  dans  Jeux  plans  parallèles 
euire  eus,  cl,  en  faisant  tourner  de  nouveau  le  corps  au- 
tour d  uri  axe  pLiperidiculair.-  a  ces  plans,  on  pourra 
(n-'lOl}  composer  les  ikîlK  euuples  en  un  seul.  Il  ne  restera 
plus  qu'à  faire  tourner  une  seconde  fois  le  corps  autour 
de  cet  axe  jusqu'à  ce  ijue  les  deux  forces  du  couple  ré- 
sultant soicot  dans  le  prolongement  l'une  de  l'autre. 

Si  enGn,  la  force  principale  ctaut  toujours  nulle,  le 
système  (96)  n'a  pins  de  plan  central,  on  pourra  mener 
par  le  point  autour  duquel  le  corps  peut  tourner  et  qai 
n'a  plds  besoin  d'être  fixé,  deax  forces  égales  et  de  sens 
contraires  +F,  — P.  La  force  P  et  le  système  des  forces 
données  auront  alors  un  plan  central)  et,  en  faisant 
tourner  le  corps  autour  de  ce  point  de  la  manière  qui  a 
été  décrite,  on  pourra  l'amener  dans  une  position  telle, 
que  ces  forces  se  réduisent  a  une  seule  passant  par  le 


point  fisc;  ictli:  force  alors  sera  détruite  parla  force  —  P, 
elle  curps,  par  eonsëquent,  sera  en  équilibre. 


m.  Arrivon 

corps,  ou  ensemble  de 

i.ihlement  entre 

eux,  esi  assujetti  à  tour- 

^er  anlnur  d'iiii 

axe  fixe.  Menoi 

is  un  plan  pcrpeildicu- 

laire  à  Taxe  fixe 

ch^.cnne  des  forces  don- 

nées  en  deux  aui 

rcs,  TuiieViii-all 

èle    l'.ivc,  l'autre  paral- 

lèle  au  pian.PiT 

>jel0iis,  en  .>iilre 

,  tous  les  points  d'appli- 

iienoiis  par  !a  projeetion 

de  chaque  poiitt  d'application  deux  forces  égales  et  paral- 
Jèles  'à  la  composanie  parallèle  au  plan.  De  cette  tnaaiàre 
nous  aurons  ;  un  ensemble  de  forées  parallèles  k  l'axe  ;  un 
ensemble  de  couples,  dont  les  bras  seront  tous  paratièla 
à  l'axe  fixe,  et  qui  donneront,  par  conséquent,  nn  couple 
ràultanl  dont  le  bras  cotnddera  avec  l'axe  ;  enfin  un  sys- 
tème de  forces  ùtuées  dans  un  plan  perpendiculaire  À 
l'axe.  L'effet  de  tontes  les  forces  parallèles  à  l'ase  et  de 
tous  les  couples  sera  détruit  par  la  résistance  de  l'axe,  et 
on  n'aura  plus  à  tenir,  compte  que  dos  forces  contenues 
dans  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe.  Si^cur  force  princi- 
pale n'est  pas  nulle,  elles  auront  (n''99)  un  point  central 
relatif  à  l'axe  fixe;  et,  pour  que  le  corps  soit  en  éqtiilîbre, 
il  suffira  de  le  faire  tourner  justiu'à  ve  que  le  point  cen- 
tral PC  trouva  dans  li'  pi-olongi'nieiit  de  la  Jlrci  lioa  paral- 
lèle à  la  f.M.e  (.liuLipale  menée  par  Taxe  fixe.  Si,  au 
contraire,  la  fui  <  i-iirii.cip.ile  est  nulle,  les  forces  {n"  101) 

ler  l'équililii  e,  il  suffira  de  faire  tourner  le  corps  autour 
de  l'axe  fixe  jusqu'i'i  ce  que  le  bras  et  les  forces  de  lo 
couple  fassent  une  seule  et  même  ligue  droite. 

i06.  Jl  n'est  pas  sans  inlérfit  de  faire  l'application  des 
théories  qui  précèdent  aux  corps  à  la  fois  pesants  et  ma- 
gnétiques, ou  sollicités  à  la  fois  par  les  forces  du  magné- 
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tismc  cl  de  la  pcsautcur.  Le  m^néiisme  terrestre  fait 
nailre  dans  chaque  élément  des  carps  sensiÉlea  à  son 
action  un  couple;  la  position  du  bras  de  ce  couple  dépend 
de  la  distribution  du  magnétisme  dans  le  corps,  mais  les 
forces  des  couples  sont  toutes  parallèles  entre  elles,  et 
leur  direction  est  celte  de  la  force  magnétique.  Cette  di- 
rection est  déterminée  par  deux  angles:  i"  l'angle  qu'elle 
fait  Hïec  le  plan  liorlrontal;  a"  l'anfile  que  lo  plan  verli- 
i:al  mené  par  la  direction  de  la  force,  ou  ce  qu'on  nommr 
le  iiiériflien  magnétique,  fait  avec  la  méridien  aslrono- 
mique  ;  le  premier  Je  ces  angles  est  Vîiiclinaison,  le  se- 
cond la  déclinaison  magnétique.  Tous  deux  sont  varia- 
bles eu  un  même  Iteu  de  la  (erre,  en  ce'sens  qu'ils  sont 
soumis  k  des  variations  en  partie  régulières,  en  paitie 
irr^tières;  mais,  dans  ce  qui  suivre,  nous  ne  tien- 
drons pas  compte  de  ces  variations  et  nous  rcgarderojis 
ces  deux  angles  comme  constants  en  un  mfime  lieu. 

Un  corps  à  la  fois  pesant  etmagnéiique  est  sullicilé  par 
deux  ^stèmes  de  forces  parallèles,  maïs  ces  dcii^  sysLènx^s 
agissent  parallèlement  à  un  même  plan,  le  plan  du  mé- 
ridien magnétique,  et,  par  conséquent  (u"  91),  ils  oni 
toujours  une  ligne  centrale,  SI  Ton  prend  pour  origine 
dA  coordtmnées  du  système  le  centre  de  gravité  du  corps, 
si  l'gn  désigne  par  S  les  sommes  rdatives  aux  forces  de 
l4)>n^Ùùiiâ)f,par  H  les  sommes  relatives  aux  forces  ma- 
fpéOques,  par  P  l'une  des  forces  du  couple  magnétique 
agissant  snr  nn  des  éléments  du  corps,  par  a,  6,  y  les 
angles  que  cette  force  fait  avec  les  axes  coordonnés,  on 

ïbCjCTso,    SXj  =  o,  iXi=o, 
■    tYx=o,.'î.1j  =  Q,  lT»=o, 
îZ2=o,    zZj-  =  o,    ïZ»  =  o, 

parce  que  les  coordonnées  du  centre  de  gravi  lé  son  t  nulles, 


STATUJIJE. 


-—  cos6s'P3:.C0Sn£'Pj-  —  c0S<i2'P7.C0s6£'Pj-  =  O, 
ï'Y^ï'Xs—  l'Xxï'Yt 

=  coses'Pi.coïaï'Pi  —  cOïS[Z'P«,cO»6l'Pl  =  0, 

ces  valeurs,  substimécs  dans  les  équations  de  la  ligne' 
centrale  (n"  90)  donnent 

-  _lYf^x—sXtJj    _  £Pr 

la  ligne  tcniralc  passe  donc  par  l'ongioc  ou  par  te  contre 
de  graïîlé  du  corps.  Sa  dircclion,  indépendante  de  la  po- 
sition du  centre  de  gravité,  et  qui  ne  sera  pas  changée  si 
l'on  ajoute  au  corps  des  parties  non  magnétiques,  pourra 
êtré  déterminée  par  l'observation,  lors^iu'oii  aura  donné 
!c  centre  de  gravité  du  corps  et  la  iliri'clinu  lic  la  force 
magnétique.  En  effet,  si  l'on  dispose  un  corp^  magné- 
Uque  de  telle  sorte  qu'il  puisse  tourner  librement  autour 
de  son  centre  de  gravité  immobile,  et  qu'on  l'amène  à  la 
position  d'équilibre,,  le  couple  magnétique  résultant 
devra  alors  êiie  nul,  et  par  conséquent  la  lîgoe  centrale 
pour  cette  position  coïncidera  avec  la  direction  delaibrce 
magnétique  menée  par  le  centre  de  gravité. 

107.  Si  l'on  fait  tourner  le  corps  jusqu'à  ce  que  la 
ligne  centrale  se  trouve  datis  le  plan  mené  par  les  deux 
directions  de  la  force  magnétique  et  Je  la  pesanteur,  c'esl- 
à-diie  ilaiis  le  méridien  niagiiéiiquc,  les  foices,  lorsque 
le  corps  ne  fera  plus  que  tourner  autour  d'un  axe  per- 
pendiculaire à  ce  plan,  auront,  par  rapport  à  cet  axe,  un 
IHiint  central.  En  effet,  si  l'on  conttaue  à  prend»  le 


PESASTBOIl  ET  MiCNÉTISME.  a/}  ( 

centra  de  gravité  jioiu'  origine  Jcs  cooitloiiiiécs,  si,  en 
outi-Cr  oti  prend  pour  ax^  des  x  une  ligne  menée  par  ce 
centre  parallèlement  à  l'axe  de  rotation,  perpendiculaire, 
par  conséquent,  à  la  direction  de  la  pesanteur  et  de  la 
force  magiiélifjuc,  tous  les  Z  seroni  nul»;  et  parée  quR 
l'axe  des  Z  est  aussi  pcrjiendicolaire  à  la  ligne  centrale, 
on  devra  avoir /.  =  o,  I  I,  n"  lOB,  2"  Pz=o.  Les  conditions 
du  n"  99  seront  alors  saiïsfaiics.  Si  l'on  prend  pour  axe 
desx  la  vcrticali',  ZY  sera'nul,  SX  sera  égal  au  poids  du 

corps,  et  parce  que  S  =  b,  les  coordonnées  du  point 

central  deviendront 

cosaS'P-r-l-STnal'Pr  cusoï'Pt-— siriïlï'Px 

 =x  -ïl  ■■  =  ■■• 

la  quaniiié  eos  aS'Py  —  âin  «S'Pa;  =  2'Xj'  —  £'Yj?  est 
d'aillour.s  le  moment  du  couple  magnétique  dans  la  posi- 
tion actuelle  du  corps. 

Désignons  par  I  l'inclinaison  de  la  force  magnétique; 
par  M  le  moment  du  roupie  magnétique,  lorsque  le  corps 
a  élé  amené  dans  une  jii>sîtioii  telle,  que  la  ligne  centrale 
soit  perpenditulairi'  ,'i  l,i  foiTu  uiaf^m-tique,  et  qu'en 
même  temps  le  cnupli;  ail  suu  (iiDiiieiit  maximum  ;  par  l' 
l'angle  que  la  ligne  centrale  fait  aveo  l'axe  horizontal  des 
y,  ou  l'inclinaison  de  la  ligne  centrale  ;  par  S  le  poids  du 
corps  :  on  aura 

ï'  Pj-  =  Mcosl',    ï'P*  =  Msin  r,    a  =  ^  —  1,    S  =  SX, 

et  les  coordonnées  du  point  centrai  seront 

_Mcpa{I-r)  Msin(I  — I') 

s        '  S  ' 

et,  par  suite, 

■J  =  ung(I-I'). 
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Mais  I  ~  l' esl  l'angle  que  la  direclîun  de  la  ligne  cen- 
trale ou  le  bras  du  couple  magnétitpic  fait  avec  la  force 
maguéliquc,  et  ret  angle  à  sou  tour  est  égal  à  celui  que  la 
ligne  unissant  le  centre  de  gravité  aïec  le  point  central 
de  toutes  les  forces  fait  avec  l'axe  des  x  ou  avec  la  direc- 
tion de  ta  pesanteur. 

108.  Si  un  corps  à  la  fois  pesant  et  in:if;iii*ii([«e  est  fixé 
en  l'un  de  »es  points,  il  faudra,  pour  <[ne  l  ei|uilil)re  ait 
lieu,  amener  le  corps  à  une  position  telle,  que  son  cctiti  i- 
de  gravité  soit  sur  la,  verticale  menée  par  le  point  fixe, 
et  que  la  ligne  centrale  Bpit  parallèle  à  la  direction  de  la 
force  magnétique.  Si  le  corps  magnétique  ne  peut  que 
tourner  autour  d'un  axe  fixe  horizontal,  perpendiculaire 
à  la  fois  à  la  ligne  cciilralc  et  li  la  direction  de  la  pesan- 
teur, ni)  trouvera  .ta  position  d'équilibre  de  la  manière  sni- 
vanle.  Prenons  {fig.  aî)  pourorlginc  O  dos  coordonnées 
le  point  d'intersection  de  l'axe  fixe  par  un  plan  vertical 
mené  par  la  ligne  centrale,  pour  axe  des  z  Taxe  fisc,  pour 
axe  des  x  la  verticale,  pour  axe  desj'  la  ligne  tioi'ï/.ontale 
menée  dans  le  plan  vertical  jia.'^sant  par  la  lifine  c<m~ 
traie;  appelons  ft  l'angle  du  plan  des  xy  avei;  le  niéii- 
dien  magnétique,  rla  distance  OIS  du  rentre  de  gravi  té  à 
l'origine  des  coordonnées,  o  raiii^Ie  ABO  de  ta  ligne  OB 
avec  la  .  ligue  centrale,  x,,  t„  les  coordonnées  du  centre 
de  gravi  te  parallèlci;  aux  axes  des  3:  et  dcs^.  Alors  (n^lOS), 
pour  trouver  la  position  d'équilibre,  il  faudra  projeter 
toutes  les  forces  sur  le  plan  des  xj-,  ce  qtii  laissera  iutaci 
le  poids  S  du  corps  appliqué  au  centre  de  ^'ravïté  B,  et  ne 
conservera  des  forces  magnétiques  que  tes-  composantes 
parallèles  aux  axes  des  x  et  dtay.  Le  point  central  des 
nouvelles  forces  situées  dans  le  plan  des  devra,  dans 
lapositton  d'équilibre,  tomber  sur  l'axe  desa:^  ou,  puisque 
Yt  est  son  ordonnée  parallèle  à  l'axe  des  j',  on  devra  avoir 


PESAMTKUB  ET  M*c;NÉTISMB.  a43 

j-,  =  o.  Cela  posé,  eu  remonlant  aus  équaiious  dn  »"  99 
et  remarquantqne  l'on  a 

ïT  =  o,  'l'T  =  o,    ïX=S,    l'X  =  ff, 
sXj-  =  Sy„    rrx  =  Or   zX*  =  fij[„    iTj  =  o, 
Z'X« =co3e(Z'P«  =  HcotasÏD  l'  =  H  sinlnnl', 
i'Xj-  =  ço»a5'Pj'=Mco»aco»r=MHnrco»r, 
S'Y,»-  =  coseï'Pj-=MMaecc»I'  =  IIco8[icosI«»r, 
ï'Yi  =  cose£'P£=  HcmeriDl'  =  Hc(M((MHlfinr, 
on  trouvera 

 S»,4-M(riglsiDl'-t-oognc<»lcogl') 

S 

_  Sy,  -t-  M  [rin  I  «a  r  —  ««n  cm  I  sinI'] 
r.  ■         g  -y 

et,  par  conséquent,  la  condition  d'équilibre,  ^-,  =  0, 
deviendra 

Sy,  +  H(>inl(!ur—  coafacoslsînl')  =  oj 

mais 

y,=  -re«i(^_I'), 
on  aura  donc,  en  substituant, 

H{nnI«»l'~cat;i«»Iaini')  —  Spcoi     — 1']  =  o 

et 

-,  _     M«n  ï  —  Srcosji 
^  Mcoi)(COsI-h-Sr«n^* 

S/■CM^^■  — r) 
~sinIcosl'  — c(wpeo*IsinI'  ' 

=  "[cffcnslsior—sinlcosl') 

Lorsque^  sera  nul,  c'est-à-dire  lorsque  le  plan  de  rota- 
tion du  corps  coïncidera  avec  le  méridien  magnétique,  on 
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7.  =  g  

Si  l'axe  lise  passe  par  poinl  central,  ou  si  l'on  a  aussi 
0:9  =  0,  le  corps  sera  asiatique.  En  outre  des  équa- 
tions qui  précèdent,  et  qui  résultcntdc  ■y,  =  o,  on  a  en- 

Si.  -\-  M  (sini  sini'  +  cosfcosl  cosi')  =  o 
ou,  parce  que  Xo  =  '"siu      —  I'), 

M(sinlsin  1'      cos^cosicosl')  +  Srsin[-|  —  I')  =  0 

sio  1  Mn  1' -H  cos(»c«l«»r 
laDe(;  -I  )  =  -gi„icosl'_co»HCOsIsinl'' 

'*  =  ^  (MB'I  +  CO»»(K»S"I), 

éqaatïoliB  qui  fixent  Ik  posUïoa  du  centre  de  gravitë  du 
corps.  Si  par  l'ad^tion  de  parties  non  magnétiqnea  on 
arrive  à  faire  coïndder  le  centre  de  gravité  avec  le  poinl 
unsi  déterminé,  le  corps  deviendra  astaiique  par  rapport 
à  l'axe  fixe.  Si  ft  est  nul,  Ica  éqtutiona  qui  précèdent  don- 
nent 

tang(i-r)  =  cot(I'-I),    ■J.-^-Hl,    -  =  ^■ 
Si  l'axe  fixe  passe  par  le  centre  de  gravi  lé  du  corps,  r  sera 
nul  et  la  condition  d'équilibre,  réduite  à  tang  I'  = 
sera  indépendante  du  moment  magnétique.  Si,  de  plub, 
fi=-,  oto  aura  aussi  V  =  -i  la  ligne  centrale  sera  verti- 
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Ksh;  si  au  contraire  fx  =  o,  on  aura  I' =  L  la  ligne cct>- 
Irale  coïucidera  en  direction  aveu  la  forcu  iTi;i;;ii(;li([U(;.  Si 
l'on  désigne  parD  la  déclinaison  de  la  force  inrii^itcilquc  et 
par  A  l'azimul  asironotnique  du  la  ligne  centrale,  on 

(i  =  A~D, 

el  daos  la  posiUon  d'cquilibra,  lorsque  l'axe  ûxe  passera 
par  le  centre  de  graTÏté, 

En  appelant  I"  la  valeur  de  l' correspondante  à, une  iiou- 
velle  Talenr  A'  de  l'aumut  de  la  ligne  centrale,  on  aura 

et  par  conséquent 

sin  A'  tangl*  —  sid  A  tangl' . 
tingI=tangI'cm(A — D)  =  fcingI'co8(A'— D). 

Ces  deux  équations  ponrront  servir  i  déterminer  par 
deux  observations  la  déclinaison  el  l'inclinaison  magné- 
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ONZIÈME  LEÇON. 

(«ndilignï  d'équilibre  d'un  systèmo  de  furcei  «ppllquéra  à  dfi  polnis 
<!nlni  Eui  par  dc3  inflciibles  miis  mobil»,  on  [leilljln 

d'un  cordon  OoiiblB  al  ineilensible.'' 


109.  Considérons  plusieurs  forces  appliquées  aîix  dif- 
fércnls  sommets  d'une  portion  lie  polygonu  dont  les  diffé- 
rents côtés  sont  des  droites  inflesibles  mais  mobiles  autour 
Je  leurs  points  de  jonction,  et  cherchons  les  conditions  de 
leur  équilibre,  eii  admettant  que  les  sommets  du  poly- 
gone soient  libres,  niL-nic  ceux  des  eïtrémitcs. 

Soil  ABÇDEFG  (ftg.  a4)  le  polygone  dont  il  s'agît.  Dé- 
signons les  diflëreats  sommets  B,  C,  D,.-. . ,  par  les  ntiméros 

(3),....  («-0,  («), 
les  forces  qui  leur  sont  appliquées  par 
P.,  P„  P„...,P. 
et  les  angles  qu'elles  font  avec  les  axes  par 


Si  les  cxLrémitéa  A  et  G  ne  sont  pas  fixes,  il  faudra, 
pourqne  le  polygone  reste  en  équilibre,  appliquer  au 
point  B  une  force  dans  la  direction  BA,  et  aupuint  F  une 
force  dans  la  direction  FG;  ces  deux  forces  seront  respci- 
livenienl ce  qu'on  appelle  les  tensions  des  cùtés  AB,  FG; 
nons  les  désignerons  par  To  et  T^.  Chaque  cblé  inflesi- 


ÉQUlLIBftn 

DU  POLIDOHB  FUIIICI) 

bic  [lu  polygone  ne 

pourra  évidemnieul  l'i 

ester  en  équili- 

bre  qu'auiaiii  mi'il 

sera  sollicité  à  ses  <leu' 

Kcxirémiiés  par 

lieux  forces  égales  e 

Il  dirigées  en  sCTisconl 

raires.  Chacune 

de  ci-s  d.-ux  forces  . 

est  ce  quoi,  appelle  la 

trusion  du  cAté 

ir'é  e  t ''T'' 

utT,  cette  même  leris 

ion  pour  le  côté 

neis  (i)  et  (a),  T,  la 

te  u  si  on  du  côté 

situé. entre  lea  Eomi 

mets  (.)  et  (3),  etc. 

,  enBn  T,_,  li 

IcnsioD  du  c6tè  siiu 

éetilrc  les  sommets  { 

."  —  ')"  {")■ 

Désignons  en  outre 

a,,  a,,. . .  a,^„  a., 

e„  e„. . ,  e„_„  e„  y. 

•  1  7.-I1  ï«. 

les  angles  que  fout  avec  les  axes  tes  directions  des 
côtés  du  polygone  auxquels  souL  appliquées  les  tensions 
T.,  T,,...,  T„_,,  T„,  ces  directions  étant  comptées 
fKinr  chaque  cAié  à  partir  du  sommet  le  plus  voisin  de 
l'extrémiié  A.  Il  devra  évidemment  y  avoir  équilibre  à 
chaque  sommet  entre  les  forces  appliquées  à  ce  sommet  et 
les  tensions  qui  sollicitent  les  côtés  voisins.  Ou  sura  par 
suite  au  sommet  (t) 

—  T.cosa, +  F,cosl,  +  T,cosn,  =  o, 

—  TgcôsS|H-P,cosfi,  4-  T|  cosS.  =  o  , 
— T,cos7,+  P,co8»,  -i-T,cos7,  î=Oi 

au  sommet  (a) 

—  T.cosa,  +  P,co»3L,-+.T,cosa,=  o, 

—  T,  cosfi,  +  Ptcosfi,  -J-  TiCOsS,  =  o , 

—  T,cosv,-+-  P,cosy,  +  T,cos7,  =  0; 

de  même  pour  le  sommet  (3),  etc.  I^n  faisant  la  somme  de 
toutes  CCS  équations,  on  éliminera  les  tensions  intermé- 
diaires inconnues,  et  l'on  trouvera  pour  les  équations 
d'équilibre  : 

i— T.co»B.-l-P,«>5i,  +  P,«sl,  +  ...+T,co8*.  =  o, 
— T,cose,+P,cosf<,  +  Picnsfi,  +  . .  .-t-T.cosS,  =  o  , 
— T,cos7,"+P.cosï,  -t-P)C08»,  +. ,  .-)-T,coS7.  =  o. 


Lus  équalions  (i)  expriment  livitîcinmt'iit  (|ue,  pour  l'é- 
(juîlitre  tlu  polygone  fiiiiiciilaii  i;,  il  f.-mi,  .l.ins  tous  les 
cas,  que  toutes  les  forces  du  .-.x  i;k;iiiL',  i  "i.st-.î-d.ire  les  ten- 
sions des  deu!t  cordoDS  cxtrùmes,  et  les  forces  appliquées 
aux  sommets,  transpor.técs  parallèlement  h  elles-mêmes 
en  un  point  quelconque  de  l'rapace,  se  fassent  «qQilïbre, 
ce  que  l'on  démontrerait  facilement  à  l'aide  du  simple 
raisonnement.  Qnand  celte  condition  sera  remplie,  on 
pourra  toujours  donner  au  polygone  une  forme  telle,  que 
l'équilibre  existe,  en  supposant,  comme  nous  le  faisons,'' 
que  les  câtés  sont  inflexibles.  En  elTet,  soit  n  —  t  le  nom- 
bre des  somTnets  du  polygone,  n  le  nombre  de  ses  c6lés, 
on  aura  à  déterminer  n — i  sommets,  3n  —  3  angles. 
Il  —  1  tensions,  r'i'sl-à-dire  5n  —  5  quantités.  Or  nous 
:i\r>ns  vn  rpte  i'li!)(|U('  sommet  donnait  3  éqnations  de 
rondition,  co  i^ni  foit  lin  —  3  "équations;  de  pltw,  les 
'.in — 3  angles  sont  liés  entre  eux  paru— i  équations 
de  la  forme 

cosn«-(-c(M"p«+cos'»,=  (; 
enfin,  n — i  équa^ons  exprimeront  l'inextensibililé  des 
cordons  ondes  c6tésdti  polygone;  nous  aurons  donc  aussi 
5n — 5  équalions,  cVst-à-dire  autant  d'équations  que 
d'incnnaues.  Dont-,  etc. 

Si  P,  ■  P,,  .  .  -  sont  des  poids,  ri  qu'on  supposa  l'ave 
des  X  hoi'i/.onlal,  l'aie  des  vertical;  si,  de  plus,  tons 
les  côtés  du  polygone  sont  compris  dans  un  plan  vertical , 
cosyi,  cosyi  j  .  ■  ■ ,  cosj'„  smint  nuls  ;  on  aura 

cosS,=sina,,... ,     i»sS,  =  Ûlia., 

fi.s),  —  n  ,     C1)SÎ,  =  0,...  ,     C0SX,=  0, 

1^1  ufiisionn;  .li's  éi|iiiiiioiLs  (i)  disparaît  nécessairement,  et 


ÉQviLiBKE  d'uk  cokdoii  flexible.  2^9 

Pt 

—  T.sÏDŒ.  +  (P,4-P.  +  ■  ■ .)  +  T.Miin«=ïO. 
-Admettons  que  ces  poids  se  réduisent- aox  poids,  />t,  pi. 
Pi,  ...p.  des  c6iés  pesants  du  polj^oo  ;  on  aura 

et  les  conditions  d'tîquilibre  seront 

T,cos-.«=  T.cosa., 
T,sina„  =  —  i  {/..-f^  a/j,  +  3,-, +  ...  +  /<,)  + T.sin^. 

110.  Passons  k  la  rcclien-hc  «les  condiiions  d'équilibre 
d'une  corde  flexible  et  inexieuaible  AA'  (/î^.  a5)solliciiëe 
en  ses  diJTûrenls  points  par  des  forces  données.  Le  principe 
qui  nous  guidera  dans  cette  recbercbe  est  très-simple  et 
très-fikond*,  on  peut  le  formuler  comme  il  suit: 

Concevons  que  l'on  sob'dîlîe  un  élément  piiii'  de  la 
i-ovih-  :  il  fsi  éiiilcnt  que  ji.ir  là  on  hl-  lro\ibl(T.i  pas 
l'équilibif,  s'il  L-xisUiil  ^upara^aiLl;  11  faiU  dwK  (^Ul^  œl 
élément  considéré  isolément  su  trouve  Otrc  en  équilibre 
sous  l'action  des  forces  qui  le  sollicitent.  Réciproquement, 
si  les  divers  éléments  sont  en  équilibre  sous  l'action  des 
forces  qui  Wsolticiietit,  il  !9SL  incontestable  qu'il  en  sera 
de  initue  du  système  entier. 

Soient  X,  Y,  Z  les  forces  qui  solUcitrat  rëlément  mm' 
en  chacun  de  ses  {mints.  Cet  élément  aeia  en  outre  ûu- 
mis  »  l'action  de.  deux  tensions  T,  T'  inégales  et  con- 
Iraires,  qui  s'exerceront  suivant  les  tangentes  aux  points 
.  m,  m'.  Pour  se  faire  des  tensions  T,  1"  une  idée  nette,  il 
faut  concevoir  qu'eu  m  eliri  on  coupe  tout  à  coup  la  corde, 
fiuis  qu'on  remplace  l'action  des  portions  m  A  et  iri'A'sur 
l'élément  mm'  par  deux  forces  convenables  ou  équiva'- 
lentes;  ces  deux  forces  seront  Icsideux  tensions  T,  1". 

Dans  toute  la  longueur  de  l'élément  infiniment  petit 
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mm'  =  ds,  on  jieut  supposer  la  rordc  lnmiogcin; ;  la  Jeu- 

pi'opoi'lioriliylle  ii  s.i  loiigut'iir,  En  ik-.sijjiiaut  par  p  la  ciuii-  , 
sîlé  qui  dans  tout  l'é^nieiil  [csli:  coiistatitc,  ia  masse  sera 
représcnlée  par  pds;  i^i  coninicL-lleBC  réduit  presque  à  un 
point,  que  les  fortes  dountes  f]ui  la  lollioîteDt  peaveut 
être  supposées  parallèles,  l'aclion  totale  de  ces  forces, 
proponiotmelle  à  la  masse,  aara  pour  compoiantes  fK.ds, 
ptds,  pTidi,  auxquelles  il  faudra  ajouter  les  tensîtnu  T, 
T',  diiîgées  suivant  les  laDgentes  aux  extrémités  de  l'élé- 
ment. L'équilibre  devra  donc  exister  entre  ces  <ànq  forces, 
qui  peuvent  Être  censées  appliquées  en  un  même  pointj 
et  en  nommant  [x,  y,  z),  [a! ^)  les  coordonnées  des 
points  m,  m\  les  trois  équations  d'équilibre  seront 

Il  importe  de  faire  remai'quer  que  la  tension  varie  en 
passant  d'un  point  de  la  corde  à  l'autre,  ou  doit  Ëire  re- 
présentée par  une  fonction  de  x,  y,  t  que  nous  nomme- 
rons i{x,  yt  î)- 

Pnisque  la  longueur  de  l'élément  mm',  ou  la  distance 
des  dcu\  poinis  m,  m',  est  infiniment  petite,  les  trois  dif- 
férences 


peuvent  élre  remplacées  par  les  dtfïérentiellea 

^(4)-  <4). 
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01  les  équaiions  (a)  derienneat 


pXrf*  =  o, 


Telles  sont  donc  les  équations  de  l'équilibre  de  la  corde 
Qexible  et  inextensible. 

111.  Pour  calculer  la  valeur  de  la  tension  T,  mettona- 
les  sous  la  forme 

~  ilT  ■+■  Td  ~  +  pX(fa  —  o. 


—  rfT-t-Trf— -hoZAs 
maltiplîons-les  rcspectÎTement  par  ~ 


On  a  toujours 

puisque  riï'  =  (V.r*+(/f'4-(/a',  et,  en  difTérenliAni, 
rfi    n&      Hi    iti  lit 
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Pai-  lù  mùmc,  IVquaiion  qui  donne  T  se  réduit  ;i 

dT  +  p['X.tlx  +  JitX-hZiiz)  —  a. 

Si  la  qnantilu  fi{Xdx-h  Ydy  -v-ZiU)  est  une  dlflc- 
rentîdle  exacte,  on  pourra  intégrer,  et  l'on  aura 

.  T  =  f  — /p(X./j:  +  Yi/r  -H  Zdz), 

ou,  en  posant  f  p{li.dx  -^ïdz)  =if{x,_y,  e), 

T  =  c-^[x,y,z). 

Soient  Xt,  y%,  z»  tes  coordonnées  d'un  des  poïnls  de  la 
corde,  et  T,  la  teusion  correspondante;  on  aura  aussi 

T.  =  <;-t(a^,r.,».}. 
et  par  conséquent 

T  -  T.=f  (x.,  r.,  1.)  ~  t(*.  r. 
T = T.-  j ,  (*,  r.  «)  -  T     r..  ^)  !■ 

Il  en  résulte  que,  connaissant  la  tension  en  un  point 
quelconque  de  la  corde  en  équiUbre,  on  pourra  la  cal- 
euler  immédiatement  pour  tous  les  autres  points. 

Si  la  corde  est  borot^ène  snr  toute  sa  longueur,  p  est 
constant,  et  pour  que  I*od  puisse  calculer  directement  la 
tension  T,  il  sufSra  que  JLdx  -h'ï  djr  -hXdx  soit  une 
diSërentielle  exacte. 

La  tension  T  sera  constante  dans  les  iIcu^c  circonstan- 
ces suivantes,  que  la  corde  soit  ou  ne  soit  pas  homogène  : 

i"  Dans  le  cas  particulier  où  X  =  o,  Y=:o,  Z  =  o; 
mais  alors  la  conic  n  uinni  sollkiiée  par  auc  une  force  est 
ni-ce.ssaircmcnl  en  équilibre  et  II  leusion  est  nulle. 

■2"  Si  la  l'ésuliantc  des  fortes  X,  Y,  Z  est  en  chaque 
point  perpendiculairf  à  la  langniiie.  En  ulTel,  en  appelant 


R  UKUf  lésultaiilc,  on  aura,  dans  l'hjpolli^sc  admist-, 

et  par  svUe'?lx,j,  z)  =  o, 

T  =  T.. 

112.  La  parlicularitu  la  plus  intéressante  du  problème 
que  nous  discu Ions  consiste  à  déterminer  la  forme  que  la 
corde  doit  prendre  dans  le  cas  d'équilibre,  et  nous  allons 
montrer  comment  on  peut  y-parvenir. 

On  pourrait  reprendre  les  équations 

dx  dx 

^rfT  +  Trf— +  pXrfi  =  o, 

di  Hi  ' 

dT  +  ld'^  +  fLds  —  o, 

et  éliminer  entre  elles  T  et  ^T,  ce  qui  se  ferait  aisé- 
ment, puisque  nous  avon»  trouvé  déjà 

rfT  =  —  p(X</j  +  Trf^+ Z  A), 

T  =  c  — /p  (XrfjT  +  Y</7  -1-  ZrfîJ. 

On  obtiendrait  ainsi  deux  équations  dirTércnti elles,  et,  eu 
les  intégrant,  ou  trouverait  que  les  coordonuées  z 
d'un  point  quelconque  de  la  courbe  sont  liées  entre  elles 
par  deu:c  équations  finies  de  la  forme 

qui  seraient  les  équations  île  la  tom  be  que  le  coi  don  devra 
nécessairement  former  pour  ûtre  à  l'élat  d'é(|uilibre. 
Ou  peut  aussi  éliminer  d'abord  dH  entre  les  équa- 
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lions  (3)  prises  dtux  à  ileux,  m  inciiiL-  pour  ï  sa  valeur 
dans  lus  (.'(jualiuiis  résiillanlcs. 
L'éltmiimtioii  de  tl'V  donne 

ces  tioia  équations  ne  sont- disliiicles  qu'en  apparence; 
cni'.  k  cùuse  c!e  la  relalioii  dT  =^  p{X  f!x-h\' 'Ir -hZdn), 
cWu»csi-ilé<luUde5iJcux  amres. 

En  meltanl  pour  T  sa  valeur  dans  deux  d'entre  elles, 
prises  à  volonté,  et  intégrant,  on  retomberait  encore  sur 
les  équations 

F(x,j-.=)  =  "'     /(x,j',i)  =  o. 
C'est  tout  ce  qu'on  peut  dire  en  ijenéral  et  quand  on  ne 
définit  ni  la  .densité  p  ni  les  tompusanlcs  X,  ï,  Z. 

Dans  le  cas  particulier  où,  en  chacun  des  points  du 
cordon,  la  rcsultauteRdea  forces  X,  Y,  Z  esl  dirigée  sui- 
vant la  tangente,  le  lïl  se  tend  en  ligne  droite.  Alors,  en 
efTeE.  on  a 

?L  —  —  —  —  - 

par  conséquent) 

X±_T^Î  =  o,  T^-Z$:  =  o,  Z^_X$=oî 
ds         ds        '        fit        d'  >>'  rf* 

et  les  deux  dernières,  par  exeinpli-,  des  équations  (4) 

deviennont 

^rf^^_^rfè=:o- 
rfï    rf»      ds    d$       ^     ds    di     dt    dt  ' 
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d'où  l'on  déduit  par  l'iiilégralioM 

Y  —  r-,  ;  +  r,  ,      X  =  r,  J  -i-  , 

équations  (l'iiiic  ligne  droite.  Aiiisi,  daiisccca'i,  li>  coi don 
se  tnid  en  li^-nt;  droite;  eo  que,  d'ailleurs,  on  pouvait 
prévoir  immédiatcmcnl  et  sans  calcul. 

La  réciproque  est  vraie,  c'cst-à-dircque  si  le  Cl  se  leiid 
en  ligue  droite,  c'est  que  la  force  qui  le  sollicile  en  clia- 
<'uu  de  SCS  points  est  dirigée  suivant  cette  mtme  droite; 
voilà  pourquoi  le  fil  i  plomb  demie  la  direction  de  la 
pesanteur,  comme  nous  l'avoos  afGrmé  n"  89. 

113.  Les  jiiiticipes  que  nous  veuons  d'esposerdoimeiit 
Ui  solution  (l'un  problème  qui  a  lougteinps  occupé  les 
géomètres,  le  proLlÈuie  de  la  chainelte.. 

On  déduirait  sans  trop  de  peine  l'écpiation  de  cette 
courbe  des  formules  générales  qne  non»  venons  d'établir; 
mais  il  sera  plus  simple  de  résoudra  ^rectement  le  pHH 
blême. 

Xa  chatnette  eit  la  courbe  suivant  laquelle  t'arrondit 
une  cliatne  pesante  et  parfaitemefU  flexible,  lorsque, 
suspendue  à  deux  points  fixes  par  ses  deux  extrémités, 
elle  est  abandonnée  à  elle-même  sous  l'action  de  la 
pesanteur.  Pour  ne  pas  compliquer  inutilement  la  ques- 
■  tion,  noua  admettrons  que  la  ehaiue  est  homogène  sur 
toute  sa  longueur.  Toutes  les  forces  qui  la  sollicitent  étant 
verticales,  la  courbe  qu'elle  dessinera  sera  évidemment 
comprise  dans  le  plan  vertical  passant  par  les  deux  points 
fixes.  Prenons  dans  eu  plan  pour  axi-s  coordonnés  deux 
axes  rectangulaires,  l'un  horizontal  OX,  Taulrc  vertical 
OY.  En  solidifiant,  comme  nous  l'avons  fait  dans  le  cas 
général,  un  élément  mm',  et  répétant  le  rùsonnement 
connu,  on  arrive  immédiatement  aux  deux  équations 
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et  cette  fois  p  ust  une  quantité  conslante  sur  tonte  la 
longueur  de  la  courbe,  puiaqn'o»  suppose  la  chaîne  homo- 
gène. Intégrée,  la  première  de  et»  équations  donne 


Au  puiiit  le  plus  bas,  la  tangente  csl  néccssaireincnl  ho- 
viïonliile  ou  parallèln  à  l'axe  des  ,T,  ce  qui  entraîne 
^  =  1  ;  et,  L'ii  jippclaiil  'l'o  la  tension  en  ce  miTOe  [Kiinl, 
on  aura  To  =  c;  1b  constante  c  icpréseutc  donc  la  ten- 
sion au  point  le  pins  bas.  Posons 


a  étant  une  constante  que  nous  apprendrons  plus  tatd  k 
déterminer;  nous  aurons 


flubstituantcettevaleurdeTdans  la  seconde  équation  (5}, 
il  viendra 


En représonlani  la  dérivée^  P*""^'!  pos*''*^=J^) 


T^  =  flp,  d'où 


et  en  remplaçant  ilx  par  ~, 
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Intégrées,  les  deux  équationi 


donnent 

et  comme  ou  a  en  ontre 
on  trouvera  de  même 


Admettons  qu'en  choisiasaul  (OnvcLiablomcut  l'orl^ini 
des  coordomiéL'3,  ou  en  la  iilui;ifi]t  i-n  un  jinitit  O  cjuc 
nous  api)ri:u'lri)us  liii'iUôi  i'i  diilcrmiiitr,  ou  ait  fak  ilia- 
paraitru  U:s  coust.iiUf.s  r,  .  c,,  et  ranumc  k-s  ilqualioii! 
tpà  expriment  x  cl  y  en  fonction  de  y'  k  la  forme  plus 
simple 

(6) 

Pour  trouver  le  point  où  la  courbe  rencontre  le  nour 
vel  axe  des  y,  il  faudra  faire  x  =  o,  ce  qui  donne  y=  o, 
j-  =  a;  ce  point  sera  donc  celui  on  la  tangenieà  la  courbe 
.  est  borizoniale,  ou  le  point  le  plus  bas.  Sî  l'on  convîeni, 
en  outre,  décompter  les  arcs  à  partir  de  ce  point,  s  de- 
vra £tre  nul  pour  j:  =  o,  ^-  =  0;  comme  alors  y  '=a,  la 
era  nulle  à  son  leur,  et  l'on  aura 


(7) 
Enélin 


Digilized  by  Google 


ei  enfin 


Telle  est  donc  l'équation  de  la  chaînette,  aons  sa  forme 
'finie  la  plus  simple.  Si  l'on  prenait  pour  origine  le  point 
]e  plus  bas,  cette  ëqnation  «Icviendrait 

(9)       ^=_.H-f(.^+r=).  . 

De  la  relation  y~a ^t~i-y,  on  tire 


ifcrmo  un  UitîorÈme  remarquable  qu'on 

L'arc  lie  la  chainPltc  compté  à  partir  du  point  le  plus 
lias  est  le  côté  il  tin  triangle  rectangle  dont  l'ordonnée 
de  r extrémité  de  l'arc  Serait  V hypoténuse,  et  qui  auraà 
pour  second  côté  l'ordonnée  du  point  le  plus  bas. 

m.  ïl  nous  realc  à  montrer  comment,  étant  donnés 
les  .Iput;  points  Je  siispi-nsion  A,  A'  {fig.  16)  de  la 
ehainc  ei  leur  distance  mesurée  sur  la  courbe,  ccst- 
ii-dire  la  longueur  de  la  rliaine  ou  de  l'arc  AA',  on 
pourra  :  1"  déterminer  la  valeur  de  la  constante  a,  qui 
entre  dans  l'équation  de  la  chainelle;  a"  fixer  la  position 
de  l'origine  O  par  rapport  à  laiiuelle  l'équation  de  la 
chaînette  est 
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Les  dgDnées  de  la  queslioii  soni  dont-  la  luugueur  /  de 
r«rc  AA',  la  différence  A'F=/i  de  bailleur  des  polnu 
A,  A',  el  Is différence  AF  =  aide  leurs  abscisses,  en sor le 
que  si  l'on  nomme  (x,  y],  {x',  y')  les  coordonnées  des 
poinlsA  etA',  on. ait 

T'~r=à,    x'~x  =  %6. 

Puisque  ces  deux  points  se  trouvent  sur  la  chalnetic, 


donc 

d'un  autre  cbté,  en  nommant  R  le  point  le  plus  bas,  on  a 
a  re  BA  =  =  ^  (  e- -  »  ~  -  ) , 

Donc,  pnïiqnearc  BA'—  arcBA  =  arc  AA'=l,  on  aura 

Ajoui^  et  retranchées  tour  n  tour,  les  dtiux  équations 
qui  expriment  I  et  A,  donnent 

{«)  „r"{r~ =  !  + à. 
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et,  eu  multJpliatii  memhrc  h  membre  ces  deux  dernières 
filiations  pour  éliminer  x,  ou  aura 

et  l'on  pourra  calculer  a,  an  moins  par  approximation, 
quand  b,  leih  seront  donnés  en  nombres. 

En  élevant  su  carré  les  deux  membres  de  la  dernière 
équation,  ajoutant  4a*  et  estrayant  la  racine  carrée,  nous 


nous  prenons  le  SL'cond  membre  avec  le  signe  +. 
que  le  premier  est  toujours  positif..  Si  l'on  ajoute  i 
la  somme  et  la  dîlIéreAce  d<!s  cxponeniicllcs,  il  vie 


que  1 .  Pour  faciliter  le  calcul  de  (t,  M.  Brocb  a  dressé  la 
Table  suivante,  qui  donne  de  dc^ré  en  d^ré  la  valeur  de 
tangfclcot-ji. 
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Quand  od  aura  irouvt;  jj.  par  interpola  lion  avec,  une 
approximation  suffisante,  on  calculera  a  à  l'aide  de  Vé- 
qnation 


Enfin,  pour  (iéleriniuer  ]a  position  .ic  l  o[ii?ii.«  0,  il 
nous  suffira  de  calculer,  par  rapport  à  cette  origine,  les 

coordonnées  x-^-  h^y  4-^AduiiùUBiiDde1acDrdeAPÀ'- 

Reprenons  les  ëqnatjons 

fl/'(c"-,)=/-(-A,  «r=(,^^~)=/-A. 

ai 

Si  l'on  multiplie  la  seconde  par  e"  elles  deviendront 

et,  divisées  membre  à  membre,  elles  donneront 

'  ~  l—k''  ~  i—h"  _ 

et  enlin 

r+b  =  -  \-  

a  i — /i 

Si,  au  lieu  de  les  diviser  l'une  par  l'autre,  on  les  ajoute, 
il  viendra 
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d'ailleurs 


CoTinaissant  les  coordounées  ;t  +  £  ety-i — h  du  point 
milieu  D,  on  en  diMuira  l'origine  O,  en  menant  par  le  mi- 
lieu D  la  verticale  DE  et  par  le  poiut  E  11)0- 
rizonUleEO=jr+i. 

US.  La  chainelle  jouit  d'un  grand  nombre  de  proprié- 
tés qui  ont  été  successivement  mises  eu  évidence  par  les 
géomètrca.  Nous  pouvons  à  peine  en  indiquer  quelques- 
unes. 

i"  Nous  avons  déjà  vu  qu'elle  est  rectiBable,  ou  que 

2"  L'aire  ou  la  surfaec  A  du  segment  BOPM  {^g,  ij) 
est  Sjdx\  or  l'équation  difTérenti elle  de  la  chatnelte  est 


et  l'on  a,  par  conséquent,' 


On  ne  met  pits  de  consUate  arbitraire,  parce  que  l'aire 
BOPM,  compté  i  pardr  de  OB,  s'évanouit  pour  j-= a  ;  on 
a  donc  A  =  BOPM  =  OB.BM,  c'est-à-dire  que  l'aire  A 
est  égale  au  rectangle  construit  sar  l'ordonnée  constante 
OB  et  sur  l'arc.  BM. 


a  64  STATIQUE. 

3°  Le  vcilume  V  du  révoluiion  eiigeadi-é  par  le  sè- 
ment BOPM  Mt  nfy^dx-y  or 

Jydx  =  as,      ydx  =  ad*i 

donc 

V  =  jt/j-'iij!  =  au  ^ /rÀ. 

Mais  ^vjyds  est  Paire  de  la  surfacude  r^volalîon  eugcti- 
dréepar  l'arcBM  t  enlanommaot-iS,  on  aura 

V  =  -^, 

ce  qui  établil  entre  la  surface  ft  k  inliimy  lovoliitioii 
une  relation  analogue  à  la  relation  A  =  ns  i[ui  existe  ciilrc 
l'arc  gétiéraleur  e[  l'aire  plane  correspoiidanle. 

4"  Pans  1,1  cli.iinyllL-,  le  rayon  de  courbure  R  esl  par- 
tout égal  à  la  normale  N.  Kn  effet ,  d'une  part  la  nor- 
male N  a  pour  valeur 


autre  le  rayon  de  courbure  R  ctt  donné  par  i'é- 


=Ni  donc  R=N. 


5"  Ln  cliaiLifUt!  su  construit  sans  peine  par  points, 
au  moyen  de  deux  logarithmiciues.  Constraisons  en  effet 
les  deux  logarithmiques  ayant  pour  équations 


PrennnïlemilieumdolodroitcMM'I./îg.  a8)qui^)aMn 


par  deux  points  des  logarithmiques  situés  sur  une  mèine 
parallèle  MP  à  l'axe  OT,  le  poiot  m  sera  un  point  de  la 
chaînette;  car  on  a 

Pra=:PM'-l-M'»i=Jll'P+i(MP— M'P)  =  -(M'P-(-MP) 


rc  qui  est  bien  rordoiiniii.'  d'un  point  Je  la  chaiiictlc. 

6"  Cherchons  cufin  le  centre  de  gravité  d'un  arc  ot 
d'un  segment  de  chaînette.  En  prenant  pour  origine  le 
point  le  plus  bas,  B(yî^.  a7),réciuaiîoiidela  courlte  sera 


et  en  comptant  les  arcs  n  partir  dt^  ce  intme  point  B,  les 
coordonnées  5,  r,  du  centre  de  gravité  de  Tare  compris 
entre  le  point  B  et  le  point  M  qui  a  pour  coordonnées 
x,jr,  seront  données  par  les  équations 

Or 
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=  — an  v'r'+ao^ 
+     +  a^+fli 


OD  aura,  par  conséquent. 


Pour  le  s^meot  M' BM,  on  a 

X'  dr  Ç  xda 
 -  _ 


-  mais 
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—  j-'i  _  I  a'x  —  i  a  (    —  3a)  aaj- , 

=  a;ç)'+  as*  — aa  Vr'+afîj-, 

et,  par  coniéqaent, 

Dansnos  )eçonsde  calcul  desvarialions,  nous  établissons 
li'aulres  pfopriéiés  intéressantes  delaclia'mette, On  tombe, 
en  elTct,  sur  son  équation  quand  on  chercbe  :  1°  page  3o4i 
quelle  est  la  courbe  plane  par  laquelle  il  faut  unir  deux 
points  donnà,  pour  que  la  surface  engendrée  par  sa 
réroluiion  autour  d'un  axe  donné  soit  un  minimum; 
a"  page  3i4)  entre  toutes  les  courbes  de  môme  longueur, 
quelle  est  celle  i\\n  par  sa  révolution  autour  d^iii  a\c 
donné  engendre  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  surface; 
3°  page  357,  de  toutes  les  courbes  menées  entre  deux 
points  donnés,  qneHe  est  celle  dont  le  centre  de  gravité 
est  le  plus  bas  possible,  etc. 

1  f  6.  Coriolis  a  considéré  le  premier  le  cas  où  l'épais- 
seur de  ta  chaîne  pesante  et  parfaitement  flexible  varie 


«l'un  point  h  raulie  p™poi'lioiiiJi;Il,-inent  à  la  Icii 
^  ce  (pii  •■st  le  .  as (l'une  <  h.iir,utt(:  Ksistanco  i>"o) 

pas  plus  ili'  cli.iiii  c.  lie  I  upuiri;  en  un  |ioni(  (lu'i'ii  un  a 
Dwi^nous  par  p  le  japporl  entre  li'  poiil.-  il'uii  ('lé 
fis  et  sa  longueur,  par  T  la  tension,  ilnui  la  valet 
point  le  plus  bas  (i  (fig.  ag)  sera  To.  lii'présenlon^  | 
ctj'  (les  coordonnées  horizontale  et  verticale.  On  aura 
pour  l'équilibre  en  un  point  M  quelconque  de  la  courbe 

l'intégrale  commençant  au  point  le  plus  bas  de  la  coui'be 
où  l'on  ady  =  o.  Ces  deux  équations  donnent 


'U-J  T,' 


Parla  condition  d'éjjal 


T.  rix' 


d'jr  _  T  <U 

tù^       lia  dx' 

RcmGltautpourTsa  valeur  tïrde  de  la  première  dos  équa- 
tions qui  précèdent,  on  aura 


En  prenant  pour  origine  des  x  le  jioînt  le  plus  bas  de  la 
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courbe,  et  eu  ioiégraui  à  piiii-  du  tt  [loiiu  pour  lequel 
3;  =  o,_j''=;  o,  on  trouve 

^  =  arc  tang  j-',    ^'  =  ^LJmgl 

Intégrant  encore  à  paiiîr  du  point  le  plus  bas  que  l'on 
'    prendra  pour  origine  des  y,  on  obtiendra 

~  =  \ — !— ,    ou  ^en  e*cot^-^=i. 

ïeilc  est  Tiiquation  de  la  chninctie  d'tgali;  résistance, 
rapportcc  ;'i  son  puîul  le  plus  bas  pris  pour  orifjÎDe  dos 
coordonnées.  La  vahiur  di'  la  coiislanli;  a  ri'rsiillera  di^  la 
rrlation  ï=  ap.  Kn  rappiitjuanl  au  point  le  plus  bas,  on  ' 
a  To  =  «/)„.  Ainsi,  eu  concevant  une  portion  de  cbaîue 
ajanl  l'épaisseur  eonstante  qui  existe  au  point  le  plus 
bas,  a  sera  la  loJigueur  (|u'il  faudra  donnci-  à  erlle 
poriioa  ilu  elialiie  pour  que  soii  poids  ap^  soil  égal  ii  la 
tension  T,,  au  point  le  plus  bas,  ou ,  ce  qui  revient  au 
mêiiie,  à  la  composante  horizontale  de  U  tension  aux 
points  d'aiiaclie  A  on  A'.  La  plus  grandeabscisse  de  celle 
courbe  répond  k         — j  on,  puisque 

y  =  langî,    A  î  =  î, 
donc  la  limite  Xde:n>n  la  demi'largeur  de  la  courbe  sera 

Cette  linùte  est  telle,  qu'une  cbalnc  ayant  cette  demi- 
largeur  pour  longueur  et  la  même  force  qu'au  point  le 

plus  bas  aurait  pour  poids-Ta;  la  batitenr  corrcspon- 


ai-O  STllTIQUE. 

dante  est  j  =  oo  .  Dquc  la  courbe,  quelli.-  que  soit  la  lon- 
gueur de  la  chaîne,  n'atteindra  jamais  la  largeur  na,  qoi 
est  ainsi  une  limite.  Si  l'on  Teat  avoir  l'épaîssetu-  de  la 
clutne  en  fonction  de  l'abscisse,  on  tnmve 

T     T,  A     T,  _  T, 


On  peut  remarquer  qu'en  appelant  et  l'angle  que  fait  la 
tangente  à  la  courbe  avec  l'axe  des  x  on  arc  lang  j^',  on  a 
l'équalîon         -  .  . 

Par  conséquent  l'arc  de  cercle  décrit  du  point  C  comme 
centre  avec  le-rayon  a,  et  compria  entre  l'axe  des  X  et 
une  parallèle  CN  à  la  tangente  au  point  M,  sera  égal  à 
l'absdsse  de  ce  point  M. 


^UILIBllB  d'un  STSTbME  A  LlAiaOHS  QUEI^OHQUU.  3^1 


DOUZIÈME  LEÇON. 

RecbarshB  dm  éqiutloni  goDinlH  d'éqoilibrs  d'an  qraUnM  da  pointa 
lulérida  ÉUDjatliB  k  de*  lUiaot»  quelcooquM  el  mllidléa  pat.da  forces 
Mal  qndognqou  — Cu  où  Q  n'exlsls  sntro  les  peial*.  qu'une  leole 
IIiIkhi.— C«  od  U  Dombra  dai  Ihiioni  ni  quatconque.  —  Privdpa 
dot  tîWMM  tlrtadlei. 


117.  CoDsidérons  un  système  de  jiointB  matérids 
A,  A',  A'', .  . .  sollicités  par  ccriaiucs  forces;  si  ces  points 
matériels  sont  libres  el  iiidépKiidanIs  Ifs  uns  Jes  autres,  il 
sera  nécessaire,  pour  l'équilibre,  tju'après  avoir  réduit  à 
une  résultante  unique  toutes  les  forces  appliquées  à  cha- 
que point,  on  trouve  chaque  résultante  égale  à  o  ;  mais  ti 
les  mêmes  points  sont  assujettis  à  certaines  liaisons, comme 
ces  liaisons  opposeront  au  mouvement  du  sjrsième  cer* 
taines  résistances,  il'  ne  lera  plus  nécessaire  pour  l'équi- 
libre que  la  résultante  des  forces  appliqué  à  chaque 
point  s'évanonisse. 

Il  s'afpt  ici  de  faire  voir  comment  on  peut  déduire  les 
fonnules  dVquîlibre  de  la  nature  des  liaisons  supposées 
connues.  Nous  eiaminerons  d'abord  le  cas  parncnlîer  où 
il  n'existe  qu'une  seule  liaison  représentée  par  nne  seule 
équation  entre  les  coordonnées  des  diRéreats  points;  nous 
trailei'ons  ensuite  le  cas  général  où  les  liaisons  sont  en 
nombre  quelconque. 

Supposons  donc  que  les  dilTérents  points  se  trouvent 
assujettis  à  une  seule  liaison.  Soient  daus  cette  hypo- 
ilièse  a,  x\  y',  a',  etc.,  les  coordonnées  rectangu- 
laires des  différents  points'A,  A',  A"...,  P,  P',  les 
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fwces  qui  leur  sont  aiipliqutii:»,  rcduilus  ]>our  chaque 
point  àuue  résulianie  unique;  cl  enfin 

(■)  -L  =  o 

r^quatioa  âe  condition  qui  exprime  U  liaison  donn^, 
L  étant  une  ibnclion  des  Tariables  :r, y,  s^x',y',  s',  etc. 
NouB  disons  (|ue  l'équilibre  pourra  s'établir  an  moyen  de 

ia  liaison,  sans  que  la  forci)  P  s'cvnuouisse,  cl  mémo  en 
i^L'iiL'rui  cjuclli;  que  soil  riiilousili;  de  ceili;  foici;.  Pour  le 
iléiiioiilriT,  eommouçoris  par  imasiiii;[- que  l'on  Hxe  tous 

■;ooL(ioi.[itTs  X,  y,  z,  et  <|q-<:.i  nii^iiio  irmps  on  suppime 
les  foires  P',  P''.  -  . .  aj>|.!lqu(Vs  aux  |ioinl,s  A',  A".  ...Les 
cooLilonru-es.v,  j,  :  deuieni  ant  s.^id.'.  ^a.iabl.^s- dans  IV- 

ii'anra  plu'.  d  .iuiio  .-m'i"  crassnjc^tiii-  le  p.ini  A  à 
rester  constainmenl  sur  une  eertaine  sui  lai  e  eourbe;  et  aï 
cette  surface  présente  une  ri;sistance  iniléfinie  ,  rommc  la 
résistance  a  lion  suivant  la  normale,  il  snllira,  pour  que 
la  force  Pnc  trouble  pas  l'équilibre,  qu'elle  soit  elle- 
même  dirigée  perpeudiculairejnent  à  celte  surface. 

Supposons  maintenant  que  l'on  restitue  au  second 
point  A'  sa  mobiliié  primitive.  L'équilibre  sera  troublé 
en  géoéral,  et  le  système  des  deux  points  se  mettra  en 
tnouvement.  Mais  il  est  clair  qu'on  pourra  toujours  em- 
pêcher cemou  vement  parle  moyen  d'une  nouvelle  force  "P 
appliquée  au  point  Â'  dans  une  certains  direction.  La 
force  P"  étant  choisie  comme  on  vient  de  le  dire,  resti- 
tuons encore  ou  point  A"  sa  mobilité  primitive.  Pour  re- 
tenir ce  troisième  point  à  sa  place,  il  sufSra  évidemment 
de  lui  appliquer  une  troisième  force  P"  dans  une  direc- 
tion déterminée.  En  continuant  de  m<^me,  ou  conclura 
définitivement  que  tous  les  points  redevenus  mobiles  et 
liés  seulement  par  l'équation  L  =  o  pourront  être  main- 
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tenus  en  équilibre  à  l'aicle  de  ("erlaincs  forces  P,  P"... 
appliquées  H  CCS  mêmes  points  suivant  des  directions 
données.  Dans  ce  cas,  la  direction  de  chaque  force  sera 
perpendiculaire  à  la  surface  que  son  point  d'application 
est  obligé  de  décrire  eu  venu  de  l'équation  L  =  o,  lors- 
qu'on Use  tous  les  autres  poitiis  du  système.  Do  plus, 
l'intensité  d'une  force  P  pourra  être  choisie  arbitraire- 
ment, mail  les  intensités  de  tonte»  les  autres  forces 
'dépendront  nécessairement  de  l'intensité  de  le  pre- 
mière. 

Pour  appliquer  ces  principes  à  un  exemple,  concevons 
que  le  système  donné  se  compose  seulement  de  deux 
points  A,  A'  sollicités  par  les  forces  P,  F,  et  liés  par  une 
droite  AÂ'de  longueur  invariable-,  auquel  ras  l'équation 
I.  =  o  sera  de  la  forme 

{x —  3^)'       j-  —  j')'  +  (ï  —  a')'  =  constante. 

Alors  si  l'on  rientà  fixer  le  point  A',  le  point  A  ne  pourra 
plus  se  mouvoir  que  sur  la  surface  d'une  spbère  décrite 
du  point  A'  comme  centre  avec  AA'  pour  rayon;  par 
sniie,  pour  que  le  point  A  demeure  eu  repos,  la  force  P 
devra  être  perpendiculaire  à  la  surface  de  la  sphère,  et 
par  conséquent  dirigée  suivant  le  rayon  AA',  ou  suivant 
•on  prolongement.  Comme  on  prnt  faire  un  raisonnement 
semblable  à  l'^ard  de  la  forre  P,  il  est  permis  de  con- 
clareque,  dans  le  cas  d'équilibre,  cliacunedes  forces  P,  P* 
«gîrà  suivant  la  droite  AA'  piolongée  dans  un  sens  ou 
dans  un  antre.  De  plus,  afin  que  la  tendance  de  cette 
droite  an  inouvcment  reste  la  même  dans  les  deux  sens 
il  sera  évidemment  nécessaire  que  les  deux  forces  P  et  P" 
aient  les  mêmes  intensités  et  agissent  en  sens  contraires. 
Réciproquement,  si  les  farces  P,  P'  sont  égales  et  agissent 
en  sens  contraires,  suivant  la  droite  AA',  il  cal  clair 
qu'elles  se  feront  équilibre  aux  extrémités  de  celte  ligne. 
I.,  .8 
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118.  Revenons  inaintcnanl  au  cas  où  plusieurs  points 
A,  A,  A", .  .  . ,  sf  IrouvRiU  assuji;llis  à  une  liaison  reprc- 
seniée  par  l'cViuailon  L  =  o.  Soient  toujours  z, 
si,  z',.  .  .  les  coordonnées  de  ces  pointe,  P,  P*,  P*,.— 
'le*  forces  qui  leur  sont  appliquées,  et  désignons  par 
X,T,  Z,  X',  Y',  Z',  etc.,  les  projections  algébriques  des 
farces  P,  P",  P',...  sur  les  axes  des  x,  des  ei  de»  z.  Clia- 
que  force  devant  Atrç  perpendiculaire  il  UsnrfacG  que  «on 
point  d'ap|ilii:ation  doit  décrire,  en  Tenu  de  la  liaison 
L  =  o,  lorsijue  tons  lesautrcs  points  deviennent  lixes,  on 
aura  »À»ssairemeni 


X,  X',  etc.,  désignant  des  coefficients  dont  le  premier  dé- 
pendra de  l'intensité  de  la  force  P,  le  second  île  l'inten- 
sité de  P*,  etc.  De  plus,  comme  l'intensité  de  la  force  P 
est  une  quantité  arbitraire,  mais  de  laquelle  dépendent 
nécessairement  lesinlensités  des  forces  F,  P',...,  il  est 
clair  qu'on  pourra  choisir  à  volonté  la  valeur  du  coclli- 
dent  X,  mais  que  la  valeur  de  /  ctaiu  donnée,  lcIIcs  de 
X',  V,.,.  devront  s'en  déduire  immédiatemcni.  Pourdé- 
couvrïr  la  relation  qui  existe  entre  V  et  X,  supposons  que 
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tons  les  points  deviennent  fixes,  k  l'exception  des  deux 
points  A  ei  A';  alors  ces  deux  points  reslsnt  seak  mobiles, 
M  la  liaison  L  =  o  a  ponr  effet  de  les  maintenir  consum- 
menl  k  U  mëmedisunce  l'nn  de  l'autre,  il  faudra  que  les 
forces  P,  V  soient  ^ales  et  dirigées  en  sens  contrairei, 
ou,  en  d'autres  termes,  que  l'on  ait 

(4]  X.'=-X,    T'  =  -Y,    Z'  =  -Z. 

Or,.daBS  la  même  hypothèse,  l'équation  L  =  o  se  réduis 
sant  i  la  forme 

"("^)'-f-(j-  -/)'  +  {.-.')'  = 


Parsuile,  les  formules  (3)  donneront 


et  les  valeurs  de  X,  Y,  Z,  X',  Y",  Z',  vériGoront  les  éqni- 
dons  (4)  ai  l'on  a 

V  =  1, 

Supposons  maintenant  que  dans  le  cas  où  les  points  A, 
A'  restent  seuls  mobiles,  la  liaison  L  =  o  n'oblige  plus 
ces  deux  points  à  rester  constamment  à  la  même  distance 
l'un  de  l'autre,  on  poun  éi  joindre  à  la  liaison  L  =  o  rellya 
qu'on  établit  eiilii;  Il-s  dtiux  points,  en  les  unissant  par 
une  droite  invarîabk,  et  fixant  le  milieu  de  cette  droite. 
Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  a,  £,  c  les  coordonnées  du 
point  milieu  et  paC  D  la  longueur  de  la  droite;  on  aura 
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enlre  kssîi  variables  x,y,  z,  x',^,  s"  les  cinq  t^ualions 

dont  la  dernière  peai  èîte  remplacée  par  la  suivanie  : . 

Ën  vertu  de  ces'  éqnationt  au  nombre  de  dnq,  Ici  posî- 
lîoQs  des  points  A,  A'  ne  seront  pas  complètement  déter- 
minées ;  mais  ces  points  devront  décrire  demt  courbes  cor- 
l'cspoiidanies  tracées  sur  la  surface  d'une  mËmc  sphère, 
de  manière  à  se  trouver  situées  aux  extrémités  d'un  même 
diamètre;  et  sur  ces  courbes,  les  eordi's  corrcspondacitos, 
et  par  suite  les  tangentes  menées  par  des  points  corres- 
pondants, seront  évidemment  parallèles.  Si  l'on  suppose 

L=/(,,j,..y,/.''.--.), 

la  courbe  décrite  par  le  j^ioint  A  en  particulier  sera  déter- 
minée par  le  systâmedes  deux  àjuations 

(  /('i.r,  »,  Bo  — »,  ai  —X,  ar  —  î,. . .)  =  o, 

in)  ' 

De  plus,  si  l'on  décompose  la  force  P  en  deux  autres, 
l'une  piirpendiculaire  à  la  courbe  que  peut  décrire  le 
point  A,  l'auire  dirigée  suivant  la  tangente  à  cette  courbe, 
la  force  perpendiculaire  étant  incapable  de  produire  au- 
cun efîet,  on  pourra  en  faire  abstraction,  et  ne  considci-cr 
que,  la  force  dirigée  suivant  la  laugcuie.  On  pourra  de 
même  remplacer  la  force  P'  par  sa  composante  suivant 
la  tangente  à  la  conrbe  que  peut  décrire  le  point  A'.  Cela 
posé,  comme  les  pointa. A,,  A' sont  situés  i  l'extrémité 
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d'une  inème  droite  invariable  ilonl  le  milieu  esL  (îse,  et 
que  les  taogcutes  menées  par  ces  points  aux  courbes  (ju'ils 
peuvent  décrire  sont  parallèles,  il  est  clair  que  les  fbri-es 
dirigées  snivani  ces  tangentes,  pour  maintenir  en  éijui- 
libre  les  points  A,  A',  doivent  lUre  ('gulfr.  et  agir  dans  le 
même  sens;  ci;  qui  t-xige  que  li;s  l'orces  P,  V  respective-' 
ment  multipliées  par  les  cosinus  des  angles  que  formeat 
leurs  directions  avec  la  direction  de  l'une  des  tao^ntei 
prolongée  dam  un  sens  déteraiiné,  foumissent  des  pro- 
duits ^aux  et  de  même  ugne.  Or  U  tangenie  à  la  conrbe 
peut  décrire  le  point  A,  prolongée  dans  un  certain 
sens,  forme  avec  les  axes  des  angles  qui  ont  pour  cosinus 

 dx    dy   ^  

tandis  qnc  les  cosinus  des  angles  formés  a»ec  les  mêmes 
ases  par  les  directions  des  forces  P,  P"  sont  respective- 
ment 

p'     p'     p'         p.'     p'  pi 

par  suite,  les  cosinus  des  angles  compris  entre  la  direc- 
tion de  la  tangente  et  celles  des  forces  P,  V  seront  respec- 
tivement ^aux,  le  premier  à 

Cl  le  second  à 

V  ijdj?+dx'+dt'  ' 
En  multipliant  le  prpmit;r  par  P,  le  second  par  P',  et  éga- 
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lanl  les  produit»,  on  trouvera 

+  Y<(r  +  Zdi_  Ti'di  +  T'rff  +  Z' A 

X<ic-t-  Trfj-  -t-  Zrfï  =  X'<ir  -h  Y''lx  +  Z'd:. 
Si  dans  cttle  dernière  équation  on  remet  pour  X,  Y,  Z, 
X',  Y',  Z'  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (3),  elle  de- 

D'ùllears,  eadiffirentiant  UpremièTedeséqnatioiu  (7), 
on  en  conclot 

doncj'par  suite,  on  aura  généralement 


On  trouvera  de  même  \  =  V,  X  =  X", . . . .  Cela  posé,  les 
équations  (3)  preudrom  la  forme  ; 


Donc,  pftiir  qu'il  y  ait  équilibre  entre  les  forces  P|  V, 
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V",. . .,  dans  le  cas  où  leurs  poiots  d'application  A,  A', 
A't-  ■  -  se  trourent  assujettis  à  la  seule  liaison  L  =  o,  il 
est  oécessaïre  et  il  suBit  que  les  projections  algtjbrîques 
.de  ces  forces  sur  tes  axes  dus  cooi'donDées  soient  rcs- 
pectÎTement  proportionnelles  auK  dcrivi^cs  de  la  fonc- 
tion L,  prises  par  rapport  aus  variables  x,  y,  z,  a/,  y', 
a*, . . . .  Alors,  si  l'on  désigne  par  n  le  nombre  des  points 
A,.A\  A',...  1  la formnle  (g)  fournira  3 n  —  i  équations 
distinctes,  qui  seront  précisément,  les  équations  d'équi- 
libre. Ajoutons  que  Us  résistances  iipposées  par  la  liai- 
son L  =  o  auï  mouvements  des  points  A,  A',  A",.,, 
seront  employées  à  détruire  les  forces  P,  P',  P", . ..  .  Donc 
ces  réfistaoces  seront  égales  et  directement  opposées  aux 
forces  dont  il  s'agjt.  Ponc,les  projections  algébriques  de 

•  ces  r^istancGs  sur  lés  axes  cbordonn^  seront  reepecHve- 
meni  ^ales  aax  seconds  membres  des  équations  (8) 
prises  avec  Icsigne  — ,  c'est-à-dire  aaxjquantités' 

,  "rfL         JL        'dl.       dh       dL  dL 

119.  ïour  montrer'  une  applicalioo  des  principes  que 
nous  venons  d'établir,  supposons  qu'en  vertu  de  l'équa- 
UonL=:  o  la  somme  des  distances  A^.',  A'A",  A'A"^,..., 
respectivement  comprises  entre  les  points  A,  A',  A",. . ., 
rangés  dans  un  certain  onii  e,  doive  demeurer  constante. 
Dans  cette  hypothèse,  l'équation  L  =  o  pourra  être  re- 
présentée sous  la  forme 

\'l^-'=)'-t-(/-7)--H(='-  =  l' 

/[ï"  —  x")'  +  (7"— >']'+  (-"  —  :')'  +  ...  =  constante; 
et  si  l'on  fait,  pour  abr^er, 
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la  fonniile  (9)  deviendra 


En  galant  le*  trois  premières  fractims  entre  elles,  'on 
Ironve 


et  l'on  en  cnnclnt  tfos  dans  le  cas  |d'éqiiilibre  la  force  P 
est  nÀ^ssairement  dirigée  suivant  la  droite  AA'.  En  égn- 
lant  les  trois  fractions  suivantes,  .on  trouve 


jJ—x  ^  x'  — x"      jr*  — J-  ^  /— j"      z'~z  ^  t'  —  l" 

■  {«'-j.]-+c/-j-.'+(»'-»)'  (x'-^'+çy-yf+y-s'i' 

el  comme  on  a  nécessairement 

(''-*)■+(■?•'-/)■  +  (''-'')■      _  .  

on  devra  avoir  évidemment 
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OU,  ce  qui  revient  an  même,  ' 


Cette  dernière  ^nation  exprime  que  la  force  P'  forme 
avec  ]es  deus  droites  AA',  A' A"  des  angles  égaux.  De 
plua,  comme  en  prenant  pour  plan  des  jy^  celui  qui  ren- 
fet-me  ces  deux  lignes,  on  a  a  =  o,  z'  =  o,  t"  =  o,..., 
et  par  conséquent  Z'  =  o,  il  est  clair  que  la  direction  de 
la  force  P  est  comprise  dam  le  plan  de  cesm6met  droite*, 
elle  est  donc  dirigt^c  de  manière  à  diviser  l'angle  dès 
droites  AA',  A'A"  en  deux  pntlîes  égales. 

géomélrio,  en  obser*  aiit  que  la  i'orec  I''  Joil  être  perpen- 
diculaire h  la  surface  que  le  point  A'  est  obligé  de  décrire 
quand  il  demeure  seul  mobile.  En  effet,  dans  celte  hypo- 
tlièse,il  ne  reste  de  variable  que  les  longueurs  A  A',  A'A", 
dont  la  somme  doit  èire  constante.  Le  point  A'  décrit 
donc  alon  un  cllipnlde  de  révolution  dont  les  points 
fixes  A',  A'  sont  p^sëtneni  les  deux  foyers;  et  la 
force  P*,  devant  être  normale  à  l'ellipsoïde,  et  parconsé- 
qttent  à  l'ellipse  génératrice',  divisera  nécessairement  l'an- 
ime formé  par  les  rayons  Vecteurs  menés  anx  foyers  en 
deux  parties  égales. 

,120.  Considérons  actuellement  desforces  P,P',  P",.  i . 
dont  les  points  d'application  A,  A',  A", . . .  soient  assu- 
jettis à  des  liaisons  qnelconqnes.  fjoieot  toujonra  x,y,  2, 
x",  y'i  V,.  • .  les  coordonnées  de  ces  points;  X,  Y,  Z, 
X',  T',Z',. . .  les  projections  algâmques  des  forces  P,  P', . . . 
sur  les  axes  coordonnés,  et  supposons  que  les  diverses 
liaisons  soient  exprimées  par  les  équations 


L=o,    M  =  o,  ^=;o,..., 
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L,  M,N, .  .  .  désignaiil  des  ronctiolis  des  variables  x,y,-z, 
x',y',  z' . . ..  Si  rôquilibre  a  lieu  eu  vertu  des  liaisons 
données  entre  les  forces  P,  P',  P", .  .  .,  on  pourra,  sans 
uoiibler  rel  (■([uilibr*',  substitiit-r  à  la  première  Maison 

ïemeiil  di's  dillirciils  [iniiiis,  ( 'i.'s[-Ei-Jiri^  iiii  .sjslùiiic  de 
forces  don  t  les  projeciioiis  algébriques  sur  les  i 
(n"  118)  des  quantités  de  la  forme 


On  pourra  ensuite  supprimerla  seconde  liaison,  poiu^u 
qu'on  la  remplace  par  un^tâmeéquïvalentdeforcesdoiil 
les  projections  algébrique»  sur  les  axes  ■eraientje'la^&e 

_    dlA.         dti  dH  tili 

En  continuant  de  même,  on  finira  par  supprimer  toutes 
les  liaisons  dont  chacune  se  trouvera  remplacée  par  le 
système  des  résistances  qu'elle  oppose  au  mouvement  des 
dillërents  points.  Alors  ces  points  étant  devenus  libres 
et  indépendants  les  uns  des  autres,  il  devra  y  avoir  sépa- 
rément équilibre  entre  la  forre  et  les  résistances  appli- 
quées à  chacun  d'eu^t.  Or,  l'équilibre  entre  la  force  et  les 
résistances  appliquées  au  point  A  fournira  les  équations 
„     .  dL       dM  liH 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

^  ^'^-di  +  '^d^^  "-^ 
^      ,  dL        dM  dS 

"^^^dj^-^dy^^dp^-- 

.  dL        HK  dH 

On  trouvera  pareillemeat,  en  conaidéranl  l'équilibn]  des 
forces  ap^liijuées  an  point  A', 

^dL         dM  dy 

,  rfL         dM  dH 

cfy'       dy       rfy  ■ 

^^lë^^-d?^'d^^  ■ 

Si  n  désigne  \c  uombro  des  points  A,  A',  A", ...  et  m  le 
nombre  des  liaisons  o,  M  =  o,  K  =  o , .  .  . ,  3«  aci'a 
le  nombre  des  équations  (i a),  (  i  a'), . . . ,  ellors<ju'on  aura 
éliniini;  entri:  ces  équations  f/.,  v, .  .  .  il  restera  3  n^m 
équalioiis  d'éijui libre.  Les  variables  x,y,  z  ,  x',y\ z',.  .. 
étaul  elles-mêmes  au  nombre  de  3/i  el  liées  par  >n  c'ijua- 
tions,  3n — m  sera  aussi  le  nombre  Jl-s  variables  indé- 
pendantes. 

Les  3  n — m  équations  indiquées,  nécessaires  dans  le  cas 
d'éi]DiIibre,  suiTisent  évidemngeui  pour  l'assurer.  En  ^et 
ixs  3n  —  m  équations  expriment. qu'on  peut  saiisfairu 
simultanément  par  des  valeurs  convenables  de  1,  fx,  v,. . . 
aux  formules  (la),  (la'). . ..  Or,  dans  cette  hypothèse,  la 
force  P  pourra  être  remplacée  par  des  forces  Pi,  P., . .  ' 
dont  les  projections  sur  les  axes  soient  respectivement 
,  Jh       dL       dû       dM  m 

'lit''      rfr'      rf*  '    "rfx"    ''rfr'  frfï'*" 
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la  force  P'  jiar  Jes  ioiws  V,,K,---  donl  lus  pi'ojeuliom 
■Igébriiiiicssurles  axes  soient  [■espectiïpmenl 

dL       'IL        rfL  ./M  liM 

rix-'     rfy'     rf*''   ^rf-c"'   ''<r''  ''rf?'"" 

En  coDséquence,  au  système  des  forces  P,  P', ...  ou 
pourra  en  substituer  plusieurs  antres,  savoir  :  i°  le  sys- 
tème des  força  P(,  Pî  •  •  qui  seront  détruites  par  le 
liaison  L  =10}  a"  lesyslèmedesforcesPM,  P|„,. qui  se- 
ront détruites  par  la  liaison  M=o,  etc.  Donc  le  système 
des  points  A,  A', . . .  sera  dans  le  même  cas  que  s'il  iCê- 
tait  sollidtë  par  ancune  force.  Donc  il  y  aura  équilibre. 

ISt.  La  recberche  des  équations  d'équilibre  de  plu- 
sieurs forces  P,  P',  P",. . .  dont  les  points  d'applicaUon 
x),  [3/,y,  f*),. . .  sont  assujetti»  à  des  liaisons  re- 
présentées par  les  équations  L  =  o,  M=o, . . .  peut  ûtre 
réduite,  comme  oii  l'a  vu  précédemment,  à  l'élimination 


nuesX,p, 

Or  un  me 

iveu  fort  s 

Impli;  d'clfcciucr  cfiic  éliminatii 

ir  à  la  con 

sidération  des  vitessea  viriuclles 

'un  point 

malériel  se  meut  sur  un  plan  ot 

i  dans 

1.;.  coordo 

de  la 

COUrbL-  d, 

itpu- 

sitif  Al, 

dans  le  i 

L-as  où  l'oii  attribue  au  temps 

t  un 

accroissement  positif  A(,  la  limilc  vei's  laijuellc  conver- 
gera le  rapport      tandis  queses  deux  termes  convergent 

vers  sëro,  on,  ce  qui  revient  au  même,  le  rapport  entra 
les  accroisseiuenls  infSnimeoi  petits  et  simultanés  de 
l'ara  s  et  du  temps  t,  sera  ce  qu'on  uomme  la  vitesse  du 
point  matériel  à  la  lin  du  temps  I.  Doue  si  l'on  désiguc 
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par  6)  relie  vitesse,  on  aura 

_  A  _  \/,U'-fi/J'+7i.> 

De  plus  la  direction  àa  celle  viu-sse  ne  sera  autre  cbose 
que  la  direction  df  la  tangente  meiii'<!  par  l'cNtréinîté  de 
l'arc  s  à  la  courbe  décrite,  prolongée  dans  le  sens  du 
mouvcrncnl;  d'où  il  résulle  que  les  cosinus  des  angles* 
a,  S,  y,  formés  par  celte  direction  avec  les  demi-axes  dei 
roordonnées  positives  seront  représentés  par 

cosa  =  ^i    cosG=  co»7  =  ^- 

_       ds  dt  '  dt 

Cela  posé,  si  Ton  imagine  que  la  vitesse  u  soit  repré- 
sentée par  une  longueur  portée  sur  sa  direction  à~  partir 
*  de  l'extrémité  de  Tare  j,  les  trois  produits 


exprimerouK-e  <|UO.l  df.ii  appcl.T  les  projeciioiis  algé- 
briques delà  vitesse  sur  les  aves  tiesar,  j,  z,  et  se  Irou- 
vttroDl  délerminécs  par  les  équations 

DtenscE  =  ~-t    WCOS6E3  -^1    u  0017= 

dt  ,  dt  '  dl 

.  ISâ.  Supposons  '  maintenant  que  plusieurs  points 

A,  A',  A",. . .  soient  assujettis  A  cerlaimes  liaisons^ 

(ir)  I.  =  o,    M  =  o,    H  =  o,..., 

L,  M,  N,...  étant  Tonctions  des  seules  coordonnéesa;,_j',  s, 

x',y,  z',  Tous  les  mouvements  que  le  système  de  ces 

points  pourra  prendre  par  l'cflel  d'une  r;iusi'  quelconque, 
sans  que  les  liaisons  soient  troublées,  seront  ce  iju'on 
appelle  des  moufemenis  virtiwh ,  et  les  vi  tcsscs  des  dilie- 
rents  points  dans  un  mouvement  virtuel  quelconque  se- 
ront ce  qu'on  nomme  des  vitesses  virtuelles.  Or  comme 
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il  suffira  de  connaître  les  Talenrs  de  X,f^  x,  a^,y  \  z',. , . 
exprimées  en  fonction  de  f,  ponr  en  déduire  immàliate- 
ment  celle  des  quantités 

(£r      djr  iai      dj'  dz' 

*    '  ri/'    5f'  rf/ '  ~di'"'^ 

il  est  clair  que  lep  projections  algébriques  dt-s  vitesses  vir- 
tuelles seront  liées  entre  elles  p»r  autant  d'équations  qun 
les  coordonné»  dea  dilT^vnts  pcûpU.  En  effet  on  aura 
dans  tout  mouvement  compatibleavècles  liaisons  données 

Irfr.  rfr      £5^:^r      àJLdz_  dJL<l£ 
d^.  dl       dx  dl  ~^  dz  Ht      rfj:'  (/(  '''  **' 
mdj:       <lfi^  _ 

Cela  posé,  concevons  qut;  les  dllTércnts  points  élani  pai^ 
venus  au  bout  du  temps  t  d.-ins  de  ccrtsines  positions, 
puissent  y  être  maintenus  en  équilibri?  pac  le  moyen  de 
forces  P,  P',  P",j .  -  ,  dont  les  projections  algébriques  sur' 
les  axes  des  X,  y,  *  soient  respectivement  X,  Y,  Z,* 
X',  T',  Z' ,  etc.  Alors,  pour  obtenir  les  équations  d'équi- 
libre, il  suffira  d'éliminer  les  inconnues  X,  ft,  v,'. . .  entre 
les  formules  (la),  (13')  du  a?  120.  Or  on  y  parviendra 
évidemment  si  l'on  ajoute  ces  formules,  après  avoir  multi- 
plié la.  première  par        la  deuxième  par        la  troi- 

dz   ,  ..  di:'  .  . 

sième  P»""^'  la  quatrième  par  ~i  utc.^caron  trouve  ainsi 

dj:        dr        dz  d£ 
X  ^ -f- Y  ^  +  Z  -  +  X' -I- . . .  =  O. 

Donc,  lorsqu'il  y  a  équilibre,  on  doit  avoir  dans  un  mo- 
ment virtuel  quelconque, 
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123.  Réciproiiuemcnl,  si  l'équation  subsiste  dans 
un  mouïcnient  virtuel  quel co ni] m;,  il  rsl  ceilaiii  qu'il  j 
aura  équilibre.  En  (-fTel,  dans  cL-ttc  bjpolliist-,  l'équa- 
lion  (i5)  sera  aatisraite  par  tout  système  de  valeuit  des 
qnetilîlés 

^       ^        A  dE[ 

lit  lû'  iff'  f/(  '"  '  '  ' 
qui  seront  propres  à  vérifier  les  équations  (i4)-  Par  suite, 
si  au  moyen  de  ces  équations  (  1  ^  )  on  élimine  de  la  for- 
mule (i5  )  m  de  ces  quaniUës,  toutes  les  autres  pouvant 
être  choisies  arbitrai remenl,  leurs  coeffîtâeats  devront  se  • 
rédiiïre  k  zéro.  Or,  pour'  eSéctner  l'éliminstion ,  il  suffira 
.  d'ajouter  i  la  formule  (i5)  les  équatîous  Ci4)  respectîvO- 
ment  multipliées  par  des  faeteurs  indéterminés 

et  d'égaler  ensuite  à  zéro  les  m  pi-cmiers  coefficreiits  du 
dx       ,ly       ilz  dx' 

Les  facteurs  fi,  .  .  .  étant  (lioisis  de  manière  à  remplir 
ces  conditions,  c'esi-à-dîre  de  manière  h  faire  disparaître 
les  m  premiers  termes  de  l'éqnation 

,  dh         rfM        rfN  \  rfj- 

\        'ly    ^  <iy     "  dy     ■  ■  7  ,il 

/„     .  -/[,         rfM        f/K  \  dz 

+  \Z~.--!.  —  -,-^-...j- 

{  dl.         rfM        dis  \rfx' 

les  coefficîenis  des  3r  — nudemiers  tonnes  devront  £tre 
encore  séparément  ntils.  En  conséquence,  on  pourra  ré- 
duire à  zéroles.coelBcionU  de  tous  les  termes,  c'cst-à-dîn: 
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salisfain;  aux  é<juations  (la),  (la  )  ...du  n"  m,  pr  îles 
valeurs  convenables  des  facieuro  X,  fx,  v,. , ,  D'où  il  ré^ 
suite  qu'il  y  aura  équilibre  dans  le  système  éet  points 
A,  A',  A",.... 

124,  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  admis  que  les 
résistances  opposées  aux  mouvemetils  des  divers  points  par 
les  liaisons  établies  entre  eux  pouvaient  croître  indéfini- 
ment, et  au  delà  de  lotttc  limite.  Concevons  maintenant 
que  ces  résistances  ne  puissent  dépasser  certaines  limites 
sans  que  les  liaisons  se  trouvent  rompues;  alors  il  ne  suf- 
fira plus  pour  l'équilibre  que  l'on  puisse  déterminer  les 
coelTicients  fi,  v, . . .  de  manière  à  vëriiîer  les  ëquatioos 
(la),  (la'), ...  du  n"  120,  il  faudra  encore  que  les  valeui-s 
de  il,  fi,  V, . . .,  tirées  de  ees  i^quaiions  et  substituées  dans 
les  produits 

,  >1(S)-(ï)'-(î)T 

fbumisBent  des  nombres  dont  les  racines  carrées  ne  Aé~ 
passent  pas  les  limites  des  résistances  que  la  premi^,  la 
deuxième, la  troisième,...  liaison  peuvent  oppoéersaQS  se 
rompre  an  mouvei»ent  du  premier  point.  U  sera  de  même 
nécessaire  que  les  radnes  carrées  des  produits 


ne  dépassent  pas  les  limites  des  résistances  que  les  dîvet^ 


ses  liaisons  peuvenl  opposer  au  mouvement  du  drnsièmo 
point,  et  ainsi  de  suite. 

On  nous  saura  gié  de  donner  de  l'équation  fonda- 
mentale du  principe  des  vitesses  vînaelles  nne  démons- 
trstion,  sinon  plus  générale,  plna  élégante  et  pluR  simple 
que  celfe  donnée  par  Cauchy,  et  que  nous  venons  de  déve- 
lopper longuement,  du  moins  plus  directe,  moins  abstraite, 
et  à  ce  point  de  vue  plus  élémentaire.  Nons  l'avons  rédigée 
sur  les  indicaLi<)us<|ui  nous  furent  données  par  Ampère,  n 
qui  la  gloire  eu  revient. 

Définition  t.  —  S»\vni  P,  F,  P",  ...  des  forces  a^- 
pliqu(5cs  à  des  points  M,  M',  M",...  liés  entre  eux  d  une 
manière  quelconque;  supposons  que  l'on  rocnmuriique  n 
.  ce  système  de  points  un  mouvement  infiniment  petit  et 
compatible  avec  la  liaison  du  système,  de  manière  que  les 
points  M,  M',  M",..., soient  Irausportés en  N,  Pi',  : 
les  droites  in&niment  petites  iVI^,  M'N',  M">", dé- 
crites par  les  points  M, M',  M",.  .  .,  sont  ce  qu'on  nomme 
les  viiesscs  vinnelUs  de  ces  points.  Les  projectious 
p,  i/,y,.. .  des  droites  MW,  IWH',  WMV  . .",  sur  les 
direc^nns des  forces  P,  P,  P",... ,. sani  les  vitesses  vir- 
tuelles des  points  M,  IVf,  M",. ..  estimées  suivant  les  di-  ' 
reciions  de  ces  foi^ces.  Enfin,  en  multipliant  respective- 
ment les  forces  P,  P*,  P", ...  par  les  projec  tionsp,  , . . , 
on  forme  tes  produits  Pp,  Vff,  V"f^,...qui  sont  ce  qu'on 
nomme  les  moments  t'iriueh  des  forces  P,  P*,  P",.,., 
Ainsi,  le  moment  virtuel  iTune  force  P  rst  le  produit  de 
cette  force  parla  vitesse  virtuelle  de  son  point  iTappli- 

Si  l'on  nomme  'Is  le  pi'tii  arc  M>  parcouru  par  le  point 
d'application  de  la  forci;  P,  (P,  s)  l'angle  de  ia  force  avec 
la  ungcntc  à  ce  pciiiarc,  p  sera  égal  à  /iiros  {P,  s),  et  le 
moment  virtuel  Pp  delà  force  P  sera  Pt&cos{P,  5).  Mais 

I.  ,9 
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Pcoa(P,  f)  eat  auisi  la  projection  delà  foi^PsurU  Un- 
gente  i  l'arc  s.  Du  snr  la  directloa  de  la  vitesse  TÎrlUelle, 
donc  ta  moment  virtuel  T?p  ^une  force  est  encore  égalau 
produitdela  vitesse  viriuelle  de  son  point  d'application 
par  la  projection  de  la  force  snr  la  direction  de  cette 
vitesse.  U  s'agit  maimenaDt  de  prouver  tjuc  lorsque  des 
forces  PyP',  P',...j  appliquées  à  des  points  M,  M',  M", . . , 
liés  eutre  eux  d'une  manière  <]iiiîlcon(iuc  se  font  équilibre, 
la  somme  de  leurs  inoiiiciits  ïliincls  P/i,  P/-',  V"p",...  i^st 
nulle;  et,  réeiproqueineni,       les  fon  os  P,  V,  1*",...  sont 

est  nulle  pour  tous       iiKiiiïPnienls  c|iic  \i:  svsiùnie  ptut 

12(>.  Considérous  d'abonl  le  cas  ik  deux  points  M,  M' 
liés  entre  eux  de  telle  sorte  que  le  mouvement  de  l'un  des 
points  détermine  celui  de  l'autre;  désignons  par  P,  V  ba 
résultantes  des  forces  appliquées  à  chacun  des  points; 
nous  disons  que  si  les  deux  forces  se  foui  équilibre,  la 
somme  Vp  +  Vpf  sors  nulle.  Eu  eQèt,  unissons  les  points 
M,  M'  par  des  drailes  inflexibles'  AM,  AM'.  &  un  troi- 
sième point  A, qu'ils  eu  irainerontdans  leurs  mouvcnii^nts; 
appliquons  aux  poînls  A,  M  d'une  part,  A,  M'  de  l'autre, 


Buivanlles  droites  AM, 

AiM',  deux  forces  égales  et  dirccte- 

ment  opposées  -+-R,  - 

-R,  ■+-  R',  —  R'  ;  ces  forces,  évi- 

deramcnt,  ne  ti  oiiblerc 

int  pas  l'équilibre,  s'il  existait,  et 

la  somme  des  mouieiils  viiliitls. 

puisi|UC  les  moments  v 

ii  luels  éyaux  et  opposés  des  forées 

intwlmlo.  Sf  ik'lnij.Mi 

II.  Si  iloi.c  ].->  summ:  lits  nionients 

ïirtUL'b  -.■...il  .lull,'  a^a 

1.1  l'iiitrodueiion  de^  for. es,  elle  le 

sera  .■.icme^  ul  si  ell,^ 

est  nulle  a|u06  rirHioduelioil  des 

forces,  c'est  qu'elle  1  lit 

ail  auparavant,  tomme  le^  forées 

intioduitcs  soul  arbitra 

lires,  ou  pouria  rlioisir  la  l'urce  R 

de  manière  à  faire  équilibre  à  la  force  J',  et  la  fbicti  R' 
de  manière  à  équilibrei'  la  force  V\  or,  ce  choix  fait,  il 
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devient  très-facile  de  jirouver  que  la  somme  des  moments 
viriucls  des  six  fui  tes,  et  ]iar  consé(|UL'nt  In  somme  des 
momciils  ïiriucls  des  dv-tix  foires  P,  P'  est  .iiille.  Kn  ellei, 
appelons  I,  i'  les  angles  que  les  forces  P,  P'  font  avec  le* 
tangentes  aux  yrcs  décrits  par  les  mobiles  M,  W;  r,  t'  les 
angles  i]uc  font  avei-  ces  mCmcs  [aiigcntes  les  forées  auxi- 
li;iires  R  et  U';  enfin,  e,  y  les  angles  qiic  font  les  forces 
—  H,  —  II' avec  la  tangente  à  l'arc  suivi  par  le  point  mo- 
bile ausiliaire  A.  Pour  que  la  force  II  fasse  équilibre  à  la 
force  P,  il  faudra  et  il  suffira  que  la  rcsultaute  de  ces 
dsDx  forces  toil  perpendicnlaîre  i  la  courbe  décrite  parle 
mobile  M,  ou,  ce  qui  revient  au  même,' que  la  compo- 
sante de  cetie  résuhanie  suivant  la  tangente  soit  nullâ, 
ou  enfin  que  la  somme  Pcosf  +  R  e<isi'  soit  nulle;  on 
devra  donc  avoir 

Pcos(  +  RcosT  =  o. 
On  aura  de  même  pour  l'équilibre  des  deux  forces  Pet  R' 

P'cos<'-t-R'cost'  =  o, 
et  enfin  pour  l'équilibre  des  deui  forées  —  R,  —  R'  - 

Rcose  4-  H' eus  6'  =  o. 
Ajoutons  ces  trois  é<]uatioris,  après  les  avoir  respective- 
ment multipliées  par  les  différentielles  ds,  dJ,  daAet 
arcs  décrits  par  les  mobiles  M,  M.',  A  ;  il  viendra 

\  -l-a'(costV*'-lTÇOifl'dff)=o; 
mais  les  droites  MA,  M'A  sont  invariables;  et,  par  con- 
séquent, ai  l'on  appelle  x,  jr,  s,  X*,  y,  z' ,      »,  Ç  les 
coordonnées  des  points  M,  M',  A ,  et  c,  l'  deux  quantités 
constantes,  on  aura 

(x- -£)•  +  {/-,)■  + (i- -  1;)'= e", 


aga  sTATiiI«rB. 
et,  eu  dîfTérentiaal, 

(j:— £)(dir-rf5)  +  (.r-'^){''r-'''')+("-î)('^-'":) 
on,  ce  qui  revient  au  mùme, 

Maïs  on  a  évidemment  ' 

^'"^  \     c      ds  r      ds  r  -/l/ 

c«(  =  ±         j;  + + -7- 

„    .  ;s-vrf5    .-y  J.. 

'  donc 

rt  (cOSTrfï  +  COS  S(/ff)  =  o. 
±  (  COST'fi' 4- cos  6' )  =  o, 

ou  enfin  . 

COSTtÙH-  cosflrfo  =  o, 

CM^d^+CMO'dT  =Q, 

ei,  par  conséquent,  en  remouuni  à  i'éiiualioii  (16), 
Prfjcos(+  B'ditm^=o, 
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ui,  parce  que 

PAcos(=  P/j,  V'ds'cosi'=V'p', 
on  aura  nécessairement  dans  le  cas  «l'équîlibru 

127,  Réciproquement,  si  l'équation  Pp  +  P'p'=a 
est  satisfaite,  il  y  aura  équilibre.  Ed  eflel,  si  Von  a 

P^-t-  P'p'  =  o,    on  VdfCMi+Vdfeiitt'=s<i, 

et  si,  après  avoir  lié  les  points  M  ei  M' par  des  droites  in- 
variables AM,  AM'  on  applique  encore  aux  points  U  et 
M'  quatre  forces  B,  —  B,  R',  -7-B'  égales  deux  à  deux  et 
opposées,  choiries  de  .manière  à  mettre  en  équilibre  les 
forces  P  et  I",  on  aura  tonjonrs 

Poosf +  RcosT  =  a,  P'cast'-i-IfGosr'=:Q. 
Et  ù ,  après  avoir  posé 

•Rcos9  +  R'gosS'=  it, 

on  ajoute  ces  trois  étpiaiîonB  après  avoir  multiplié  la  pre- 
mière par  ds,  la  seconde  par  ds',  la  troisième  par  da,  on 

Pdiiios(-HP'rf/cosfî-i-a(cost<ft-KcosSrfs) 
-I-  H'(oo»t''Û'  -f-  cosS'</ff)  =  <rf». 

Mais  l'invariabilité  des  droites  AM ,  AM'  entraînera  tou^ 
jours  les  équations 

COSTiù  +  cos8i/o=,o,    COSTW  +  cose'rf(i  =  o; 
on  a  d'ailleurs,  par  hypothèse,  ' 

■    Pcos/rfr-l-  P'eos('d:i'=  o; 

tda  =  o. 
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pji'  .suite, 


iln  =  a,    on    i  —  Rcos  0  +  R' ciisS' =  o. 

Mais.ii'utK;  pan,  c/o,  rai  ciiiie  A  est  cc;nsé  di'fi'irc,  iif  peut 
pas  Être  nul,  ou  l:i  siiuinie  A  ties  i  oi!ipos;i]ilcs  lîi's  I'oii-l's 

(|u'il  iléci  il,  ne  priii  ji.is  s  (•\  atmuir  sans  ([ue  ce  point  soii 
cil  équilibic  ;  de  l'aiitie,  IVijiiilliire  <l»i  [Kinit  A  entrame 
évidcniint'nl  (clni  dos  poinis  M  ei  M'  ijui  lui  sont  liés  in- 
variablement et  iiL'  sont  plus  sollicités  par  aucune  force; 
donc  on  ne  peut  pas  avoir  +  P'/>'=  o  «ans  que  les 
forces  qui  sollidient  les  points  Met  U'se  fassent  équilibre. 

1^.  Plus  généralenient,  soient  :  M,  M',  M", . . .  des 
poinis  en  nombre  quelconque,  liés  ontrc  eus  d'une  ma- 
nière complète,  c'csl-à-dire  telle,  que  le  mouvement  de 
l'un  d'eux  dclcrniiin;  celui  de  tous  les  autres  et  qu'il  nV 
ail  pour  toulle  sïsioini'  i^u'un  seul  [iiouïement  possible; 
P,  P',  P", . .  . ,  tes  forées  appliqin-es  li  res  piiinls;  s'il  y  n 
équilibre  dans  le  syMÙine,  la  siimme  des  inomeiUa  virtuels 

sera  nulle.  Celli;  proposition  ayant  été  démontrée  pour 
un  système  de  deux  points,  il  suffit  de  prouver  que  si 
elle  est  vraie  pour  m  points,  elle  sera  encore  vraie  pour 
m -1-1  points.  Cela  posé,  désignons  par  M  ,  M',  M",  .  .  . , 
les  [m  ■+■  i)  points  considérés,  et  par  P,  P',  P", , .  . ,  les 
forces  qui  agissent  sur  eux  ;  on  pourr.i  appliquer  à  l'un 
de  ces  points,  à  M',  par  exemple,  deux  forces  égales  et 
opposées,  B,  — R,  et  déterminées  de  telle  sorte,  que 
l'ime  d'elles,  R,  fasse  dqiûlilire  &  la  force  P,  aj^liquée 
en  un  antre  point  M  dn  système  :  il  suffira  pour  oela  que . 
la  somme  P^  +  Rrdcs  moments  virtuels  des  doux  forces 
P.  R,  soit  nulle.  On  pourra  alors  supprimer  les  deti!( 


forces  P,  R  ei  no  plus  tenir  irompicdu  point  M;  ainsi  il 
ne  restera  plus  que  les  m  points  M',  M", . . . ,  soumis  à 
l'action  des  (m  +  i)  forces,  —  R,  F,  P", , , .  ;  or  la  pro- 
position étant  supposée  vraie  pour  m  points,  l'équilibre 

-Rr-(-P>'+PV  +  -'-=Oi 
mail  on  a  aussi 

Kr  +  Vp—o.  . 
Ajoutant  celte  dernière  ^uation  à.  U  précédente,  il  en 

Pp  ■+■  V'p-  -+-  P>"  -h...~o. 
Réciproqui'ment,  si  l'i^quation 

P;j  +  py  +  P"p"-i-.  ..=  o 
est  satisfaite,  l'équilibre  existera.  La  démonstration  de 
cette  proposition  réciproque  est  enlièrt'ment  semblable  à 
celle  qu'on  a  déjà  donnée  piiur  un  syslùiuc  composé  de. 
deux  points. 

129.  EnGn  lorsque,  la  liaison  di^s  points  considérés 
M,  M',  M",,.,  n'étant  pas  coniplctc,  le  mouvement  de 
l'un  d'eux  w  détermine  plus  celui  de  lou=.  tes  auire.,  il 
laut  encor.',  s'il  y  a  équilib.e,  que  la  somme  des  moments 
virluiU  l'p,Vp',...  ,  soit  nulle  pour  tous  les  mouve- 
iiieuls  que  le  système  peut  pr  endre.  En  effet,  supposons 
qu'il  y  ail  équilibre,  et  que,  pour  un  certain  mouvement, 
la  somme  des  moments  virtuels  ne  soit  pas  nulle.  Eu  ren- 
dant ce  mouvement  seul  possible  par  de  nouvelles  liai- 
aous,  on'nedétroira  pas  l'équilibre  préexistant;  mais, 
puisque  la  liaison  du  système  sera  alors  conipièie,  l'équi- 
libre ne  pourra  avoir  lieu  qu'aulaiil  que  U  sommc.des 
moments  virtuels  sera  nulle;  donc  l'cqualion 
(17)  Vp-^P'p'+Vp"  +  ..=  ïP/)  =  o 

doit  itre  satisfaite,  lorsqu'il  y  a  équilibre,  quelles  que 
■oient  les  liaisoni  du  système. 


ïy6  STATH.itK. 

lté<-il.iW|uir->i.-r>t,  ï,i  soiimu-  \'p  1>>'  +  V'/i"  +  . .  . 
dcsraomci.ls  y\vlm-h  Csl  nulle  )ii>ui-  Inus  l,  ,s  „,„uM;n»;i,Is 

Heu,  on  L  ]-".;ui|>t:aiJsit  pas  en  liant  k^s  poinls  de  lell,- 
manière  que  ce  mouveiiieni  fût  seul  possible;  el  il  en  ré- 
sulterait que  dans  uu  système  donlla  liaison  serait  coui- 
plètu,  la  sommt:  dos  muments  virtuels  pourrait  être  nulle 
sans  qn'il  y  eût  équilibre,  ce  qui  est  contraire  à  ce  qu'on 
Il  dé}h  démoniré. 

■  En  réstlmé,  quel  que  soil  le  li^slème  de  points  que  l'on 
eonsidère,-  on  aura  toutes  les  couditions  de  l'équilibre 
en  égalant  à  .aéro  U  somme  des  inomeDU  vïrinels  des 
foroes  pour  tons  les  mouTcmenls  possibles  on.  compatibles 
avec  lés  liaisons  dubjslàme;  c'est  ce  qu'iffallait  prouver. 

130.  L'équation  générale  d'équilibre  ou  du  prÏDcipe 
des  vitesses  virtuelles  ii"  133 


prend  une  Toi  rne  ti-ès-sinipie,  lorsque  l'iiilensilé  et  la  di- 
rection de  la  fiirc  e  qui  agit  sur  chaque  point  sont  seule- 
ment fonctions  «les  i  nordonuées  <Ie  ce  point,  et  indépcn- 
Janlrs  des  cooriiouiiées  des  autres  pain(3.  Dé3i{;nons,  en 
eli'et,  P  h  Ion  dont  X,  Y,  Z  sont  les  composantes, 
qui  agit  sur  l'un  quelconque  des  points  z)  dti  sys- 

tème, et  qui,  par  liypolhèse,  est  fonction  des  seules  coor- 
données de  ec  point.  Par  tous  les  points  de  la  ligue  droite 
ou  courbe  que  le  point  M  décrirait  sous  l'influence  des 
liaisons  du  système,  menons  une  série'dc  lignes  rc- 
présenlatit  les  directions  successives  de  la  force  P,  «t 
construisons  on  concevons  une  surface  orthogonale  ou 
normale  à  tooies  ces  directions.  Appelons  M  {Jig.  3o] 
le  point  dont  il  s'agit),  oti  dont  les  coordonnées  sont 
j',  }-,  S;  Ml  une  seronde  position  d«  ce  point-doni  les 
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tooi-doii Fiées  soul  x+ûiX,  y-i-i\j,  m,  m,  les 

[loinls  cor  respot]  dams  de  la  surface  oitliogonalc,  />  ia  dis- 
tance Mm,  /.  -H  A/,  la  clisiance  M,  m,:  menons  par  M, 
un  plan  parallèle  à  la  ligne  wm,  et  soit  N  le  point  d'iii- 

le  point  M;  l'angle  M, KM  si^ia  tin  angle  droit',  et  Von 

aura  par  conséquent  cos  M,  MN  =        =  —■■  D'ailleurs 

les  coiians  des  angles  que  les  lignes  MN,  MMt  font 

avec  les  trois  axes  coordonnés  àont  :  pour  la  première' 

%  Y    Z    •     ,  ,         Ar  i!  , 

p"'  p"'  .p'  P**"""      seconde  — i         — ;  on  anra  doue 

par  coDiéquent, 

it~     \p  m     P  a*,     p  Aj/ 
Cl  en  passant  au*  limites, 

Ce  raison  ne  ment  et  cette  transformation  s'appliquant  évi- 
demment a  tous  les  points  du  systénic,  i'cquaiion  générale 
d'éqtiilibre  deviendra 

z  (Xrfr  H-Trfr  +  Zrf*  )■  =  2(±  Prf/>)  =  o. 
Si  chaque  longueur  p,  oa  ce  qu'on  pourrait  appeler  le 
rayon-de  la  sarfàce  orthogonale,  est  lui-même,  comtneP, 
une  fonction  des  seules  coordonnées  x,  y,  z,  chaque  pro- 
duit Vdp  Kl  par  suite  la  somme  £±  (^'4')  "^^^  ""^ 
férentielle  exacte,  et  on  |iourrB  l'iotégrer.  C'est  ce  qui 
arrivera,  pai;  exempte,  si  chacune  des  forces  du  ^stèine 
émane  d'un  centre  fiw  et  est  fonction  de  la  distance  de 
son,  point  d'appUvatîon  an  centre  fixe. 
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Dans  ce  cas,  iiiï'cl,  voienl  a.,  !>.  c  It-s  co<ir<ioiinées  du 
centre  li\e,  d'où  émane  la  force  P,  r  la  <lislance  du  point 
d'application  de  la  forci:  P  ii  ce  centre,  ou  aura 

%dx+Ydj-i'Zdz:=^-[{j:—a,dx  h  [x—l-}iIj-'f-(c—c)dt]=Pdr. 

Doue,  en  elfet,  si  P  est  fonclioii  de  r,  le  binôme  sera  nue 
différentiel  te  exacte. 

La  même  chose  arrivera  encore  si  les  forces  du  sys- 
tème se  réduisent  à  des  atlractiuns  on  à  des  répulsions  ré- 
ciproques, fonctions  de  leurs  distances  mutuelles.  Soient, 
eu  eflét,  jr,  j,  j:'.  r',  z' les  coordonnées  de  deux  des 
points  qui  s'altircnt  ou  se  repoussent,  r  leur  distance,  et 
f  (r-)  la  fonction  de  r  qui  exprime  l'inlensitéde  l'aUraction 
ou  de  la  répulsion  ;  si  l 'on  a 

X  =  r(r):!^,      y  =  f(r)-?^^,      Z  =  {{r)'~'-' 

on  aura 

X'=  {[r]  Y'  =  l(r]^^—j^,    2'  =  f{r)  , 

puisque 

nlr={x-x^){dj:-dj!')  +  {j~y){djr~dy)+[t-%-)(a%-,h')i 
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t)anc,  CD  groupant  les  trînAmes  deux  à  deux,  on  les 
transforme  en  une  dilTérentieUe  exacte,  et  l'on  aura  cvi- 
demment 

ï(X-/,r  +  Y</r-|-  Zrf:)  =  ^  f  f -"l  '/''- 

,  Kii  g,>iuTal,  lorsque  h  ^omm^  Z  {K<lx+ Y  ^ly  +  Zdz) 
est  uiip  tlid'f'rciiiicllc  cxacli',  si  nous  rcpiiisciiloiis  son  in^ 
Irgraiiî  jiar  IJ,  U  devra  être  une  foiiclioti  des  coordonnées 
or,  T,  2,  ■  ,  . ,  dont  les  dérivées  partielles  seront 

—  =  X    1Ï  =  Y    — =Z    — =X-    — =T'... 
'  djr         '   lù        '  dj!  ■       '  dj'  ' 

etl' équation  générale  d'équilibre  ou  du  principe  des  vi- 
tesses virtnelles 

l(Xdx  +  Tc(r+ZA)  =  o. 

deviendra 

Celle  fonction  U  (;si  ce  qu'on  appelle  ta  fonclion  des 
forces;  et  il  résulte  de  l'équation  (^U  =  o,  quedanslecas 
d'équilibre  cette  f(Hiction  doit  être  un  général  un  mazi- 
iDtim  ou  un  minimum, 

131 .  L'équation 

qui  subsiste  lorsqu'il  y  a  équilibre  pour  Ions  les  mouve- 
ments eompatîbles  avec  les  liaisons  du  système,  et  ijui 
renferme  le  principe  des  vitesses  vlriuelles,  reprend  très- 
facilement  la  forme  sous  laqtiellc  ce  mCmc  principe  se 

présente  dans  la  démonstration  iTÂmpère.  Soient  u  =  ^ 

la  vitesse  virluelle  du  point  \x,y,  i),  (P,  u)  l'angle  com- 
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pris  eiilve  la  diruclion  iJe  cmle  vitesse  et  celle  de  la  Ibrce 
P.  Comme  les  cosinus  des  angles  forméa  par  les  deux  di- 
rections sont  respectivement  pour  la  vitesse 

ilx  _di-ilf  ^  I  r/x      ify  £  rff-      dt        I  ^U 

rft  ~  ,ll  iL  ^  a  lit''      ils        «  A  '      dl       «•  a' 

pour  la  force 


Oit  trouverait  de  inËnii-,  cii  [lésignant  par  cd'  la  vitesse, 
virtuelle  do  point  [x',y  \  «') , 

et  l'équation  (i5)  deviendra 

[17)  ïP»«>8(P,»)  =  ïP/'  =  o. 

Oti  appelle  quelquefois  tension  d'une  force  la  cooipo- 
sanie  Pcos{P,  w)  de  la  force. suivant  la  tangente  à  la 
courbe  que  son  point  d'application  tend  a  décrire,  et  I/v- 
vail  virtuel  de  la  force  le  produit  Pc»  cos  u  de  la  tension 
par  la  vi  tesse  virtnelle.  Le  théorème  renfermé  dans  l'équa- 
tion Pedcoa  (P,  (û)  peut  alors  s'énoncer  commoilstùt:  pour 
que  les  forces  qui  arasent  sur  un  ^slèoie  de  points  liés 
entre  eux  d'une  manière  quelconque  se  fassent  ^uilibre, 
il  faut  que  la  somme  de.  leiirs  travaux  virtuels  soit  nulle 
dans  tous  les  jnoavements  que  le  système  peut  prendre, 
ou  qui  sont  compatibles  avec  ses  liaisons. 
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133.  Si  la  somme  des  moments  virtuels  est  nulle,  c'est 
nécessairement  parce  que  qnelques-nus  des  moments  vir- 
tuels sont  positifs  et  les  autres  négatifs.  J^rsque  l'angle 
de  la  force  avec  la  vitesse  virtuelle  est  aigu,  ou  lorsque  la 
composante  de  la  force  suivant  la  direction  ile  la  vitesse 
est  dirtgùe  dans  le  sens  delà  vilrssc,  le  produit  Pi  os  (P,  ùi) 
et  le  moment  virtuol  Pu  ros  (P,  sont  positifs,  la  fore  e  P 
alors  leiid  à  produire  celle  vilL'ssc,  ou  peut  dire  qu'elle 
jout  le  r,ilc  Je  p„i„a,m.  A„  co„lr.i™,  .i  l'.Dgle  (P,  ») 
est  obtus, si  la  composante  est  dirigée  en  sens  contraire  de 
la  vitesse  virlucllf,  le  produit  Peos(P,a))  cl  le  moment 
virtuel  Pweos(P,oj)  sont  n,;!;atifs,  la  force  Il-ikI  à  empû- 
clicr  le  point  de  se  moiivdir  cl  joue  le  lûlc  de  résistance. 
Désignons  par  P  les  projeclioiis  ou  tensions  des  forces 
puissances,  par  li  les  projections  ou  tensions  des  forces 
résistances,  ces  projections  étant  prises  en  vâleur  abso- 
lue; appelons^)  ^  les  vitesses  virtuelles  des  points  d'ap- 
plication deff  puissances  et  des  résistances,  l'ëqnatïati  des 
vitesses  virtuelles  pourra  se  mettre  sous-  la  forme 


Il  devient  alors  facile  de  prouver  que  si  cette  équation  est 
salîsfaîle,  l'équilibre  aura  nécessairement  lieu.  En  eflêt,  si 
quelques-uns  des  points  du  système,  dont  nous  désigne- 
rons les  vitesses  virtuelles  P^r^i  avaient  encore  un  mou- 
vement, on  pourrait  les  empêcher  de  se  mouvoir,  on  ré- 
tablir l'équilibre  en  introduisant  des  forces  S  d'intensité 
convenable,  appliquées  en  sons  contraire  du  mouvement*, 
et  puisqu' alors  il  y  aurait  équilibre,  on  anrait 
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OU  bien,  puisque  par  hypothèse  — 


Or,  pui&qitc  lous  les  termes  de  la  somme  qui  compose 
le  premier  membre  sonl  de  mime  signe  et  ué(;alifs, 
chaque  terme  devra  être  «éparémeut  nul  ;  c'est-à-dire 

qu'on  devra  avoir  généralement,  soit  o,  soit  ^  =  o; 
mais  par  là  même,  et  quelle  que  soit  celle  dés  âeox  hypo- 
thèses qne  l'on  adopte,  le  point  auquel  la  force  iS  est 
appliquée  sert  en  repos  J  puisque  ^=o  dgnifieraît  que 
pour  le  mettre  en  repos  il  suffit  d'appliquer  une  forcd 

nulle,  et  ^= o  exprimerait  que  sa  vilease  est  nulle.  Donc 
l'éqitalion 


entraîne  iiëcessaîrcment  l'équilibre  du  système,  et  nous 
retrouvons  cette  proposition  fondameiiiale  :  Les  condi- 
tions d'équH^re  d'un  sysléitie  quelconque  de  points  dont 
les  liaisons  indépendantes  du  temps  peuvent  être  expri- 
mées par  des  Jonctions  dé  Inurs  cooedonnées,  seront 
toutes  données  par  la  condition  que  In  somme  des  mo- 
ments 011  travaux  virtuels  sera  nulle  dans  tous  les  mou- 
vements compatibles  avec  les  liaisons  du  système. 
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AppUnUani  du  ëqMlloin  ginéraln  d'jqnlllbre  wni  knn  dani  htatt 
ptbi<l)»ln —  Appllcatlopi  dea  éqoiliona  primiliia.  —  Éqallibra  d'un 

.  peiM. — ËqNQIbre  d'un  corps  »ltde. — équilibra  d'un  poljrgona  tbni' 
euUlra.  —  Forme  d'AqnlIlbn  ds  la  cbaltietta.  —  Cbtlnalla  dea  poou 
anapendaa.  —  Cordop  uni  puintaur  «nronld  *ur  une  anrAce.  —  A|h 
plicationa  de  l'éqnalion  du  riUaaea  lirhioUes.—  Nonibn  da  éqiulioDa 
d'iqallibre. —  Cu  d'on  oorpi  lollda. 

133.  La  tfadorie  que  nous  rtiioiis  de  dLvdoppor  est  si 
importante,  que  nous  rioyuus  devoir  nous  ciendro  sur 
ses  applications  aux  divers  c.isUl-  la  siaiinue,  et  présenter 
ces  applications  sous  deuK  furines,  en  faisant  servir  à  la 
recherche  des  conditions  d'é<[uilihre  et  les  équations  pri- 
mitives avec  les  indéterminées  v,...,  que  nous  rem- 
placerons pour  pins  de  symétrie  par  X|,  X^,...,  et  les' 
équations  tranaformées  par  la  considéralion  des  vitesses 
virttielli». 

*PsBMiBE  CAS.  —  Équilibre  /Tan  point  Mi- — Si  le  point 
est  libre  dans  l'espace,  l'équa'don  L,  =  o  est  une  équation 
identique  0  =  0,  et  l'on  doit  avoir  nécessairement 
X,  =  o,    T,^o,    Z,  =  o. 
Si  le  puinlesl  assujetti  à  rester  sur  une  surface  dont 
l'équation  est  Li  =;  o,  on  devra  avoir  ' 

X 1  ^  î ,  D,,  L, ,    Y,  =  )i,  D,,  L, ,    Z,  =  1,  D,,  L, , 
et  les  équations  d'équilibre  seront 

Xi  _  Y,  _  v^x;'+y; -t-z- 

D,,L,  ~D,,L,  ~  D,,L,  ~  ^/iD,,L,)'  +  [D^.L.j'  +  tÛ.TM' ' 
et  elles  expriment,  comme  on  le  savait  déjà;  que  la 
force  P|  est  normale  i  la  surface  L,  =  o. 


Digilizedliy  Google 


Si  le  poiiil  es\  assujelti  ù  rcalcr  a  la 
faces  L,  =  a,  Li  =  o,  cesdeuxaurfacc; 
dn  système;  une  seule  des  coordonn 
dante  on  arbitraire,  il  n'y  aura  p]<i: 
d'équilibre,  et  ceite  équation  sera 

dl  rit  Ht 


s  indépen* 
2  é[|uation 


ou,  en  mnlupliant  par  - 


et  elle  exprime  que  la  direction  de  la  force  P,  est  située 
dans  le  plan  normal  k  la  courbe  que  le  point  mobile 
peut  décrire. 

134.*  DenxiîEiiCB  cas.  —  Êquâibre  d'un  corps  solide.  — 
Si  tous  les  points  du  système  sont  liés  invariablement 
entre  eux,  les  équaûoDs  qui  établissent  les  liaisons  sont 
celles  qui  expriment  que  les  distances  mutuelles  de  trois 
des  points  du  système  sont  invariables,  et  que  les  autres 
points  sont  toujours  à  la  mèmedistanccdcs  trois  premiers. 
Soient  (xii^yi,  «,),  (xt,y,,  s,),  {^nr»'  «»)  '^s  trois 


points  auxquels 


I,  =  (i, - 

L,  =  (4-,- 

'.)■  +  (/. 

L,  =  (»,  - 

'.)•■^-{r. 

1,  =  (X,  - 

!.  =  ('■- 

rapporte  tous  les 

(/.-..-,)■+(•.- 
.>-,)• ■ 

.>■,)■  +  (■.■ 


,  tes  3» 


Lu.,  =  -r-)'  +  (ï,  -    -  C =*>. 

Lm-, -  j-.)'  +  ir»  -  )'+(*■—«.)■— 'U-,  =  »' 
= [X,  - 1,)' + cr.  — j-.)'*    -  «.)'  -  -^L.  = 

On  anra  donc 

X. = al,  {x. — X,}  +  2i,  (  t,  —  I,  )  -I-     [ -  } 

-f.2i,(i,  —  x.)-4-. . . -t- al,„_,{x,  — *.). 

T,  =  3l,(j'.— 7.)  +  2l,Lr,— j-,)  +  2l,(^,  —y,) 

+  a^tr,  —     + ■  ■  ■ + aiw-lj-.  —  r-), 

Z,  =  —  lO  -H  ail  ('i  —  ^)  +         —  «.) 

+  *!,(»,  —  +  al»^,[«,  — I,), 

X,  =  — a;,)  +»>,{*,  — a-0-*-3X,(*,—x.) 

—  *i)  + ...  +  —•«,), 


X,  =  — a)i,(x,— «,}  — al,{«,— jr,)+al,{a!.  — *.) 


X.  =  —  21,(3-,  — 1,1  —         ~      -  al,(i,  —  X,}, 


X.  =  - 3V«.,(;r, -.r„)- ,l,^,(x, -j:,) -p.l.„_,(x,-a:0, 
Y.  =  -  3J3,-.(/,  -  J-n)  -  3i^(r,  -r.). 

Z.      -  -  ï„)  -  al.„-,(»,  -  z.)  -  -  «,). 

Or  si  entre  ces  3r  équations  on  élimine  les  3n  —  6  in- 
déterminées Xi,  îi, . . . ,  ï|._t>  on  trouvera 

Xi  +  X,  4-  . . .  -J-  X,  =  SX  =  o, 
Y,  -i-  Y,  H- . . .  +  Y,  =  ïY  =  o, 
Z,  +  Z,+  ..4- Z,  =  ïZ  =o, 
(J.z.  -  Z.r.)  -4-  . .  .  +  [Y.ï„  -  Z,r»)  =  ï(Y=-Zj-)  =  o, 
(Z,x,  — X,z.)-t-...+(Z,x,— X,i.)=ï(Zx  — Xi)  =  o, 

(X,r,-T,x.)-).  ....-i-(Xo'.-T,r.)=.2(Xr-T*)=o. 

I.  ■    ■  ao 
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■io6  «HTIQ10E. 

Telles  Bont  donc  les  équations  (l'À]uiIîbre,  ei  ce  loitL 

bien  celles  que  nous  avons  Jéjà  établies. 

135,  Si  Tun  (les  points  du  système  invariable  est  fixe, 
et  qu'on  le  prenne  pour  origine  des  coordonnées,  les 
5n — 3  liaisons  seront 

L,=j-,=o, 

L,  =  i,  =o,  -  - 

i,=i;+.r; +!;-c;  =  o, 

L.  =  (X.  -  r.)'  +  ir,  —r,y  +  (î,  - 1>)'  -  ^  = 

L,  =  (.T,  -  j:.)'  4-  Cr.  — J,  1'  -H  [î,  -:.)'-<  =  O. 
■  L,  =  (j-,  -  J-O'  +  {«."<.)'- <  =  O. 

on  aura  donc  ' 
X,=l„ 

z, 

X, =al,4:,  +  alite,— a^)  +  al,  -t-iïu-.(*.-»-*.), 
,  T.=aljr.+3Ï,0',— j-,)  +  ai.{j',— J'J+-..-*-3Vm;J'.— J-.). 
Z,=al,i,+al,(i,—  *,)+aM''—'<)+—+*W.(«- 
X,=al.*,—  al,(*i— '")■ 

X. = al,*. — ai.  Çp, — *() — al.(«.— «4). 
Z.=a)irt_,«,  — al,»-,(«,  — *J— alM(a,  — *,)■ 
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PRiSCU'K    DES    VITESSES  VIRTUELLES, 

Si  entre  ces  3»j  équaiions  on  élimine  les  3m — 3  con- 
Btantea  indéterminées  Xi,  on  aura  lei  Irois 

éqiMtiont  sniTanles  qui  seront  les  équations  d'équilibre  : 
(T,  »,  -  Z,x,)  +. .  .4..(y.,.  _  z.y.)  =  s{T  .  -  ïT) =o, 
|Z, X,  —  X, *,)  +  .. .+  (Z,*. _ X.*,)  s(Z*— «Z)=  o, 
(X.  j-,— T,  *,)+•■•+  {Xr--  T.«.) = ï  (Xj- — T*)  =^  o. 
La  pressioD  exercée  sur  le  point  fite  x,)  est  au 

point  {xt,ytt  't)  nortnale  à  la  surface  L4=:o,  c'eit-à- 
dire  qu'elle  s'ererce  suivant  la  ligne  e^,  ses  cotnpMantes 
suivant  les  trois  axes  coordonnés  sont 

),  D,,L.  =  2l,x„    h  D„L.  =  2i.  X»    i.D^L,  =  al,ï,; 

Iç  pression  au  point  [xt,jt,  Si),exercéesuivant  la  ligne 
c,f  est  de  même 

celle  aupinnt  {Xt,fn  snivantf, 
l.D,,L,  =  al,«„    l,0,,L,*al,y.,    1,  D,,  L,  =  al,*, 

ceileenfin  au  point  (j-„,  r..  î.)  le  long  de  la  ligne  c,„_. 

Les  «rois  composantes  A,,  X,,  exerrrai  d'ailleurs  im- 
médiatement leur  action  sur  le  point  fiïc.  Il  en  résulte 
que  les  trois  composantes  suivant  les  trois  axes  de  la 
pression  totale  exercée  sur  le  point  fixe,  sont 
l,  +  2l,x,  +  al,Zi,+...+  al„^taj^Xi4.X,+...-+-X.=ïX, 
l.+alo-,4-ai,r.+-+5l«-.J-.=T.4-Y,+...+T,=lY, 
l,+  al,ï,  +51,1, -i-...+al,Ma,i=Z,-t- 2,4-...+  ?.  =ïZ. 

136.  Si  le  système  a  deux  poiau  fixes  {xi,  Xt,  r|}, 
{xtyjTty  JSw)^  etqti'on  prenne  pour  axe  des  x  la  ligne  pas- 
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Mot  par  ctts  deux  pohils,  Ics^ji  —  i  liaisons  serout 
L,=j;,  =  «i,    L,  =  j',  =  o,    L,  =  (,-r,  =  o, 
=  z,  =  o,    L,         =  o,    Li=si,  —  Cl  =  O, 

L,=*;+j-î+(»i-M'-=;=o. 

L, =a!j+7;+ (ï, — B,)' — c; = o, 

L,.=^:-f-j-;+(i,-i.)'-';.=o, 


=  x;+   -t-    -  z„y  -     =  o. 

L»_,  =  (x.  -  +  Lr,  -j-.)'  +  (x,  -  z.y  —  c,^,  =  a. 
On  aaïadonc 

X,=l,,    Y,=l,,    X,=l„  T,=l„ 

Z,  =l,+al,{i,— ^)+a>.  (»,—*.)+.. ■+»!«-.(*.-«.). 

T,  =  2l,j-,-l-»l,j',  +  2l„(j-,— +  .  .  .  +  ai,._,(j-,-j'.), 
2.  =  — 2)i,(»,— I,)— a)i,(s,-^)+al„(ij-i.)  +  


Si  entre  ces  3n  équations  on  ëlimine  les  3ri  —  1  indéter- 
minées  )|,  it„^u  oa  trouvera  pouf  l'équation 

nécessaire  et  suffisant  d'équilibre, 

(X, T,«,)  +  CtiJ-'— + 
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PUBCIPB  DES   VITESSES  TIRTUBLIES.  .U>9 

Les  composâmes  suivant  les  axes  des  x  et  des  >-  de  la  pres- 
ûon  exercée  sar  le  point  fixe  (xi,  ^i,  Zi  )  aont  à  ce  point 
immtiïatemeni 

l.n,,L,  =  l,,    ]i,D„L,  =  À,, 
au  point  [xt,  /i,  C|)  Baivant  la  ligne  ct> 

1,»^  L, = al,"x„    1,  D,,  1^  =  al,  j") . 
.  au  point  (st,  ^^41  z>)Buivaatlàligiie  fit, 

l,D,,I,  =  al,*„    l.D,.I,  =  ai.j-., 


Les  composantes  delà  pression  totale  sur  Icpoint  :c,  z,, 
suivant  les  axes  des  x  et  des  jr,  seront  donc 

i,  +  ai,j-.H-ai,j-.+..  .+  al^^.=  Y,. 

On  trouverait  de  mfime  pour  les  compou'ntes  suivant  les 
axes  desx  et  des  y  de  la  pression  exercée  sur  le^oint 

(».,>.,'.), 

1.  +  li.Xj  +  aii.i,  -t-  I-  slj^i-E,,  =  X„ 

i>  +  a  Vi  +  a)>„r.  +  ■  ■  ■  +  =  Y„ 

et  l'on  en  dcduii 

X,  +  X,  H-  ■  ■ .  +  X„  ^  2X  —  X,  4- 
T,  +  Y:-)-.. .  + Y.  =  :Y  =     +  r„ 
(T...  -  Z, j-,)  +  (Y,^  -  Z,jO  +  ■  ■  .  +  (Y.^  -  Z.^.) 

—  E{Yï  — Zj-)=  r,î,  H-  r,i„ 
(Z,«,  -  X,  *,)  -l-(Z,*,  -  X,*;)+. .  .4-  (Z.ar.  -  X.S.) 

= i(zrf  —  Xï)  =  —  (  T, -I- jr.i,). 

Nous  écrivons  dans  ces  équations,  par  rùson  de  symétrie, 
^ii^ti  ^siyii  quoique  ces  coordonnées  soient  identique- 


meni  nulles.  On  lira  de  ces  équatiom 

'  II  — il  ' 

y  ^  ::iZ.r-Xi)4-x,sX 
'  '  i,  —  e, 

■  ^,^s(T^-Zj-)-»,sY 
'  ai  — 1>  ' 

j,^  ï(T^-Zr)-»,îT) 
Il  —  Il 

Eofin  la  pression  commnne  aux  deux  points  (x, 

(^11  J'ti  Zi)  le  long  de  la  ligne  qui  les  qnit  on  le  long  de 

l'axe  des  z,  est 

i.D,.I,,+l,D^LH-l,D,,LH-l,D,,L,+ï,D^I,+i.D^i:,-f-. . . 

=  Z,  +  7.,-h  ■  .  .T.,.  —  tZ. 

1;î7.  Si  11-  <^,i-ps  snluir  csi  ^ippuyé  <;oiitre  plusieuis 
plaus  ou  coiilre  phisieui  s  surfaces  courbes,  il  ni;  [Wurra 
rester  en  équilibre  ijii'autaut  qu'aux  points  de  contact  la 
pression  exercée  par  lui  sera  iiarntale  au  plan  ou  à  la 
surface.  Si  Ton  désigne  par  (a',  6',  ■/),  (a",  â",.y") . . 
les  angles  tjuc  les  uoriii aies  au  point  de  contact  [:^,y',  z*), 
z"), . . .  font  avec  les  axes  coordonné,  les  trois 
composantes  des  pressions  usront 

l'cosa',     VcosË',  l'cus/î 
l'cosa",    l'cosfi',    i'eos7'. , . , 

V,  A".  ,  (liant  (les  constantes  indéterminées  ilout  on 
clioisira  le  aiguë  de  telle  sorte  que  la  pression  qu'ellba  ex- 
priiueni  ait  pour  cjlet  d'appuyer  le  corps  contra  la  sur- 
l'ace.  On  peut  évidemment  remplacer  les 'surfaces  ap- 
piivanirs  par  les  preMÎons  prises  en  siKnes-rontraireset 
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rniHciPE  DES  viiEssK  viaxtiBU-Es.  ilii 
coosidéter  de  nouviiau  le  ajstÂue  caintue  jilire.  Les  con- 

SX— ï)''c(»b'  =  o,  iT— iVcose'  =  o,  ïZ  — ïVco»7'  =  o, 

Z[Z,r  — Xi)  — ïV(jcoiï'  —  ic0Sa')=O, 
S(Xr~T:i)-^lV(rM8.'  -  .cosS')  =o. 

S'il  n'y  a  qu'un  seul  plan  appnyani,  que  noua  preDdroua 
ponr  plan  dec  XjTt  on  aora 

CiM7'  =  ccM^'es  t  i  cottc'=  cosa'...=  coi6'  —  cosi'...  —  o  ; 
et  les  ëquadoBS  d' équilibre  deviendront 

SX  =  o,    ïY  =  o,    iz  =  II', 
ï(Ti-Zj')=— ïl'j-.  E(Zjr— Xï)=Sl'i,  ï(X7~Yj:)=o. 

Les  indéterminées  V,  V,,,.,  qui  expriment  les  pressions 
aux  points  de  contact,  doiveut  avoir  le  même  signe,  le 
•igné  positif  si  le  corps  est  siiué  du  càté  des  z  négatifs,  te 
signe  Q^atif  si  le  corps  est  sitaéda  cAté  des  t  positifs. 
Dana  la  prenûère  l^poilièae,  les  condiiioDS  dléquïlibre 
sont  d'abord  que  l'on  ait 

IX  =  o,    lY  =  o,    ï(X/- -  T*)  =  oi 

en  second  lien,  que  les  valeurs  de  X',  X". . . ,  déteriniBi^s 
parles  équations 

ïZ==Di',     ï(T«— Zj-jss  — aV,    ï(Z^  — Xi)=ï).'ir, 

soient  tontes  positives.  Si  le  nombre  des  points  d'appui 
est  de  plus  de  trois,  ou  si  les  trois  points  d'appui  sont  si- 
tués sur  une  même  ligue  droite,  trois  seulement  des  con- 
BlanieaX',  X',...,  daoa  le  premier  cas,  deux  seulementdaiis 
le  second,  sont  d^termin^  par  les  équations  ^ui  précè- 
dent; les  antres  resteront  indébyminëes  on  atbitrsim. 


3ia  3TATIQDE. 

1 38.  Troisième  cas. — Équilibre  d'un  système flexible. 
—  Soient  M, M,,  M,M,,  M, M.,...,  (fig.  3i)  des  lignes 
droiles  de  longueur  invariable  qui  peuvent  tourner  libre- 
ment autour  de  leurs  extrémités,  de  manière  à  former  un 
polygone  flexible  ou  mobile  autour  de  ses  angles;  on  ap- 
plique aux  points  M, ,  M, ,  M, . . . ,  des  forces  P, ,  P| , 
Pl. . et  l'on  demande  les  conditions  de  leur  équilibre. 
Les  liaisons  sont  ici 

L,  =  (*,-*.)>  +  (r>  -r.)' -H (».  - «.)' -  r;  =  o, 

U._,=(x,_,  — j-.)'-)-Cj-._,-j-.)' -(-(»._,-«.}'- r^,  =  o. 

Lcï  composantes  des  forces  P, ,  Pi , . . .  suïvaDt  les  axes 
des  coordonnées  seront  donc 

X, 

X,  =  -  al.(*,  - -H al,(*, — x.). 


Y,  =  _  3>,(j.,  ~y,)  +      tr.  -J^), 

r,  =  ~  ai,(r. — X']  +.^Mr.  -  y>h 


Z,  =  ai,(.,  ->.). 

Z,  =  —al,  {»,  -*,)  4-  al,(^  —  I.), 

Z,  =  —  3l,<»,— ».), 


Z,  = -3>._,        — I,). 
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PHIKCIPB  DES  VITESSES   VIHTUELLES.  3l5 

Si  entrecet3n  équations  on  élimine  le«R  —  i  indétermi- 
né Xi,  X,,  )ï,. .  ïa^i  on  obtient  les  an  -|-  i  équations 
(Tëquililve 

X,4-3:.-f-.-.-f-X,=  lX=o,    lT  =  o,    lZ  =  o, 
X.     _     Y.     _  Zi_ 
*i— «t     J-.  — =1— a.' 
Xi  +  X,  _  Y.  +Y,  _  Z,  Z. 

a:.  ~  r.— ^.     i;-  =7' 

X.  4-X,  +  Xi  _  Y.  +  Y,  +  Y,      Z,  +  Z,H-  Z, 


X.  +  X,  -4-  ■ . .  -h3^,  _  y,  +  Y,+  ■  ■  ■  +T^, 

_Z.  +  Z,  +  ...-^Z>-i  - 

Les  trois  premières  équations  expriment  évidemment  que 
les  forces  du  sjalèuie  transportées  en  un  mfimc  point  de 
l'espace  doivent  se  faire  étjuîlibfc, 

Les  normales  aux  surfaces  L,  =  o,  L)=o,...,  La_i=0, 
ou  les  tensions  elleclives  Ii;  long  des  lignes  on  cfttés  r, , 
'il--  -  )  '■,,-1,  sont,  d'après  les  principes  déjctà^blis  : 

Au  point  ( jr, , y, ,  z,)  suivant  l'i , 

1'.  =1.  V(     L.  )' + (Mr.Il'JH-  (D^  L,)' 

= 3i>, = ^xf+rf^Tz; = T„ 
BU  point  (xt  ,yi)*t)  suivant  r„ 


K  =  Il  v'(Dt.L,)'+.(Dj..L,}'-(-  (D,,L,)' 
=  — al,j-,  =  — »/x;  +YÎ-(-Z;  =  - 
II  point  (Xii^i,  s,)suivanlr„ 


=  V(X,  +  X,)'  +  (Y,  -I-  Ï,J-     (Z,  +  Z,)'  =  T-, 


3t4  STÂTIQUB. 

«11  poÎBl  {xt,jt,  2|)niivaiitri, 

=  -  V(X. +ït.)"  +  <ï.  -H  Y.)"  -t-^Z.  +  2.)'= —T., 
.  «npoînt  Si)  sniTant/^, 

=  V(X.+X.+X.)'+tY.+ï>+ï./+lZ.+Z.-t-Z.)'=T., 


au  point  (Xn,^.,  £,)  lUÏTant  r,_a, 

—  \?lX,+X,-t-...-i-X,-,)'+tï,+Y,  +  ...+ï^,)'-t-;Z^-t-Z.+--+ï.-.)' 

—  Vx.'  +  Y„'  +  Z.'  =  —  T„. 

La  temion  T„^,  en  un  point  (juelconquo  de  jonction  des 
cAtéa  ou  eu  un  eommet  quelconque  [x„,_y„,  z„)  du  po- 
lygone, le  long  de  la  ligne  r,„^,,  sera  par  conséquent  fa 
résultante  de  toutes  les  forct;s  P,,  P|,.'-'  ^n-i  transpor- 
tées parallèlement  à  elles-mêmes  au  point  {.t„,  _y„ ,  z^), 
mais  appliquées  en  sens  contraire;  la  Iiuisioii  T„  suiv.iut 
r„  sera  la  résullanle  des  forces  P,,  Pi,...,  P„  transportées 
parallèlement  à  elles-mêmes  à  ce  même  point  (x„,  y„,  z,„). 
Les  tensions  T„  et  ï^,  exercées  au  point  2„) 
auront  donc  toujours  pour  résullanle  la  force  P„,  c'est- 
à-dire  que  la  force  P„  sera  en  Àjuilibre  avec  les  tensions 
—  T.et— T._,. 

139.  Désignons  par  «i,      yu  "ii       7ii>  ■  ■>  ^n-n 
^n-i)7>-i  les  angles  que  les  lignts  i;,  >',,...,  r,.,  font 
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PBl.^til'E  MES   VITMSES   VIRTUELLGB.  3l5 

avec  les  aies  coordonniis;  on  aura 
.1-,  —  -T;  —  ficosni,    j,  — ji  —  ''i  cosÊi,    ïi  —  z,  =  r,  COS7L1 
x,  —  Xi  =  r,co$  a.,    jr,  — Xt  =  r,  coïS,,    i,  —  z,  =  r,  c(M  7,, 

'«-1— *.='iM«M<(^,,  j»-!  — /.=r^iCOiftr-i(  ««--i— »■='■.-l«»7»-l■ 
Ces  valeurs,  substituées  dans  les  équations  des  para- 
graphes précédents,  donnent 

X,  =  al,{2,  —  z,)  =  aXir,  casa,=T,c(Ma,, 

X, = — 3l,  (*,  —  *,)  4* al, {x,  ■—x,]=i—T,i!Ma, 4-T,c(wai, 

Xi=— 9l,(f,  — «0+2^>  (*i — «.)  =  — T>c<»«t4-T»c<»«„ 


X.  =  —  ai^,  {x^,  —  x,)=~  T^,  cosa^,, 

T,  =  al,(j-|  —  j,)  =  aX,j-,c<»ei=T,co9ei, 

Y,=  — j-,)+aï,(j-,— T,cci8«,+T,ci»e„ 

Y,  =  — j-,)  +  al,(j',— ^0=— 'T>««8,+T,ccwtf„ 


ï. =—  aï.-,  {J-—1  — r.)  =  —  T._,  cose^, , 

Z,  =  al,  (i,  —*,)=:  ai, r,  cai7i  =1  TiCOSf., 

JS,  = —  aX,  {•,  —  t,]  +  al,(ii  —  ij)  =  — î,  «W7,  +T,cii>T„ 

Z,  =  — aï,{i,— i,)-|-al,(i,  — s,)  —  — T,aM7,4-T,co*7„ 

Z,  =  — —■!,)=  —  T^,COS  7».,. 

Les  angles  a,,  61 ,  7, , . . . ,  a„_i ,  S„^i,  y^, ,  sont  d'abord 
liés  entre  eux  par  les  éqvUttions  connues 
cotfai  +  a»»' S,  -t- ces' 7,  =  |, 
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lit  l'ou  a  trouvé  précédemment 

T,  =  v'x;+y;-+-z;, 

T:  =  vTx,  +  X,  1-  -4-  (  Y,  +  Y,)'  +'('zr+zT'. 


T„,=  v'(X, +  X, -t- ... +  X^.  }'  +  ...  +  =  ^„"-t- y;  +  Z,'; 
on  aura  donc 

X,  ^           X,  X,  ' 

Y,  _  Y.  _  Y, 
Z,  _  Z,  Z, 

T,  "  v/x;+Y;-t-z; 

xhoc,^  X,-t-X.  

T.      ~  vTx,  +  X,)'+  (Ï.  +  Y,)'  -t-(Z.  +  z,)'' 

Y,+Y,_  Y.  +  Y,  

T'     ~  VlX,  +X,)'+  (ï,  +?./'  +  (Z,  +  Z.]'  ' 


X,=— (X,+X....+X.),  Y,=-(Y.+T.-f-...+TJ, 
Z,  =  -(Z,-4-Z,  +  ...+Z;). 

L'enBemble  da  tontes  ces  éqoâdons  suffit  à  ilétermiiier  les 
directions  deslîgnes  de  joDCtïon  ou  des  cAtétri,ri,...,r^i, 
ainù  que  les  forces  X|,  Y|',  Zi  qui  mesurent  la  résistance 
du  point  initial  de  la  portion  de  polygone,  quand  les 

longueurs  des  côtés  et  les  roordonnécs  x,,j,,  s,  du  point 
initial,  on  déterminera  les  coordonnées  des  autres  points 
à  l'aide  des  équations  suivantes,  qui  sont  une  conséquenrr 
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du  principe  d«s  projections  : 

x,=x^--  r,êostt„  y%—yi  — r,  cosO,,  «,=:■,  —  7^  cmyi, 
1,=*,— r,cosai— r,cc»««  ft=y\ — riCCH!i — i^raaSi,'  , 


Si  les  deux  extrémités  sont  fixes  ou  si  leurs  coordonnées 
{ar,,^,,  a,),  (j:,,  _j-„  z,)  sont  données  el  constantes,  les 
deus  forces  P,,  P„  appliquées  à  ces  cxirémités,  ou  leurs 
composaittes  X,,  Y,,  Z,,  X„,  V„,  Z„  qui  mesurent  les  ré- 
sistances des  deux  extrémités  fixes,  devront  être  comptées 
parmi  les  inconnues  du  problème  ;  on  n'a  plus  i  détermi- 
ner les  inconnues  x,^y„  s„  qui  sont  alors  données,  mais 
elles  sont  remplacées  par  les  trois  inconnues  X.,T.,  Z,. 
On  a  alors,  toujoars  en  venu  do  principe  que  la  projec- 
tion algébiîque  de  la  somme  est  égale  A  la  somme  algé- 
brique des  projertions, 

y,  —  .r,  —  r,  cosS,  -f-  r,cos3,  +  ,  ,  .  +/V-i  cose,_, , 
Il  —  î„  =  rjCOî-^i  +  rjïOS^i  -1-  . . .  +  r^,  C0S7„_.| , 

et  en  substituant  pour  cosa,,  cos€i,cos/i,  cos«t,cosot,... 
leurs  valeurs,  on  a  pour  déterminer  Xi,  Y|,  Z,  les 
équations 


  7-„_,(X,+X,  +  .,.-l-X„-i) 


V^X,  +  :..+X„_;)'-i-(Y,-t-.  ,  .+Y„_,]'-f-|Z,4-..  .-t-4„,)* 

^XÎ-I-YÎ+Z;     v'(X,-^X:)'-i-[Y,  +  Y,)--«-(Z,-4-Z,)' 

 f^,(Y.  +  Y,  +  ...+Y-,)  

"  ^(X,-t-...-l-X,„,)H-CÏ.+  -  .-Hif,-,)'+(Zr4-  ..-i-z;,.,}'' 


3t8  ST  II  TIQUE. 

V'X>YÎ+Z;      v'{X,  +  X,)'  +  (Y,  +¥,)■  +  (Z,  +  Z,)> 
  r._,fZ,+Z,+-..-(-Z^,l   _^ 

>^(x,+  ...+x^,)'+(Yi+---+Y-i)'-*-(z.+  ---t-Z'-0'  *' 

Tn,  z, ,  leroDl  données  par  les  équaiioiis 
X,  =  -(X,+X,  +  ...+X,-,), 
T,  =  — (Y,  -+-Y,-t-.  ,  .  +Y^,). 
Z.  =  — (Z. +Y,-t-...+Z„_,); 

lesanglefdti,  S,,  7,,  a,,...,  seront  exprimés  comme  pré- 
cëdetnmMit  an  moyen  des  forces  X, ,  Y, ,  Z, ,  X|, .... 

Sî  le  pol^One  eit  fermé,  il  faudra  faire  dans  les  ëqua- 
ùona  quT  précèdent 

et  l'on  en  déduira  les  valeurs  de  X, ,  Y, ,  ,  ainsi  que  les , 
angles  a, ,  S, ,  7, ,  a,, . . .  y^, .  Les  composantes  de  la  force 
exercée  an  point  de  jonction  des  lignes  r,  et  rà  seront 

X  +  X.=  -(X,  +X*+...+X^,), 
Y,  +  T.  =  —  (T.  -(- Y,+ . . .  +  T^,  ), 
Z,  +  Z,  =  —  (Z, -FZ,+. . . -F  Z^O- 

140.  Si lesdirectionade tonteslesforces,  àl'exceptîon 
de  celles  exercées  aux  deux  extrénûtës  du  polygone,  sont 
parallèles,  et  qu'on  prenne  pour-axe  des  s  une  ligne  pa- 
rallèle i  ù  direction  commtuie,  on  aura 

X,  =  X,  =  ...  =  X^,=0,    Y,  =  Y,=^...=Y,^,cîO. 

Ces  valeurs,  substituées  dans  les  équations  du  11°  13S, 
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ramènent  les  AjantioD»  d'équilibre  aux  snifwttes  : 

Xk  —X'    Xi         '      r,-,  — >.    T,  ~  r„' 

y.     _  2, 


Xi      _  Zi  +  Z,  -♦-  ■ .  ■  +  2^1 
X,H-X.  =  o,    T,  +  T,  =  o,    Z,  +  Z,+  l-Z„  =  o. 

Il  résulte  des  premières  équations  que  tous  les  points  du 
système  doivent  être  situés  dans  un  mfmc  plan  vertical. 
Si  l'ou  prend  ce  plan  pour  plan  des  z.r,  ou  aura 

X,=y,  =  ...==^,  —  0,   Y,=y„  =  oi' 
sirondésignucuoulrepar-/,,^,,.  . .  ,y„_^„  lesanglçsque 
les  lignes  c, ,  f'„_,  font  avec  l'axe  des  z,  on  aura 

■  »»-,~»,  =  r^iiiay^. 
Les  équations  d' équilibre  deviendratit  aloFs 


J^,  Z, 


X,     _  Z,  +  2,-4-...+Z._, 
*in7it-i  cos7,_, 
X,  +  X,=o,    Z,  +  Z,+'...4-Z,a=0) 


3aO  STATIQUE. 

etsil'oDKrappdleque  lorsque  deux  fractioiis  soni  égales, 
elles  sont  aussi  égales  h  la  troUièmc  fraction  que  l'on  ob- 
tient en  divisant  la  difTérence  des  nnmératenn  par  la  dif- 
férence des  dénominateurs,  on  aura 

V  _   2-  _        Z.         _  Z. 


C0t7i       COI71  —  COI71       coty,  — C11I7, 

.    =   -  =  -:^  =  -x.. 

cot7,_i  —  cot7._i  co>7*-i 

Si  dans  ces  fractions  on  malùplie  &  la  fins  et  reapecIÎTC- 
menl  les  numéraleara  et  les  déaominatears  par  sinyï , 
nn/isinyï,  sinyisïnjii,. . . ,  siny„_i,  on  pourra  donner 
anï  équations  d'équilibre  cette  nonvelle  forme 

X  _  z                   _  z.               —-g  M»7-"''7i  _ 
  sin7(_isin7^   8107^,,    ^ 


La  tenùon  T„en  diacune  des  extrémités  de  l'un  quel- 
conque des  cités  sera  (n°  138)  la  résultante  d'une 
force  horizontale  ±  X,  ei  des  forces  verticales  Z, , 
Zt . . ,  Z,  transportées  i  ces  extrémités.  On  a  ainsi 

T_=±:  ^)tî-t-(Z.  +  z. -+-... -HZ.)' 


La  composante  horizonlale  de  la  tension  sera  donc  par- 
Si  l'une  des  cxtrémiiés  du  polji^onc  est  lixi'e,  c'est-à- 
dire  si  X,  et  z,  out  des  valeurs  I'ikcs  déterminées;  si  de 
plus  les  lignes  de  jonction  ou  les  cAtés  r*!,  Tt,..,,  ainsi 


qui'  Ii;s  l()ii:cs  /., ,  /.„ ,  X„  sont  iluimcvs,  les  aii^jlus 

7i.  /»>  ainsi  ([ui!  l(-3  forces Xi  ci  Z|  qui  roiiréscii- 

irnt  1.1  rdsiiliniiii^  du  jwint  fixe,  seront  ildiermin^s  par  In 
T'qiiaiioiis  suivnntL'S, 

X,  =  -X..    Z,=-(Z,  +  2,+...2.). 

Z.+z^.+ — i-z,      z,  z, 


«i  les  l'pordoiin&i  des  points  de  jonclion  ou  des  sotnnieis 
'  du  polygone  par  les  équalîous 


.  s[ip|ioi  lecs  par  n'a  ueux  poinis 
leurs  valeurs  par  les  âpatioiis 


v'x;-i-(z,-t-z,]' 

r.-,(X.  +  X.H-...-KX.-,) 
»/XÎ-(-(Z,  +  Z,-h...+Z.,,>'' 
^      r.(Z^+2,)-  ^ 

^      /■,_,(Z,  +  Z,  +  ..  +2.-0..  . 
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Les  angliis  fi,  yn---.  7».  «'  's*  i  ooi-dimiii'fs  des  poinis  de 
jonction  seront  d'aillears  déierminéa  comme  précédem- 
ment. 

141.  Si  le  syslèmc  donnû  de  poinls  est  un  cordon  par- 
failemont  flexible,  de  poids  uni  forme  et  de  longueur  iiiv.i- 
i-iable,  la  courbe  suivant  liujuellc  il  s'.irroiidil  dans  le 
cas  d'équilibre,  se»  deux  extrémités  étant  fixes,  prend, 
comme  uous  l'avons  déjà  dit,  le  nom  de  clininetle. 

Appelons  s  la  lungiiciir  d  un  an;  ilc  eliaiiictte,  h  le 
poids  de  l'unité  de  longueur,  6  Tangle  que  la  tangente  au 
point  (x,  z)  Tait  avec  l'axe  des  x,  oq  aara 

r.  =  d»,    %,  =  ttés,    7.  =  8,    7._,  =  fl  — rffl; 
les  équations  d'éqnilïbre  établies  dans  les  numéros  qui 
précèdent 

Z,sif7-,^n7 

deviendront 


^=cosOib= 


Xi  coseifS 


Si  l'on  prend  le  point  le  pins  bas  de  la  cbalnette  ^dt 
ori^ne àes coordonnées,  on  aura  enceiK>intB=-;  et  si 
l'on  intègre  les  équations  qui  précèdent  par  rapport  i  $ 
depuis  —  jusqu'à  9>  on  aura 
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8      i-t-cosfl     X,  +  i*  +  v'a 

"'â=-SÏB-  =  Z  

 X,  

~  X,  +  il  —  VarfX,ï4-<»i'' 

'  et  par  conséquent,  en  posant  ^  =  s, 
et  en  passant  aux  nombres 


et  noua  retrouvons  l'ëquation  de  ta  chaioette  sons  sa  forme 
habituelle. 

<  Si  Ton  désigne  par  T  la'  tension  au  point  quelconque 
(x,  z),  puisque  la  composante  banxontale  de  celte  ten- 
sion est  partout  égale  à  X,,  on  aura 
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et,  parce  que  i=  -^folO, 

11  cil  rc'sulti'  '|Ui;  la  coiiipusaii Ii;  loi  iicnlu  ilc  U'iisioii  tst 
égale  à  h,  ■oniinc-  ,m  p(HH.-.it  U:  conclure  du  n"  110, 
l'  OSt-à-'lirL'  cju'il  <ïsL  ('{^il  un  juiids  do  la  poriion  du  coi'Jiiii 
roiiiprisc  entre  le  point  j*)  cl  ïe  puiiit  le  plus  bas.  Si 
l'on  appdlt:  p  le  rayon  de  ciiuiburi;  cle  la  chalnulLe  ai» 
poîut  {x,jr),  on  aura,  comme  OD  sait, 


-(-f.y. 


ds' 


maison  a  pour  la  chalnclie 


et  en  clîfl'érendaiil 


on  en  substituailt  pour  f>a  valeur 
dt  dt'  dt' 


et,  par  suite, 

„  dx      dt  —  .  ,       ,  di     .  di      ai  di 
<h      di  dz    .  dt      T  ik 
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l<;,.r  <].  ^, 


T'  dz' 


rt,  pr  conséquent,  p  étant  le  rayon  de  GOnrlwre  de  la 
chainette,  on  aarfi 

T*  a 

Au  point  le  plus  bas,  9  =  donc 
X, 

p  =  n  =  j-    et  Xi=pl, 

c'est- i -dire  que  la  tension  borizonlalc  de  la- chaînette  est 
^ale  au  poids  d'une  portion  de  la  courbe  «dont  la  lon- 
gueur serait  égale  au  rayon  de  courbure  du  point  le  plus 

Si,  reprenant  l'éqtMtî on 


1)  développe  les  expoi» 


1.3  H"'  I 

Pourdc  Irès-pctitcs  valeurs  do  z,  c'est-à-dire  (oui  près 
itii  sommet  ou  du  point  le  plus  bas,  on  aura 
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Près  de  ce  point  la  chalnelte  se  confond  donc  avec  une 
parabole  dont  le  paramètre  est  a. 

142.  n  est  intéressant  de  cherdier  les  comlitions  d'équi- 
libre d'ane  cliainelte  liée  à  tu  poni  horizontal  qui  lui  est 
suspendu  par  des  tiranu  verdcaïuc  très-rapprocbés  l'un  de 
l'autre.  On  peut  communément  n^liger  le  poids  de  la 
chaîne  et  des  tirants,  et  ne  tenir  compte  que  dit  poids  beati- 
coup  plus  considérable  du  pont.  Appelons  k  le  poids  d'une 
longueur  du  pont  égale  à  l'unité,  on  aura 

r^=di,    Z,=k(ie,    7«  =  e,    7»,,  =  B— rfO. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  d'équilibre 
{n-»  140) 


ii.(7.-,  -7-) 


don,  en  posant  toujours -j^  =  a, 

/   —  —     4^         il-  —  lU  colO~~n       °  ''^ 
Si  l'on  ]Ht;iid  pour  origine  des  coordonnées  le  point  lo 
plus  bas  A  [Jîg.  33)  de  la  chaînette  pour  lequel  ^  —  ^t 

et  que  l'on  inl^re  par  rapport  à  9  depuis  -  jusqu'à  $, 
on  aura 

et,  en  éliminant  0, 

équation  d'un p  pni-abolo.  Ainsi  donc  la  chatnelfe  d'un 
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pont  suspendu,  lorsqu'on  néglige  le  poiits  tte  la  ehaiiteet 
des  tirants,  est  une  parabole  dont  le  paramètre  est  3a. 

Soient  x,,  z,,  — Xt,  *t  les  coordonnées  dei  deux 
points  do  suspension;  on  pourra  regarder  g,,  2,  et 
^t+^)  comme  des  gfiDdeurs  connues,  el  l'on  aura, 
pour  déterminer  les  trois  ïnconnuét  ,  a't ,  X|  les  trois 
équatioas 


/  étant  la  longui^ur  du  pont  comprisu  entre  les 
de  suspension.  On  trouve  alors 


+  ■/■-.-t-<fT,       '    (ï'.,  +  v'=,)' 

■^-m^-'    L — ï — J' 

ces  équations  scTviroiit  à  diiterniiner  les  longueurs  des 
tirants,  la  position  du  ]ii)iiit  le  plus  bas,  et  la  compo- 
sante hoi'izutitalc  de  la  tension  de  la  chaÎDe.  La  tension 
au  point  (:>:,  i)  sera  donnée  par  l'équadan 


La  comfHisante  veitli.ale  Jc'  la  ttnsioii  sera  égale,  comnic! 
on  l'a  déjà  vu,  au  poids  de  la  portion  de  chaîne  comprise 
entre  le  point  [x,  s)  et  le  point  \v  plus  bas  de  la  chaîne. 

143.  Reprenons  tes  formulas  .les  i,"'  1^8  et  1.19  qui 
expriment  les  coiitliiions  d'i'-i|uililiii:  d'un  svsième  quel- 
conque de  forces  appliquées  Mirnini'ls  it'ilii  polygonp 
funiculaire,  cl  fl|i]ili<pii>iis-lcf.  .m  011  tunu-s  Iw  rtuces 
P.,  P„  ■  partagent  en  -leUN  parties  égales  les  an- 

gles  du  polygone.  Puinipi  ;i  rliai|ne  point  ou  Mimtnet 
r_}  la  force  lî„  est  la  résultante  des  deux  teu- 


^ïS  StAXIQUR. 

siolis  T,„_, ,  T„ ,  <•!  qn'ii'i  U  forre  P„  faîl  (les  aiigli's  i5galix 

iivi.f  les  (loii\  c  ernions,  on  ilci  i,i  avoir 


La  Icnsîoii         iIoik;  1^)  iin'^iiii'  l'i  Ions  les  m>iii]ii(.-Is  ilii  [loly- 
goiie,  til  «'gali;  à  tiOIi;  i]ur  1rs  iJiriix  fondes  i''{;ali:s  l'i  et  P„ 
.  eltLTctnt  à  SCS  iJpux  exlréniités. 

Si  l'on  désigne  |)ar  £r,„  l'angk-  du  j)o!y5;oiie  hu  poiiil 
(j'mi  y...-  iiiiM,  |>nis<jii(>  ]'„,  csl  la  lésullaiilu  des 

ipiisioMs  'l'„.  cl  'r„_i , 

—  =  — î=-     P  =îiiiî^  =  2T  cas'  a 


Si  les  de|i^  f&tés  r„  et  i-^i  sont  égaux,  et  qu'on  apgwIlL' 
f>„  le  rayon  du  cercle  qifï  passerait  par  le  point  z„) 
et  les  deux  sommets  les  plus  voisins  du  polygone,  à  droitt; 
et  k  gauche,  ou  aura 

i  T./--     P,r_  - 

r-=ap«wM-B,    anarsuiic    P«  =  =.  > 

»  p.        p-  ■ 

lii.  Considéi'ons  cncoi-e  le  cas  où  les  points  de  jonc- 
tion, les  somnifls  du  iM)Iygonc,  soni  assnj'etlis  à  rnslei- 
sur  une  sLuTai-i:  cioiil  rc'rju.nlioii  si'iail  !.=:();  c'i-sl  romiin' 
util!  liaison  iinnvellc  ou  uno  nouvoHi;  roiidiiion  il'i'qni- 
libiT.  Dans  les  ùiiuatlons  déjà  établies,  il  f^iudra  rempla- 
cer 1rs  composantes  ?£,Wi  V„,  ZL  par  les  quantités 

Fji  outre  des  tensions  subies  par  tes  côtés  du  polygone, 
et  qui  ont  la  ni6mc  valeur  qu'auparavant,  il  faudra  tcniij 
compieenehaque  poiuiT„,^a,,  z„  d'une  pression  normale 
i  la  surface  L  =  o.  Si  l'on  désigne  cette  pression  par  N,, 


;i  l'on  uppellé  n,.,       r„  les  angles  que  la  nor 
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uvec  les  axçg  coordonnés, 

eoaa.^  ■■  ■     -  . 

VC°^.L}'+(p,.L)'-«-(D..L)'  " 

D,  I, 

î..t),_I.=N„cos»„,    A^n^_r.  =  N.<'osÉ..  V.D,^L  =  N.i.-osc.. 

Il  fauiJra  doue  dans  les  éi^iiations  dos  n"'  139,  140,  141 , 
remplacer  X„ ,  T^,  Z„  par 

X«  — K,coso„,    Y.-N,oosi„,    Z,  — N„rosc,. 

«cordon  pcsaul,  pnrfaileiin'iii  l!<j\iblL'  i^i  ilf  li>ii!:\ii'iir  iiivu- 
rialilc,  ijui  serait  âssiijelti  ;i  s'appuyer  sur  une  surl'are 
I.  —  o.  Si  l'on  fait  la  substilution  relative  k  \„ ,  Y„,  7.„ 
dans  les  étjualions  dn  n°  139,  on  aora  pour  les  ^qnatîons 
d'Ajuilibre  : 


X, 

—H,  Cl 

.sn,  =  T,cos.,, 

X, 

— H,c< 

.sa,  =  -  T, cosa.-vT.cos»,. 

X. 

— M,r£ 

ISO,  =  —  T,  cosa,  +T,  ooïa,. 

X. 

— N.*> 

MA)  s — Ta_t  ektO((.i  ,  , 

Y, 

—  N,« 

H  6,  =T,cosS,, 

Y, 

—  N,  Cl 

isi,  =— T,cose.  +  T,cose,, 

Y, 

—  ri 

i-.  /'j  =  -T,c.sG,+T,co»e,, 

Y. 

—  N,c 

JS  in  =  —  T^,  COS  6,_|  , 

z, 

—  N,ci 

z. 

—  N,ciotr,  =;  — T,  ciwyi  +  TiCOSYi, 

7.,- 

—  Njc. 

DS  c,  =  —  T,  eus-/,  +  T,  cnsyj , 

7..  —  N.  Ixi»r.-=  —  T„.,r05y,-.  / 
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On  dre  ds  ces  équations 

T.«»iv=(Xi-l-X,+.  .+Xb}— (Hi«»a,-4-.,.+  H«o<Ma„) 
T»«»e«t={Y,  +T,  +  ...+  *„)—  (H,  cos  ..+H»«)si,] 
T.ci)S7.=(Z,  +Z,-h  ■  -M-Z.)  —  [N,cosc,+...+N„cosc.] 

US.  Pour  trouver  les  c'<iuaiioii3  d'wjuilibrc  d'uin 
cliainetie  assujetlici  A  reposer  sur  une  surface  donnée,  i 
faudra  dans  les  Aiuaiions  (jui  précèdcni,  en  désigneoi 
pari  le  poids  de  ruiiité  de  longueur  de  la  courbe,  foire 

X,=o,    Y»=o,  Z^iA, 

«»Bh  =  ^»    tm6a=:~t    co»7,,=  ^»  B^ssUds, 

N  étant  la  pression  supportée  par  une  longueur  de. la 
courf>e  égale  à  l'unité,  dans  la  su^tuiiion  que  celte  pres- 
sion est  partout  égeleà  celle  qui  s'exerce  au  point  {x^,  e). 
Les  équations  du  numéro  qui  précède  deviennent  alors 

T  ^  =  2,  +  /Mcoscrfi, 

X.  =  T.g,    Y.=T.g,  Z,=T.i:. 
X,-t-Xt— /NcMa<ù=o, 
T,+Y.— /HrosiAsso, 
Z,  -t-Z,— /Kcoscrf»=o. 

ieiiiic'<:s  ]i.ir  rapporta  f,  les  trois  premièi-es  é<|ua- 
liona  Jo]iije[.t 

_  __S,,„,„     __4.x~  =  — NcosA, 
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Si    l'on    iimlliplit;    rcspui^livumoiit    ces  Ajualious  par 

di  dr   di  ,      ,      .  ,  , 

■^t  ^>       ^  1^  on  les  ajoute  en  ayant  égard  aux  equa-. 


dt  dr 
lions 


\di}      \dt}      \€ls}  ~  .'  dt  df     dt  d^'^di  dr'~  ' 


Mais  puisque  a,,^,  c  sont  Jes  angles  que  la  nonnale  fait 
avec  les  axes,  on  a 


Si  l'on  prend  pour  origine  des  coordonnées  le  point  de  la 
chdnetle  oà'la  tangente  est  Iiorizonule,  et  si  l'on  ap- 
pelle T«  la  tension  en  ce  point,  l'intégration  donnera 


146.  Si  le  cordon  est  sans  pesanteur  et  étendu  sur  une 
surface  rourbe  de  forme  tulle  qmr  le  fil  puisse  la  suivre 
partout  on  U  loucher  en  lous  srs  points,  il  faudra  dans 
les  t'ijualious  du  paragraphe  pi'écéduttl  faire  k=o,  ce 
qui  douncia  T  =  T, ,  c'esi-à-dire  que  la  tension  sera  la 
œùmu  en  tous  Its  poiuU;  o»aen  outre 
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dT 

et,  parce  ijue  ~  =  o, 

t~+Hea%a=:ù,  T^+Hc(i96=o,  T^+Ncosc=o, 
rfï'  rfj'  di' 

d'x       d'y  d't 

dt'  _  ds'  _  flll» 

cosa     cos  6  rose 
c'est-à-dire  que  le  rayon  de  couriiura  coïncide  avec  la 
normale  à  la  surface.  On  aura  enfin,  puisque 
cos'a  +  cos'6  +  eos'e=  i. 

Cl,  comme  en  appelant  p  le  rayon  de  courbure  de  b 
courbe , 


il  viendra 


ia  prfiasioii  normale  N  csi  liiinc  inversement  proporliou' 
nelje  au  ravon  <\f  (  ou'lnii  i',  i  c  qui  s'accorde  avec  le  ré- 
sultat dcjii  nlu.-jni  11"  \  V.\- 

1  i~.  Nous  nous  «i  i  èH'rriiir.  iiiniiis  loiiglrm|i6  aus  appli- 
ralioMsiIn  jirir]ci|ir  iiii  tl.>  rt'i[ii,ilion  iK^s  \ilrsscs  virtuelles, 
|.arœ,|,.VI!,.s  .o„il..Mueo..p  plus  commis. 

IS'iius  avons  vu  quoponr  un  système  donné  de  pmnts 
iiintii  ids  soumis  m  l'actioti  do  Certaines  forces,  lo  nombre 
des  cijuaiions  d't^qui libre  est  nécessairement  égal  an  nom- 
hifi  des  variables  indépendantes,  c'est-à-dire  au  niimbn! 
des  coordonnées  variables  dont  il  faudrait  délcrniincrla 
valtiur  pour  rcudrc  cliaquu  poitil  cnli^n'nient  lixc. 

CoDsidèroiis  d'abord  mi  point  isulc  :  s'il  est  libre, 
M!s  trois  riioinlunnét»  pouiTont  \arier  indt-pundainment 
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Si  le  point  uni  assujetti  à  rL-sli:r  sut  nnu  surlai  i^,  l'iiiiu  des 
coordonnées  sera  Toticlion  des  dmix  :iulics,  ul  te  aoiiibrc 
des  variables  indépendantes  se  trouvant  réduit  alors  à 
detu,  il  n'y  aura  plus  que  deux  équations  d'ëquilibre< 
Enfiu  si  le  point  est  assojetli  à  rester  sur  une  courbe, 
doux  coordonnées  seront  fonctioDs  de  la  troisième,  qtii 
pourra  être  regardé  comme  seule  variable  indépendante, 
etil  n'y  aura  Qu'une  équation  d'équilibre. 

Coasidérons  encore  un  système  de  forme  invariable, 
et  du  reste  libre  dans  l'espace,  on  fixera  tous  ses  points 
eu  en  iixaiil  trois  pris  à  volotilé.  Les  positions  ulisoKies 
de  ces  trois  points  déporidront  de  neuf  icordoniiL'cs  on  va- 
l'iablcs  liées  entre  elles  par  liois  dquatioiis  de  condition 
expiimant  l'invariabilité  de  leurs  distances  mulueltes.  11 
restera  donc  en  tout  sis  variables  indépendantes,  et,  par 
suild,  il  n'y  aura  pour  un  système  de  forme  invariable, 
mais  libre  dans  l'espace,  que  six  équations  d'êt[nilibre. 

Si  l'un  de  ces  trois  points  devient  fixe,  ses  trois  coor- 
données deviennent  constantes,  li's  six  vaniiblcs  indépen- 
dantes su  réduisent  à  trois  ;  par  suite  il  n'existe  que  trois 
équations  d'équilibre  pour  un  système  du  forme  inva- 
riable assujetti  à  touriu'r  autour  d'un  jioint  fixe. 

Enfin  si  le  système  esl  assujetti  à  tourner  autour  d'un 
axe  fixe,  il  n'y  aura  plus  qu'une  scidu  variable  indépen- 
dante, et  par  suite  qu'une  équation  d'étjuilibre. 

Après  avoir  déterminé  quel  est,  pour  un  système 
donné,  le  nonU>re  des  équations  d'équilibre  néi^essaires 
et  lufEsantes,  nous  allons  montrer  commen  t  on  peut  dé- 
duire tontes  ces  équadons  dn  principe  dps  vitesses  vir- 
tuelles. 

Lorsqu'on  connaîtra  un  mouvement  compatible  avec 
les  liaisons  dti  système  mi  que  le  système  puisse  prendre, 
il  suffira  évidemment  de  calculer  les  valeurs  particulières 
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des  tomposaïues        ^>        des  vitesses  virtuelles  rc- 

lative»  au  monvoioeni  en  question,  et  de  le»  aulistitaer 
dans  1«  formule 

pourobicnir  une  équation  d'équilibre.  Si  donc  l'on  con- 
naît d'avance  autant  de  niouTcmcnts  distincts  compatibles 
avec  les  liaisons  du  système  qu'il  y  a  de  variables  indé- 
pendantes, on  en  déduira  immédiatement  toutes  les  équa- 
tions d'équilibre  dont  on  a  besoin. 

Le  nombre  de  ces  mouvements  virtuels  devra  évidem- 
ment être  3n — m,  si  n.  désigne  le  nombre  des  points 
donnés  et  m  le  nombre  des  liaisons  auxquelles  on  les  sup- 
pose  assujettis, 

\m.  Pour  montrer  une  applÎMlion  cir  la  formule  (i), 
concevons  que  les  liaisons  établies  entre  diirérenls  poiigts 
M,  M',  M\...  permettent  d'imprimer  à  ces  mêmes  points 
un  mouvement  comniuit  de  translation  parallèlement  i 
l'axe  des  x.  Ce  mouvement  de  translation  sera  un  moD- 
vement  virtuel,  dans  lequel  les  vitesses  virlnelles  ta,  <■/, 
u"^ , . .  seront  ^alei  entre  elles  ;  et  si ,  pour  fixer  les  idées, 
on  suppose  le  mouvement  dirigé  dans  le  sens  des  X  po- 
sitif, on  aura  évidemment 

flx  _       _      _        ^  —  '^—^1=  =o 

lit  ~  dt       dt  ~"'     *'    lù       dt       lit      '"  ' 

'ïû~  ^  ~"dî        "  ~  * 
par  suite,  la  formule  (i)  donnera 
(a)  (X-|-r+X"+...lr„^o, 
et  comme,  par  hypothèse ,  la  vitesse  commune  w  n  est 
pas  nulle,  on  tirera  de  l' équation  (a) 
(3)  X-(-X'-l-X''-l-..  =  iX=o. 
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(OL'tii  ilimucI  ics  difft-renls  iiiiiiirs  apqMciT.i'n'iii  finiulia- 
nûmtïiil  (les  viicssea  égales  et  parallèles  k  l'axe  ties  j  ,  ou  à 
l'axe  des  i ,  est  virtuel,  c'esi-à-dîre  compatible  avoe  les 
liaisons  données,  l«  formule  (i)  ontralnerâ  Téqnation 
[4)  T+T'+T'4^...=  lT=o  • 

ou  U  suivante 
.(5)  Z  +  Z'-j-Z"4...  .  =  ïZ  =  o. 

Concevons  maintenant  que,  sans  troubler  les  liaisons 
établies,  on  puisse  imprimer  au  système  des  points  A',  A", 
A";...  tui  mouvement  général  de  rotation  autour  de 
l'axodea:c;  et  supposons,  pour  fixer  Ifs  idées,  que  ce 
mouvement  soit  direct  :  la  coui^  décrite  par  le  poiiu 
s),  dans  le  mouvemeat  yïrtuel  dont  il  s'agît,  sera 
un  cercle  dont  nous  désignerons  le  rayon  par  r,  et  dont 
les  équations  seront 

(6)  J!  =  constante,    s'-1-j'  —  i'. 

Or,  si  l'on  dïSérentïe  ces  équationa  par  rapport  au  temps, 

on  trouvera 

,  ,  dx  itr  ,  dt 


D'ailleurs,  dans  un  mouTemem  de  roiaiion  dirrat  au- 
tourde  t'axe  des  le  point  {x,  z)  sera  porté  du  côté 
des  X  positifs  ou  dn  c6té  des  z  négatifs,  anivant  que 
l'ordoDuée^'icra  elle-même  positive  ou  ut'gative,  et  par- 

conséquenl le  coefficient  dilTérentiel  ^  sera  unequaniiië 
de  même  signe  que  y.  Cela  posé,  on  tirera  de  la  seconde 
équation  [7) 

(S)  m  vôiHiy  .• 
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iléirtïu  [i:>v  li^s  (lilU'i'ciils  (miiils  ^'i  li<  (iii  du  lumps  I  ;  i\  r',... 
lus  ra-yons  ili;  i es  iiiùiiii.'<i  rt'ruli'S,  ci  As,  ùs',.  .  .  at- 
iiiliiiiiiicnt  |ii!tits  ijui!  pitiiiienl  les  iirca  j, 
.  peiidaul  l'itistmil  Ar,  on  uuru  évidciiinifiil 


OU  pins  simplement 

(9)  l=r-='p=---'- 

donc  le»  vitesses- vîrtaeiles  des  différents  points  seront 
praporiîonnellcs  anx  raynns  des  cercles  décrits.  Si' l'un 
appelle  h  la  vitesse  du  point  situé  k  l'unité  de  distani'e, 
pour  lequel  r=  i,  m  sera  la  vitesse  angulaire  du  sys- 


Cela  pDSi',  les  cijii.ilioiis  y-j)  c 


puis  on  tirera  di:  in  foniiiili;  (i) 

î(j  Z -  :Y)  H-  (r'Z'-  l'Y')  + .  .  .J «  =  o, 
et  ceniine,  par  hypothèse,  la  <|uantilé  ti  n'est  pas  nulle. 
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on  trouvera  déGiiîtivcmiint 

De  même,  si'  un  mouvement  général  de  rotation  eu  vertu 
duquel  chacnn  des  points  M,  M',  '  M", . . . i  décrirait 
autour  de  l'axedes^ou  des  2  un  arc  de  cercle  proportion- 
nel 1  sa  distance  à  cet  axe  était  virtuel,  c'est-A^dire com- 
patible avec  les  liaisons  données,  la  formule  (i)  enlrai- 
nerut  l'équalioti 

(.2)    (iX-.rZ)-h(j'X'-r'Z')+...^ï(Xz-Z-r)  =  o, 

OU  la  SQÏvaute 

(.3)    (^T-rX)+U'Y'-^'X'1  +  .,,  =  î(V^-X/)  =  <.. 

I,.,  n,„..i,.„sJV.,„ilibre  .insi  i.ouvécs,  (3),  (4),  (5), 
(11).  (I-.),  M.iii  |>u-.i,..Li,n,i.,  coMimt.-  .....  devait  s'y 
nti.>.ia.c,  i-.'lles  <n.'oi,  .,liiu.,i(  i-i.  éi^^il^.ji .'.  zéro  les  sommes 
<l..s  pi(.jr<:lioiii  al^,-l..i.|i.i.s  Ul-s  foiTcs  l\  V,  P",.  .  .,  01. 
.1^  lours  .n„..iunl.  li.it-ai.ys  s,u-  Im  axt-s  .les  :r.  , 
Ajouto.is  tjue  chacune  des  sommes  ainsi  cakulées  coïn- 
cide avec  l'une  des  projectious  algébriques  de  la  force 
principale  ou  du  moment  linéaire  priBcipal. 

149.  Lorsque  les  points  M,  M',  M",...,  composent  un 
système  invariable  de  forme,  mais  entièrement  libre  dans 
l'espace,  les  six  mouvemcDts  généraux  de  translation  pa- 
rallêlcQicnt  aux  axes  coordonnés  et  de  rotation  autourde 
ces  axes  sonlcoinpalibiesnveclc.sliaisoTisdccesyslème.  Par 
suite  ta  formule  (.)  enlraioc  l«s  six  éqL.ations  (3),  (4),  (5). 
(ii),(i2),(i3).D  a;llcui's.[lan5lami^m>:liyi.otlièsp,  celles 

'des  variables  x,^,  ;  ,  i'.  i  ',     .  .'".}".  :".  .1 '",  >  "',   

que  l'oii  peut  considérer  coimni' iiidiiiJfiKLuLtfs.  su  rédui- 
sent évidemment  à  six.  En  clk't,  puiaqu'ui.  suppose  les 
points  M,  M',  M", . liés  invariablement  les  uns  aux. 
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autrus,  la  position  du  chacun  d'cun  sera  cuuiplcteiuciit 
délcrminéi:  dans  l'cspacu,  si  Ton  connaïl  la  posilîon  des 
trois  premiers,  c'est -à-diri:  les  cooixlonnées  x,  j",  2, 
x'jjr',  b'  ,  x",  j",  z".  De  plus  les  irois  poiuis  M,  M',  M" 
étant  l|ës  eux-mêmes  par  trois  droites  invariables,  les 
'neuf  coordonné  dont  il  s'agît  seront  assujeilies  à  trois 
équations  de  conditioo,  en  vertu  desquelles  trois  de  ces 
coordonnées  deviendront  fonciiou  des  six  autres.  Donc  il 
n'y  aura  elli.'ctivi-mi:rit  cjtie  si\  variables  ijidépendantesj 
elles  &ix  équations  qu  on  oblienl  en  égalant  à  z.éro  les 
sommes  des  projections  algébriques  des  forci-s  données  ou 
de  leurs  moniunts  linéaires  sur  les  axes  des  z  suffi- 

ront pour  assurer  l'équilibre.  En  d'autres  termes,  il  suDira 
pour  lëfjuilibre  (]ne  la  f.iri  e  principale  et  le  moment  li- 
néaire pjiijcij.al  sV-v,,„m.isst-nl:rerin,-  tiinis  s^iv  liins  d.jil. 

Si  unsystèn,,;  itnaiiabledu  lornn-  .'■L^it  ruLcnii  par  un 
point  Qxc,  les  mouvements  du  lranF,lalion  dirigés  parallè- 
lemoit  aux  axes  cesseraient  d'Être  des  niouvctnents  vir- 
tuels, puisqu'ils  ne  pourraient  avoir  lieu  sans  rompre  les" 
liaisons  établies.  Mais,  en  prenant  le  point  fixe  pour  ori' 
gine  des-  coordontiées,  on  pourrait  encore  imprimer  au 
système  des  points  M,  M',  M", . . . ,  un  mouvement  de 
rotation  autour  de  l'un  quelconque  des  axes  coot'donn4s- 
Parsuire,la  formule  (7)  rnlrainoraît  toujours  lus  trois 
équations  {1 1),  ([  3),  (i3)  ;  et cc's  équations, dont ienombre 
serait  précisément  égal  à  celui  des  variables  indépen-' 
dantcs,  suffiraient  pour  assurer  Téquilibre. 

Si  le  système  invariable  était  retenu  par  deux  points 
fixes,  un  mouvement  virtuel  ne  pourrait  être  qu'un  mou- 
vementdc  rotation  autour  de  l'axe  fixe  passant  par  ces 
deux  points,  et  la  formule  (1)  ne  founiirail  plus  qu'une 
seule  équation  d'équilibre  relative  à  ce  mouvement  vir- 
tuel. Si  l'on  prenait  l'axe  fixe  pour  axe  des  ï,  l'équaiioti 
unique  d'équilibre soraitcellc .qu'on  ob^ent  en  ajoutant  _ 
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les  projeclioDS  algébriques  dus  moinunls  Hueaïrcs  des 
forct's  sur  eut  a\u,  cl  lîgnlrmi  Ki  stimiiic  à  zéro,  c'esl-à- 
(lirc  l'équalioii  [i3).  11  est  <l\iillcurs  facile  voir  qu'il 
n'existu  dans  le  cas  présent  qu'iinu  scuIl-  variable  indé- 
pendaale. 

Si  le  ^téme  in vacishle pouvait  recevoir,  non-sculcmcn  t 
Uii  moBTement  de  rotatioD  autour  de  l'axe  des  s,  mais 
encore  un  mouvement  dé  translation  parallèlement  à  cet 
axe,  ces  deus  mouTements  virtuels  fourniraient  les  équa- 
tions (5)  et  (i3},  qui  suffiraient  pour  assurer  l'équilibre. 

Enfin  ai  les  points  renfermés  dans  le  plan  des  jy  sont 
assujettis  à  n'en  jamais  sortir,  le  mouvement  de  rotation 
autour  de  l'axe  des  x  ei  Ics  mouvcmcnts  de  translation 
dirigés  parallèlement  aux  axrs  de^  ,r,  y  fourniront  ponr 
le  système  invariable  trois  équations  d'équilibre,  savoir 
les  formules  (3),  (4),  (>3).  Comme  dans  la  ii.éme  hj-po- 
thise  le  nombre  di^s  variables  indépcnJantes  sera  éi^al 
à  trois,  les  équations  dont  il  s'agit  sulllronl  pniir  exprimer 
les  conditions  d'équilibre. 

Les  conséquences,  que  nous  venons  dedédnire  du  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles  s'accordent  donc  évidemment 
avec  les  résultats  auxquels  nous  étions  déjà  parvenus  par 
la  considération  directe  des  projections  algébriqi^es  des 
forces  et  de  leurs  moments  linéaires. 

150.  Concevons  maintenant  que  lespoints'M,  M',  M' 
étant  assujettis  à  des  liaisons  quelconques,  les  forces 
P,  P',  P'  qui  sollicitent  ces  mÉniea  points,  se  réduisent  à 
des  poids.  Admettons  en  outre  que  l'axe  des  x  soit  vertical 
et  que  les  .r  positives  se  comptent  dans  le  sens  dcJa-pe- 
KDteur,  on  aura  dans  ce  cas 

X  =  P,  X'=B',  X''  =  P',..., 
Y=o,  Y'  =  o,  ^-  =  0,...,  Z=<!,  Z'=o,  7.'  =  o,  ^ 
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i:t  la  rormulc  (■)  '1onii>^>'a 


(■4)  ■  ^^^'-'-w^'-'-jr-^-^'*- 

D'ailleurs  si  Voa  nominc  |  l'abscisse  dii  centre  des 
forces  parallèles  P,  P',  P"  respectîvemt'tii  appliquées  aux 
points  M, M',  M",,..,  c'est-à-dire,  en  d'antres  termes, 
l'abscisse  du  centre  de  gravité  du  système,  on  aura 

Pj;-t-P'«'-1- P'j:"-!-.  ..=(P  +  P'-1-P'-F.  -  05* 
et  par  suite 

Donc  la  formule  (i4)  pourra  ëire  réduite  h 


Or  il  résulte  de  cette  dernière  équation  que  dans  toni 

inouvemcnt  compatible  avec  k's  lî;iisons  du  sysicme,  la 
vitesse  virtuelle  du  leniio  i\f  gravilé,  «'■lanl  jirojciue  sur 
l'axe  des  x,  doniicj  a  une  projeelinn  imlli'.  Donc  pour 


direction  primitive  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité  soit 
liorizontale,  ou,  ce  qui  revient  au  mâme,  que  l'ordonnée 
du  centre  de  gr&vité  soil  un  maxiiçnni  ou  un  juinimum. 

iSf.  Nous  avons  vu  que  dans  le  cas  où  toutes  les  . 
forcesdn  système  sont  BOitdes  nltractions  ou  des  ■■épuisions 
ëtnauant  d'un  centre  fixe,  soit  des  attractions  ou  des  répul- 
'  sions  matérielles  exercées  entre  les  divers  points  du  sj&- 
tème,  la  somme  ^  {XiLc -^-Yrfy  +  Zdz)  était  la  difl'é- 
rentîelle  i^U  d'une  fonction  U  des  coordonnées  de  ces 
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points;  cflmme  daiislc  cas  d'iiqiiilibre  un  doit  avoir 

l(X.£r  4- Trfj- -4- Zrf»)  =  d, 
OQ  devra  avèir  bonî 
(i6)  </U  =  o, 

et  îl  réanlte  de  cette  dernière  équation  que  Tiîquilîbre 
correspond  i  une  valenr  masimnoi  ou  minimam  de  la 
fonction  U.'Maîs  îl  y  a  entre  le  maximam  et  le  mint- 
mnm  de  cette  fonction  une  difTérence  easeniïelle  sur  la- 
quelle îl  importe  d'appeler  l'atleiilion. 

On  dit  qiiu  r<!([ui!ibrf  d'un  corps  ou  d'un  système  de 
points  est  stable  lorsque,  en  écartant  lanUsoît  peu  les 
points  de  leur  posiliou  d'équilibre,  ils  tendent  à  y  revenir. 
On  dit  au  contraire  que  l'équilibre,  est  instable,  lorsque 
écartés  de  leurs  positions  d'équilibre  les  points  non-sen- 
Icmciit  ne  tendent  pas  à  y  revenir,  mais  iciidoiit  à  s'en 
«icarlur  de  plus  en  plus ,  de  sorte  que  te  corps  finisse  par 
rliavirer.  F.nfiu  l'équilibi  c  est  inilijférent ,  le  corps  est 
asiatique,  si,  lorsqu'on  écarte  les  points  de  leurs  posi- 
tions d'équilibre,  ils  ne  tendent  ni  à  y  revenir,  ni  k  s'en 
éloigner  davantage.  Cela  posé,  les  équations  fonmies  par 
te  principe  des  vitesses  vîrtnËlles,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  par  la  condition  du  maximum  on  du  minimtun  de 
la  fonction  U,  sont  communes  aux  deux  étattf  d'équilibre  ; 
mais  le  maximum  convtenl  k  la  stabilité  et  le  minimum 
k  l'instabilité,  comme  on  le  prouvé  ça  dynamique  |>arle 
ealcul  des  variations.  Dans  le  cas  de  k  pesanteur  ou  des 
corps  pesants,  l'ordonnée  du  centre  de  gravité  est,  comme 
ou  l'a  vu  plus  haut,  la  quantité  qui  devraèirenn  maximum 
ou  un  minimum  lorsque  le  système  sera  en  équilibre,  et  ré' 
ciproqucmcnt;  déplus,  lemaximumde  l'ordonnée  répon- 
dra an  cas  de  l'é-qui libre  stable,  son  minimum  à  l'équilibre 
instable  on  instantané.  En  résumé,  la  condition  d'équilibre 
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d'un  systèoïc:  ijuelcou({ue  de  corps  pesants  confie  en  ce 
que  ]q  centré  de  gravité  du  système  entier  soit  Je  plus  bas 
on  lo  plus  haut  possible  ;  s'il  est  le  plus  bas  posnble,  Yè- 
qoîlibrc  est  stable;  s'il  est  le  pins  haut  possible,  l'équi- 
libre est  instable.  En  d'autres  Icrmes,  si,  quand  on  dcarte 
inSnimcnt  peu  le  roqis  <ie  sa  position  d  otitylibre,  le 
renirp  de  gravite  monte,  l'équilibre  est  stable,  le  corp»  y 
reviendra  ;  si  le  centre  de  gravité  descend,  l'équilibre  est 
instable,  le  l  orps  s'en  écartera  de  plus  en  plus  ;  si  le  cen- 
tre de  gravité  ne  monte  ni  ne  descend,  le  corps  restera  dans 
la  seconde  position  qu'au  lui  a  donnée,  il  est  astatique. 

{6S.  Appliquons  enfin  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles an  cas  où.  des  forces  invariables  de  âtrectïon  comme 
d'intensité,  et  toujours  appliquées  axa-  mêmes  points, 
agissent  sur  un  système  de  points  assujetti  k  des'liaisons 
quelconques  et  mobile  dans  l'espace.  L'équatioa  générale 
d'équilibre 

-devra  encore  être  vérifiée  pour  tous  les  mouvements  pos- 
sibles du  système.  Mais  puisque  dans  tous  tes  mouve- 
ments les  forces  exercent  leur  action  avec  les  mêmes  inten- 
sités et  dans  les  mêmes  directions,  X,  Y,  Z  peuvent  Être 
regardées  comme  det^nstantes,  la  somme  sons  leugne  2 
s'intègre  immédiatement,  ou  a 

U  =  ï(X*-f-Tr-l-Z«)î 

telle  est  donc  ici  la  fonction,  qui  danS'  le  cas  d'équilibre 
devra  être  nn  maximnm  ou  un  minimum. 

Si  toutes  les  forces  sont  parallèles,  qu'on  prenne  la 
direction  rommnne  pour  axe  des  x,  et  qu'on  admette  que 
In  force  centrale  du  système  n'est  pas  nulle,  on  a 
Y  =  o,    2  =  0,    U  =  sXa'i 


Digilized  by  Google 


elZXxest  la  <|Ua»tité  i}ui  ilaiia  k  cas  d'équilibre  doit  être 
un  maxiqium  oti  un  miaiinain.  Mais  comme  en  appelant 
l  l'ordonnée  dn  centra  dea  forces  parallèles  on  a 


l  devra  être  h  son  tour  un  maximum  ou  un  minimum  ; 

c  est-à-dire  que  dans  l'état  d'équilibre  fCun  système  soit' 
mis  a  des  forces  parallèles,  le  centre  de  ces  forces  pa- 
rallèles, compté  à  partir  d'un  plan  perpendiculaire  à  la 
direction  des  forces,  deira  être  le  plus  l'a!  ou  le  plus 
haut  possible  ;  c'est  te  qui  a  liwi,  par  exemple,  pour  la 
chaiuctie. 

Si  loute.s  les  forces  sont  parallèles  à  un  même  plan,  au 
plan  des  .r_^  par  exemple,  on  aura  Z  =  o,  l'I,  sous  la 
condition  que  la  force  centrale  ne  sera  pas  nulle, 
U  =  2  (Xx-hTij)  devra  ûtre  un  maximum  ou  nn  mini- 
mum. Si  l'on  projette  toutes  les  forces  sur  le  plan  dessç^r, 
,ct  qu'on  appelle  x^,  fo  coordonnées  du  point  central 
des  projections  dans  ce  plan,  on  aura  (n"  99) 

_-X(ïX^-l-sYj-)-:^Y(lXj— lY-r) 
sY{£Xj-HTj-)  — £X(SXj--sYj) 

Si  maintenani  on  choisit  le  système  des  coordonnées  de 
telle  sorte  que  l'axe  des  x  devienne  parallèle  à  la  direc- 
tion de  la  force  principale  OU  centrale  dn  système,  . 

R  =  v/(SX)'-f-(2Y)',  on  aura 


tl  puisque  dans  le  cas  d'équilibre  U  doit  être  maximum 
m  minimum,  il  en  sera  Ac  même  de  x^.  Ainsi  dans  le  cas 
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d'équilibre  île  plusieurs  forces  parnllcks  à  un  plan,  ta 
diftance  du  point  central  des  projections  des  Jbrces 
sur  ce  plan  à  un  second  plan  invariable  perpendicu- 
laiiv  à  la  direction  de  la  force  principale,  devra  être  un 
maximum  ou  un  minimum. 

Continuons  de  prendre  pour  axe  des  x  une  ligne  pa- 
rallèle a  la  direction  de  la  force  principale,  que  nous  su^ 
posons  n'Atre  pas  nulle,  et  désignons  par  Xt,j-t  les  coor- 
données do  point  cfflitral  des  forces  projetées  sur  1c  plan 
des  xy;  puisque  £Y  =  o,  R  =  SX,  on  aur» 

^  l(Xx  +  Yj-)      "    _  S[Xj--Y.e] 
R         '  R 

Si  l'on  appelle  x\,  z\  les  coordonnées  du  point  centrai  des 
forces  projetées  sur  le  plan  des  zx,  on  ;iura  de  même  ■ 

"  R         '  "  R 

Désignons  eriliii  para",,  y'^,  z\  les  cnordonnées  du  point 
central  de  toutes  les  romposauies  des  forces  données  pa- 
rallèles n  la  résuIlHiite  principale  R,  on  aura 


U  =  ï{Xx  +  T;-  +  Zï)=R(,i-,  +  j-',  -j'.)  =  Rj,, 

X|  étant  l'abscisse  ilu  point  central  de  trois  forces  ^ales  et 
parallèles  appliquées  aux  points  [x^,  y„  o),  (j/,,  o,  z\), 
^x\,  y*,  z',],  les  deuiE  premières  dans  lu  même  sens,  la 
troisième  en  sens  contraire.  Il  en  résulte  que  lit  distança 
de  ce  point  central  à  un  plan  pcrpciidiculuirc  cl  la  di~ 
rection  de  la  force  principale  sera,  dans  Ic-cas  U'éfui- 
libre,  un  maximum  ou  un  minimum. 


OU  en  conclut  que  si  l'on,  appliiiuc  la  force  principale  du 
syslt-mc  au  point  ccniral  dont  l'abscisse  est  x,,  le  manient 
•virtuel  de  cette  force  centrale  sera  égal  à  ta  somme 
des  moments  nirtuels  des  forces  données,  cl  sera  nul 
comme  eUa  dans  le  cat  d 'équûibre. 
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Du  duneamont  decoordoan^  dniu  Im  qnaitiona  dcmémiiqiis.— Trui' 
rormaUan  de>  caordonnia  ToeUIiB'wet  noUngulaira  an  nomdoniiéH 
raatil%an  et  rtctanHnUiru  — Expreuioiu  dliraciM  qvl  sa  nrlant  pu 
dini  la  païuSB  d'an  rfMm»  i  fantre.  —  Panm^lm  dllïnntiela  du 
pranisr  et  du  Hcood  ardrs.  —  Condiliona  qoe  dalt  remplir  ans  fano- 
lion  de  deux  on  iroi«  coordonnées  recbmgnUlns  paur  devenir  Indé- 

da  M.  Lamé.  — FonclloDi-^e'poinl.^  Coiidiliuns  d'orthogonal Uo. — 
CoiBlauce  dea  paramètre). —  Lisnea  el  rayonide  lOurbaradM  curTacei 
orlbogimilo. 


iS3.  Soient  x,  z  les  coordonnées  rcctilignei  d'un 
point  M  relaiives-à  trois  axes  recUnguIatres;  x\  y\  a' 
ce  que  deviennent  ces  coordonnées  quand  on  fait  tour- 
ner d'une  manière  quelconque  le  système  de  ces  trois 
:ixes  ant.nir  de  l'origine;  (a,  b,  c],  {a!,  V,  c%  (a",  h\d'), 
les  coHiiiua  des  angles  que  les  nouveaux  axes  fout  avec 
les  aiicieus;  et  par  conséquent  (a,  a',  a"),  (£,  b'.,  b"), 
(c,     c")  les  cosinus  des  angles  que  lesancieusaxes  font 


-,  on  aun 

+  ///-t-  i" 

+  c'y  + 
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et  lus  neuf  cosinus  seront  liés  entre  eux  par  les  équations 
/  fl>  -i-i'  +  f=i,  . 
l  a"  +i"  +£^  =  1, 

6.  +b--\--b"'  =  ,. 


lui.  Si  l'on  nomme  s,),  2',)  les  cour- 

données  d'un  nouveau  pcùnt  M|  relatives  au  premîei:  tt 
au  second  système  des  coordonnée^,  on  aura 

=  itT, -h  £r. 

.y,  i=a';r, +  t'j',.+  c'i„ 

et  par  suite 

t/ontï  /a  transformation  des  coordonnées  n'altéi'e  point 
la  valeur  de  la  somme  xx'  -f-  yy'  -H  zz'.  Et  en  effet  cette 
somme  représente  le  produit  des  rayons  vecteurs  menés 
de  l'origine  aus  points  M,  M,  par  le  cosinus  de  l'angle 
que  CCS  rayons  vecluurs  compreniieni  entre  pux,  qii^iitiic 
indépendante  de  In  direction  des  ;»\e5  l  uoidonm'-, 

1S5.  Soit  mainlciiaut  F  uoc,  rorittiun  ijuduoiujuc 
des  coordonnées  primitives  X,  y,  i  ;  si  Ion  passe  du  cas 
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OÙ  ces  coordonnées  «ont  prîtes  pour  variables  indépen- 
deniea  au  cas  où  l'on  prend  potu:  variàblét  inâépen- 
danlGS  les  coordonnées  3cf  \ y',  z',  on  aura,  en  vertu  des 
équations  qui  lient  les  anciennes  coordonnées  ainc  nou- 

Dr.F  =  nD,F  +  è  D^F  +  cD,F  ^  (o  D,  +  b  0,+  eD.)f, 
D/F  =  fl'D,F+  fi'Dj.F-4-c'D.F  =  [n'D,  +  6' D,-+- c'D",)F, 
DrfF=.i*D,F+i"D,F+c-D,F=  ((i"D,  +  6"0r+c"D.)F. 
Réâproqoement,  on  aora 

D,F=<iD^F  +  o'D/F  +  ii*D..F  =  («D,.+ o'D/ +  o'Drf}?, 
D,F=6DyF  +  6'0^F+  b'D^¥=:  lbJ>J+ b'D^+ b-'Dj^F, 
D,F  =  cD^F  +  e' D/F+ i!"D^F  =  (cD^+ +  U,.)P, 

Cl  l'on  en  conclura 

(D^P)'  +  (Dy¥)'  +  (D^?f  =  (D.F)'  4-  (P,F)'  +  (D.  F)'. 

On  peut  écrire  plus  simitk-meiii  ces  é({uaLions  sons  la 
forme  symbolique 

=:  n  D,  +  È  Bj.  +  .■  D,. 
p,.  =  a'  D,  -i-  t'  +  c"  d;, 
D,r  =  a"  D,  +  II"  D,  +  c"  D. , 

=  Il  D^-l-  a'D,--h  a"Dy, 

=iD^-t-6'D^.-f-t"Di-, 
D,  ^cDv  +  .^'D,.  +  (^D^, 
( D,.)'  4-  ( D/)'  +  [  D,.)'  =  ( D.)'  4-  ( p,)'  +  { D. )'. 

'  Donc  dans  les  trctnsfarmations  des  coordonnées  rectan- 
gulaires, let  relalwns  qui  existent  entre  les  anciennes 
coordonnées  x,y,  z  et  les  nouvelles  x' z',  existent pa- 
reiUemcnt  entre  les  caractéristiques  D,,  Dj,  D,,  D^,  D,<, 
D^,  qui  indiquent  des  diffërenlialions  effectuées  par  rap- 
port aux  coordonnées  anciennes  et  nouvelles,  considé- 
rées tour  à-tour  comme  variables  indépendantes. 
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Si  l'on  (lill'éreniic  ruspuctivcmcnl  par  rapport  à  x',y', 
:;'lcsiî(|ualioris  nui  donnent  D^,F,  D,.F,D,-F  en  fonction 
lii'  n,  F,  n,  F,  1),F,  on  tcnnnt  compte  du  principe  qu'on 
pi-iit  iiitcrvfiiir  l'ordre  des  difTercdtialïons,  on  aura 

D^,  F  =  a'  DrDyF  +  6'  D,Dj.  F  ^  e"  D,  [V  F, 
fi].Fi=<i"D,D^F+  6''D,D^F+  c'D.D^F; 

ajoutant  mcmlire  n  membre,  ii  viendra 

-+-Dj(iD^F+4'D,.F+i"D=-.FJ+D:(cD^F-tT'DyF+c"D^F), 
et  en  substituant  aux  trois  trinAmes  du  second  membre 
lenre  valeurs  D.F,  Dj.F,P,F, 

D^.  F -t- F  +  D',  F  =    F + F  +  D;  F, 

4>u  simplemeni,  en  négligeant  F  et  ramenam  IVquation  à 
la  forme  symbolique, 

+  D'.  +  Dj,  =     -t-  d'  +  D,' . 

Donc  li  une  fonction  des  trois  coordonnées  recitMgu- 
lalrvs  x,jr,  z  est  differentiée  deux  fois  de  suite  par  rap- 
port à  chacune  de  ces  coordonnées,  la  tomme  des  carrés 
des  trois  dérivées  du  premier  prdie  et  la  somme  des 
trois^  dérivées  du  second  ordre,  c'est-à-dire  les  deux 
sommes 

[o,vy+  iD,  ri-  +  (n=F)=.  r>\  f  +  d' f-h  d' f 

offriront  liai  riili-urs  iiii/è/iKiii/aiilcs  lie  la  ilireL-tion  des 
tues  coordonnés.  La  racine  carrée  du  premier  trinôme 
et  le  second  trinèine  sont  ce  tjue  M.  Lainé  appelle  les  pa- 
ramètres difTércniiels  du  premier  cl  du  second  ordre  de 


litb.  IJcs  eijiialions  (|ui  cxpnmpiil  x^,  j  ^ ,  z  ^  l'H  Xi , 
j-,,  z,  et  [V,  I)..,  n,.  er.  foii.  iioii  ci.- I),,  i),,n.,  oji  lir.: 
.t\  D^F  +  y,  D/F-t-:',  U:-l'  —  r,  D,l-'H-r,      F  +  :,  D,Fi 

donc  une  Ir  au  s  forma  lion  des  coordouiiêes  recÙDgutaircs 
D^allérera  pas  le  produit  symbolique,' 

Jfi  D»  +  r.  +  «I  Di- 
'  L'â^uation  précédcnic  subsUtera  encore,  si  en  iiom- 
manl  toujours  x,  y,  z  ou  x',  y\  z'  les  cotM^nnées  du 
point  M|  on  désigne  celles  du  point  M],  non  plus  par  x„ 
r„  ou  ac",,/,,  <,  mais  par  j- -+- .r, ,  j  H-j-, ,  J!  +  a, 
ou  3r'-f-x',,y-t-y,,  a'  +  a',.  Alors  si  AFeat  laccroisse- 
menlque  reçoit  la  foDCtion  F  quand  on  passe  du  point  M 
au  point  M|,  on  aura,  eu  vertu  du  théorème  de  Taylor 
ramené  à  une  forme  symbolique 

^  ^,Vt.  -)- j-,    + *■     „ ,  Di»  -4-/,  ly-f-  «',  Di-^  j 

Dcmc  la  caractérisliqué  A,  considérée  snccessivemeoi 
comme  fonction  des  caractéristiques  ,  ,  D. , 
Dz<i  Dy,  Di',  sera  représentée  tour  h  tour  par  les  deux 
eitpressions  symboliques  qui  précèdent,  et  pour  passer  de 
la  première  expression  à  la  seconde ,  il  sufCra  de  cher- 
cher ce  que  devient  la  première  quand  on  opère  la  trans- 
formation des  coordonnées:  nous  avons  d'ailleurs  prouvé 
que  le  trinôme  exposant  de  e  ne  cliaoge  pas  de  valeur 
dans  le  passage  d'un  système  à  l'autre. 

Cesfonnulest'éiendeut  évidemment  au  cas  particulier 
911  l'on  passerait  d'un  premier  système  de  coordonnées  au 
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serofiJ,  Cl.  fiiisaiil  tounu'i'  s.  ul.;muiU  ,laiis  leur  plan  les 
axes  des  jr  eltlcs)'  autour  Je  l'a\u  dos  2jalors  cjc'  se- 
raient nuls,  ainsi  que  a",  b",  et  Ici  équations qni  Hent 
a:',  y'  à  X,  y  et  récipiwjuement,  pourraient  ft'écriro 
comme  il  suit  : 

x'  =  xcaf.a+y<Miji,     y'  =yi:asa  —  .irsinn, 
X  =x'cos«— j-'sini,     j=/cosa  +  -c'aina, 
.r-'  +       =  j:'  +/',    i';.',  +  /_r',  =  J^j:,  -f-^r,, 
=  cos  H  D.  +  sin  a  Dr ,     IV  =  coa  h  Dj.  —  sin  a  D, , 
=cfis«      —  siaa  D/,    D,  =  cosaD^'  +  siaa  D^, 

(D^)'  +  (D^)'=(D,)'+(D^)',  D;-hD;,=D;  +  D;- 

157.  Ces  préliminaires  posés,  on  déterminera  sans 
peine  les  conditions  qne  doit  renipllr  une  fonction  de 
dcns  OU  de  trois  fooriîonin'cs  l  uruiiynUiies,  pour  deve- 
nir indépendaDle  de  la  direction  des  ases  coordonnés.  Il 
suffira  pour  cela  de  prendre  pour  point  de  départ  une 
proposition  évidente  par  elle-même  et  dont  voici  l'é- 
noncé. 

Lehu E.  —  Si  une  équation  entre  plusieurs  variables  in- 
dépendantes j:,  j*,  s,  et  plusieurs  priramclrcs  ou  ron- 
slanteE  arbitraires  a,  6,  c,...,  doit  subsiiiicr  quelles  que 
■oient  les  valeurs  réelles  attribuées  à  ces  variables  et  à 
ces  paramètres,  elle  continuera  de  subsister,  quelles  que 
_  soient  les  variables  2,^,2,...,  quand  on  établira  des 
relations  entre  ces  variables  et  les  paramètres  a,  b,  c,..., 
en  transformant  ces  paramètres  ou  quelques-uns  d'entre 
eUK  en  fonction  de  X,  y,  z.  Ou  conçoit,  eu  elTet,  qu'nne 
équation  qui  se  vérifie  indépendamment  des  valeurs  attri- 
buées à  diverses  quantités,  sulisiïlc  par  cela  même  dans 
le  cas  où  l'on  établit  entre  tes  quantités  des  relations 
quelconques,  Cette  proposition  entraîne  le  théorème 
suivant  : 
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THAonÈMB  I. . —  SoÎFnl  i',  z  ptuùtiurs  variables  in- 
dépendant*», eL  x',  j  ',  z', . . . ,  des  foiii'lions  qui,  renier' 
mant  avec  ces  variables  curiaiiis  paramètres  a,  £,  c,...,  «c 
rédaisent  à  x^j,  z,. . .  pour  des  valeurs  partieniières  de 
ces  paranjètres;  puis,  supposons  que  des  reiationsconTO- 
nablei  établies  entre  les  paramètres  a,  b,  c,  et  les  varia- 
bles indépendantea  x,y,  e,.  . .  puissent  faire  évanouir 
toutes  les  fondions  x',  y\  z', ..  .,  à  l'exception  d'une 
seule,  de  x'  par  exemple,  en  réduisant  relle-cî  à  une 
fonction  (lélerraint'e  R  de  ;r,  z, .  . .  ;  si  l'expression 
,f(x',  y',  z',...)  considérée  comme  fonction  de  x,jy,  z>---i 
conserve  la  miime  forme,  quelles  que  soient  les  valeurs 
aitribuccs  nus  paramètres  c,, . .,  en  sorte  qne  Vê- 

quation 

/(y,/,.'....)=/|x.j-,».-..). 

soit  identique,  on  aura  encore  identiquement 

/(«,;r,.,.,.)=/(R,o,o,...). 

Cela  posé,  les  dilTércnls  points  de  l'espace  étant  rapportés 
à  trois  axes  rcctarigulaîrcs  x.  z.  emisidcrons  l'un  des 
point'!  auxquels  .i}i|iiirlii:ririi'iit  li-;^  ilcu^  ciKinlonuées  a;, 
y,  et  conceïims  rjue  l'on  fas.'i^  toiiinci-  les  axcs  îles  x,  y 
autour  de  l'axe  des  z  ;  les  deux  coordonnées  x,y  se  tron- 
veroni  remplacées  par  deux  coordonnées  nouvelles  x\y' 
liées  aux  premières  par  deux  équations  linéaires  et  de  la 
forme 


pour  ([u' une  expression  de  la  forme  f[x'\y)  devienne  (11- 
dépendantc  dcJa  direction  des  axes  mobiles,  il  faudra.^e- 
ronaîtconstatnnMnt  ,    .  .      .  , 

on  ■  _     ■  ■       -  ■  "■  ■■    , . .  ■  '  ' 

/(ico»a  + rsinaij-cosa  —  .TSin  «)=/(*■ 
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quelles  qucsuiniii  les  vaJeut'B  noo-senlem^l  de  xet  de 
y,  mais  encore  <le  l'angle  «e.  D'ailleurs  pour  faire  éva- 
nouir y,  î|  sufBra  d'adinettre.entre  a,  je  et      la  relation 

■  exprimée  par  l'ëquation  - 

■  d'où  l'on  lîru  . 


.doiir,  lorsque  l'on  aura,  quel  que  siii[x,  )  , 

/K,  y)  =/(--, /i. 

on  aura  aussi 

.r)=/(^  -),.  /(^  ")  =/i~r,  o), 

On  arrÎTi!  ainsi -au  théorème  snivant: 

Tbëob^K  n.  —  Pour  qu'une  fonction  /{x,  de 
deux  coordonniW  X,  j'  d'un  mâme  point  M,  relatives  à 
^  deux  axes  recianpulaii  <îs,  conserve  la  mime  valeur,  lau- 
dUquti  l'on  fait  varier  Ifs  coorilonnëes,  non  en  cliatigeant 
I,t  position  du  poiril  M,  mais  en  faisatu  tourner  les  dcun 

L  n.riiiliipl  la  pi  ojei  lion  ,iu  poim  donné  M  Mir  le  plan 
des  xj,  i-.l  ini-.me  ;i  une  furirlinii  (!<'  c  qui  ne  v^ii  ii'  jias 
(]unnil  on  y  l  emplaee  r  p^ir  —  r. 

On  démoiilrera  encore  fiicilemenl  le  ihéorèmc  qui 
précède  eu  substituant  aux  coordonnées  rectangulaires 
JT,  jr  ou  x',  y  deux  coordonnées  polaii'cs  ;■,  ii  ou  u', 
dont  la  première  r  serait  toujours  le  rayon  vecteur  mené 
de  l'origine  à  la  projection,  la  seconde  »  ou  tt'  désignant 
I.  a3 
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l'angle  formé  jMr  te  rayon  vecteur  avucledimi-ase  des  x 
ou  des  x  ()Osîlives.  Alors,  l'Ji  cïTcl,  on  anr.nil  nilri;  .r,  y 


en  outre!, 

et  ayant  la  même  sîguïfication  que  ci-dessus,  et,  par 

/(rcos«*,  rsin»')=/(r««B,  rsin,,). 
.Von  il  ..-snl...  .p..-  la  fonclioo/(.r,jr)  =/(r««„,  r»in«), 

séfliif-ir,'  H  ]a  fonrlion  y  (±  r,  o)  dans  laqudli  die  se 
transforme  quand  on  fait  ii  =  o,  ou  «=ir,  le  doubla 
sïjjiie  poiivanl  tUB  rëduit  arbitrairement  aa  signe  +  on 

Sii|i]>oran.'i  mainteaanl  que  l'on  fasse -tourner  autour 
de  l'origine,  d'une  manière  quelconque,  les  Iroîs  axes 
rectangulaires  des  x,  desj'  et  des  s  :  les  trois  coordonnées 
:r,  y,  z  d'un  point  M  se  trouveront  remplacées  "par  trois 
coordonnées  nouvelles  xf,  y,  V,  exprimées  au  moyen  drs 
'  premières  par  les  équations 


dans  lesqticllfd  li-s  neuf  roi^ieienta  a,  /;  c,  a',  b' ,  i', 
ti",  h",  c"  sont  lifis  entre  eut  pat  six  équations,  de  sorte 

Pour  qu'une  expression  de  ta  Torme  f(,x',y  \  *')  devienne 
indépendante  de  la  direction  des  axes  mobiles,  ïl  faudra 
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quelles  que  soient  les  valeurs  non -seulement  cic  x,y,  a, 
mai's encore  de  trois  des  neaf  coefficients  a,  b,  c,  ei^  Vyé, 
a",  V,  dont  on  pourra  disposer  do  manièrë  à  faire  éra- 
nouir^',  x'.  D'ailleurs,  si  l'on  Domoie  r  )e  ra^on  vecteur 
men^  de  l'origine  au  point  donné  M  (2:, /,       on  aura 

—  *'  -t- j'-l-  3'= -j-y  + 1". 

Or  dans  le  cas  dey'  ~  0|  s'  =  o,  celle  dernière  équation 
donne 

■  l'égalité  /(x,  z)—f{xf,y,  z')  entraîne  donc  le» 
suÎTantes  : 

/(^,j,«)=/(±r,O,0),    /{;^,y,z)  =  f[r,  o,  o>, 
.  ./{r,o,o)=/f-r,o.o), 

et  l'on  arrive  ainsi  au  théorème  suivant  : 

THfoRàMB  ni. — Pour  qu'une  Tonclion  des  trois  coor- 
données:!;,/, «d'un  même  point  M,  relatires  à  trois  axes 
rectangulaires^  ne  change  point  de  valeur,  tandis  que 
l'on  fait  varier  ces  coordonnées,  non  en  changeant  la  po- 
sition du  point,  -mais  en  faisant  tourner  le  système  des 
trois  axes  rnctaogulaircs  autour  de  l'originp,  il  est  iiéres- 
saire  quu  f[x,  r,  a)  se  réduise  à  «ne  fonction  tlu  rayon 
vecteur  r  aicnc  de  l'origine  au  point  donné,  et  même  à 
une  fonction  de  r  qui  ne  change  pas  de  signe  (juand  on  y 
remplace  r  par  —  r. 

On  démontrera  facilement  cl  immédiatement  le  théo- 
rème qui  précède,  en  substituant  a nx  coordonnées  rectan- 
gulaires x,y,  sou  m',  y\  «'des  coordonnées  polaires 

33. 
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r,  u,  V  ou  r,  u',  c'  liées  aux  premières  par  les  équalions  . 
X  =  rcos  «,    j-^:  r-tio  ucos  p,    z  =  rsîn  u  tÙQ  v. 

En  effel,  l'équalion 

/iy,y,  r.») 

deviendrait  alors 

/{rwtit',  /■«no'cosi',  runu'ùni/) 
=/(rcosB,    rsinacosf,    rsïn  u  sinv); 

et  comme,  la  dii-oclion  des  nouveaux  axes  étant  complète- 
ment aiLilraîre,  on  peut  en  dire  autant  des  variables  OU 
angles»',  c',  la  fonclion/(3:,_J',  a)  ne  devra  pas  varier 
avec  m'  et  f'  on  avec  u  et  f ,  et  devra,  par  cpnséqueDl, 
(Muserverla  Taleory(±r,  0,0)  qu'elle  prend  quand  on 
faît«  =  o  ou  «=ir. 

Loi'squc  les  fonctions  de  ar,  ■)■  ou  de  s  désigné 

par /(x,  j),  j  {x^J^  2)  sont  des  foiicliotH  CDiîères  eom- 
posées  d'un  nombre  fini  ou  InGni  de  termes,  les  fonctions 
J(r,  o), _/■(/■,  o,  o)  sont  elles-mêmes  des  fonctions  en- 
tières de  r,  et  m'ême  des  fonctions  entières  de  r*,  c'esi-n- 
dire  de  x*  -^y,  ■  ou  x*  +  s",  on  peut  donc  encore 
énoncer  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  IV. — Pour  qn'une  fonction  endèfc/(3:,^) 
d«  dcnx  coordonnées  x,^  d'un  même' point  relaiivea  à 
deux  axes  rectangulaires  «  ne  change  point  de  valeur,  tan- 
dis tjne  l'on  fait  varier  ces  coordonnées,  nou  en  clian- . 
géant  la  poaîtioa  dn  point,  mats  en  faisant  tourner  les 
deux  axes  dans  leur  plan  autour  de  l'origine,  il  est  néces- 
saire et  il  snfiSt  que  f(x,y)  se  réduise  à  une  fonction 
entière  de  i'=     -f- j''. 


Tbéoiièmg  V. — Pour  qu'une  fonction  entière/(j:,  f,  ;) 


m.  cooiii>o,^.iÉES.  357 
des  trois  cooi-doniiût's  x.  i ,  z  d'un  mâinc-  point  ivlativi;s 
à  lroi=  a\L'5  ii'tlaiigula'irus,  ac  ollangc!  poicil  do  valL'iir, 
tandis  '[Ut;  l'on  l'ail  variiîv  ces  coordonnées,  uou  rli.in- 
gcant  la  position  du  poîul,  mais  en  faisant  tourner  le 
système  des  trois  axes  coordonaés  autour  de  Torigiue,  il 
est  .nécessaire  ei  il  suffit  qae/(x,jr,  b  )  se  réduise  à  une 
'  fonction  eniière  de  a:'        -+-  a*. 

Nous  avons  TU  que  si  l'oa  nomme  j;,  z  ou  x',^,  x' 
les  coordonnées  d'un  même  point  relatives  \  na  premier 
et-à  un  second  système  d'axes  rectangulaires,  les  caracté- 
ristiques D^,  D,>,  s'expriment  en  fonction  des  carac- 
téristiques D,,  Dj.,  D.  de  la  mime  manière  que  les  nou- 
velles coordonnées  x',y\  s'  s'expi'imcnl  en  fonction  des 
anciennes  y,  x,  on  pourra  donc,  dans  les  théorèmes  qui 
précèdent,  remplacer  les  coordonnées  x,y,  s  parles-ca-  ' 
rantéristiques  D^,  D,,  D.  ,  et  énoncer  le  théorème  sui- 
vant : 

THÉDBtHE  VI.  —  Xjjy  ou  x,y,  s  étant  deos  ou  trois 
GODKlonnées  rectangulaires  etDjc,  ou  D,,  D^,  D,,  les 
caractérisdqnes  qui  indiquent  des  différentiatidns  rela- 
tives à  coordonnées,  pour  qu'une  fonction  entière  de 
ces  caractétisliques  ne  change  point  de  valeur,  undis  que 
l'on  fait  tourner  les  dcu:;  axes  des  x  et  des^  dans  leur 
plan,  ou  tes  trois  axes  des  des  j',  et  des  z  dans  l'espace, 
autour  de  leur  origine,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  qne 
cette  fu[ictioii  se  réduise  à  une  foiictiouEntièrc  de 

(DO'-t-iOj)^    ouJi.-    (D,Vh-(D^}'4.(0,)'.  ■ 

i38.  Reprenons  les  équations 
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les  deax  dcrnièrcsdoimcnt 

h'i"-h"c<  _  c'a' -c'a'  _  n-b"~a-'b'  ^ 
_  „//  ,--  —  nl,"c'  +  h,^  a"  —  bc"a'  +  ca'  f—m-f 

__^[[b'f'—b''c-]'+{i'a'  —  tra')'  +  lii'l>'~a'b'yf\ 
mais  OQ  a  d'une  part 

n'  +  i"  +  r=  =  I , 

de  l'autre 

=  («"  +  ^''  +  '^'')  -V«'+i'''"+«V)'=l, 

On  arrivi'rait  cucoïc  à  <'t:  résultai,  en  Db.servaiil  que  les 
oeuf  quanliti^s  a,b,  c,  a',  l>',c',  a",  b'\  c'  repriiscnlcnt 
les  projecdons  slgébriijui's  <l(;  iiois  longut-urs  tgalt-s 
à  l'unité,  mesurées  sur  les  axes  Ji^s  x,j,  z,  et  projtuSes 
sur  les  axes  des  a/,  y,  a'.  En  t  fici,  lu  volume  qui  a  pour 
cûii;  ces  trois  longacurs  se  réduira  simplementà  l'uuîté, 
vtron  siiii  que  ee  vobime  est  représenté  au  signe  près  par 
la  somme  DU  résullante 

Ajoutons  (jue  le  double  signe  ±  devra  se;  réduire  à  + ,  ou 
que  l'on  aura 

ab'r'  —  «b"e'  +  a'b"r  —  n' bi-"  +  a' bt' —  a"  b' e  =  l, 

si  l'on  admci  que  pour  obtenir  le  second  '  système  d'axes 
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coordonné»,  en  faîiaot  tourner  le  premier  autour  de  l'o- 
rigiae,  les  luouTemeats  de  roudon  ez&ntél  de  droite  k 
gauche  dans  les  plans  coordonnés  autour  des  demi-a:iH 
des  coordonnées  positives,  seront  pbur  l'un  et  l'antre 
système  d'axes  des  mouvements  directs,  oa  pour  l'un  et 
pour  l'autre  des  monvements  Tétn^radest  Cette  somfne 
on  résultante  ëiant  égale  à  i,  on  aura 

«  =  ft'e--^6«e',    é  =  cV— cV,    e  =  o'6''~a-fi'.'  ,  , 

Ces  équations  devant  évidemment  rester  vraies  quand  on  ' 
remplace  a,  c  par  a',  <i,  ou  par  a*',  À",  c",  an  aura 
de  même 

„'==b"c-b<r,    b'=c'a~ea",    c' =^  a"  b —ab", 

.  iSO.  Soient  maintenant  Xi ,  ji,  s, ,  x\  ,  y, ,  2',  les 
coordonnées  d'un  nouveau  point  Mi ,  relatives  au  premier 
et  au.  second  système  d'axes  coordonnés,  on  aura 

-  y,  =  -t-e'-L, 
ï,  =  «"*,-i-i"j-.+f"=.. 

d'où  l'on  conclut,  comme  nous  l'avons  déji  vn, 

x'x,  +7'/,  =  jrj-,+j-7, +  21,, 

c'iïsl-à-iliru  que  la  Ii  aiisforin.ilioii  des  roordoiinécs  n'al- 
lèrc  pas  la  valeur  du  !ii  somme  j.j:,  +  JJ,  -(-  zï, .  Dans 
le  ras  particulier  où  les  deux  pointB  M,  M,  se  confon- 
dent, la  somme  des  produits  devient  une  somme  de  carrés, 
et  l'on  a,  comme  nous  le  savions, 

y + y =     7*  + 1', 

On  tire  encore  des  équations  qui  donnent  les  valeur* 
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de  y,,  e,,  x, ,  j\  ,  z\  joînics  aux  valeurs  précé- 
deulesdcd,     c,      i',  c  '. 

yt,—y,t'  =  a{jz,~y,i)  +  b{z.tt,  —  z,x)+c[j:x,—x,j), 

^y,-''.r'='>'(rï.-j'.«}-J-fr'(".-'.-«)+c*'(^.-'.r). 

d'où  l'on  coDclut 

;  :  .  (r'»'.  -y. »')•+(.'*■-.',  ^'l'-M-^y, -^.yy 

/^onc  la  transformation  âes  coordonnées  n'aMre  pas 
'la  valeur  de  la  somme 

(j-=.-r.»)'  +  (=j^-  — =^.')*  +  (■^J'.-'^r)'- 
C0tle  somme,  en  effet,  reprcscmc  uue  quantité  'înJé- 
p«ndantc  de  la  dlrculion  des  axes  coordoDni!s,  savoir  lu 
carré  de  la  sn'rfaec  du  parallélogramme  i]ui  a  pour  côlés 
les  rayons  vecteurs  OM,  OM, .  On  arriverait  immédiate- 
ment à  l'équatiou  qitt  exprime  l'itivariabilité  de  cette 
fomme,  en  combinant  les  deux  équations 

avec  l'équfidpD  identique 

(/ï.  — +      —  '.J)' 

Quant  aux  trois  biiioinc-  n  ,  —  ,  ,  xz,—x,î, 
yz, — y,x,  ils  roprésciileiil  les  projei^lions  algébriques 
de  l'aire  du  parallélogramme  dont  il  s'agit,  suecessive- 
meul  projetée  sur  les  trois  plaus  coordonnés  des  des 
et  des  .>'} ,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  projections 
'  algébriques  d'une  lougucur  mesurée  sur  une  perpendicu- 
laire an  plan  du  i>arBl]èlogramme,  ég>1c  i  l'aire  de  ce 
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pai  alli;loeramine,  cl  sucrcssivement  projette  sur  les  axes 
(la  X,  di's  j  et  dt-s  z.  Ajoutons  qa'en  partant  de  cette 
simple  ruinai-quc  on  pourrait  déduire  immédiaiemeot-Ies 
équations  qui  cxprîment  les  dilTérenceaji^  x\  — s',,—, 
en  foDcdon.  des  dîlKrences'  ysi  —  ^tj'i"-  des  ëqnatîons 
qui  lient-  les  nouvelles  coordonnées  x',  y',  a'  aux  au- 

CoïKfVuiis  que  l'on  considère,  en  ouire  des  poîiils 
M,  jM,,  1111  truisiâme  point  M,  dont  les  coordonnées  rela- 
tives aux  deux  systèmes  d'a:ies  reci angulaires  soient  res- 
pectivement y,  vy, ,  z', ,  on  aura  encore 

y,=a'x,  +  t'j-i  +  e':,, 

et  du  eus  u(]ualionsJoiiUus  à  l'iiqualiou 

x"  +  î'î  =      +     +  î',. 

et  à  relies  qui  donnent  la  valeur  des  diiréieuccs 
■j  '  3\  —  y\  z',...  en  fonction  des  différences^  a,  —  z, 

x-y,  z\  -yy,  î,  +*',  /,  z-  ~  x,  y  s,  +  d,y  i,      y,  t- 

=  x}r,z,  —  ay,  I,  +*,  3*,  I  —  ar,  j»,  +  «j/j,  —  x,Xi  = 

donc  la  tram/otmation  dei  coordonnées  ne  change  pas 
la  valeur  de  la  ■somme 

Cette  somme  représente  efTcctivement,  au  signe  près,  le 
volume  du  parallélipipèdc  construit  sur  les  ii-ois  rayons 
OM.,  OMt,  OM,;  et  d'ailleurs  son  signe  de|icnd  unique- 
ment des  positions  respectives  dus  trois  demi-axes 
OM,  OM,,  OM|.  Elle  sera  positive,  si  le  mouvemënt  de 
rotation  exécuté  autour  dn  demi-axe  OMi  par  un  rayon 


3(>a  .STATIQUE, 
mobito  pauant  du  la  posïtioa  OM  i  la  posilion  0M|  eit 
un  mouvemeDi  dh^ect  ou  de  droite  i  gauche,  lel  que  nous 
l'avons  déjà  défini. 

16n,  Considérons  une  grandeur  qui  puisse  tir  e  repré- 
sentée par  une  droite,  une  force  jiar  exemple,  ou  îe  mo- 
menl  linéaire  de  telle  force.  Les  projeclions  a]gébri(jues 
de  celle  grandeur  sur  trois  axes  rectangulaires  dépendront 
uniquement  de  la  Inngucur  de  la  droite,  et  de  sa  direc- 
tion; Cl  si  la  grandeur  en  qucslion  se  confond  avec  un 
rayon  vecteur  r  mené  de  l'origine  des  coordonnées  i  un 
certain  point  M,  les  projections  algébriqnéa  de  cette 
grandcnrseront précisément lescoordonndes  du  point 


Donc  les  relations  qui  subsisi 

lent  entre  le 

s  coordonnées 

rcclangulairus  d'un  ou  de  ]>U 

isieurs  point 

s  rapportés  à 

ixes  coorJon 

nés,  sulisisie- 

ront  aussi  entre  les  projectiont 

;  d'une  ou  de 

plusieurs  grandeurs  diverses 

projetées  su 

ascB.  Ainsi,  en  particulier,  ai 

1  l'on  nomm. 

e  X,  Y,  Z  les 

projections  algébriques  d'une  cenaine  forée  P  sur  trois 
•xc,  n-clansi.!"".  i,  J,  =,  "  X',  Y',  Z'  I»  iH"™»» 
algébriques  de  ta  même  forie  sur  trois  auires  axes  reetaii- 
gulaires  des  x',y,  z';  si  d'ailleurs  les  neuf  eocfficlems 
a,  h,  c,  ol,  c",  a",  y\  é  représenienl  les  cosinns 
des  angles  formés  par  les  demî-asesdes  coordonoées  po- 
sitives a/,  ^,  z'  avec  les  demi<ases  des  coordonnées  po- 

sidvCS  X,  y,  z,  on  aura 

'■     ■  X'  ^  flX  4-  iT  -^-cZ, 
Y'  =«'X-4-4'Ï4-c'Z, 
Z'  ^^rt''x-l-i'Y-i-c"Z, 
X'' -I-  y  4- Z''  =  X'  +  Ï'-I-Z",  , 
X—  oX'  +  n'Y'-4-fl"Z', 
T  =  6X'-t-*'ï'-H«'Z', 
Z  =eX'-V:r'ï'H-c"Z'. 
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11  y  a  jilus  :  si,  en  siippusuDlla  forcL'PappliquêL'au  poîntM 
dont  Içs  coordonnées  sont  x,  y,  z,  ou  x'rf',  s',  on  nomme 
L,  M,  f^,  L',  M',  N'  lespi'ojcciions  algébriques  du  mo- 
ment lioéaire  de  la  force  P  successivement  projeté  sur 
les  axes  dos  x,  y,  z  et  sur  les  axes  des  x',y,  a',  on  aura 

L'  —  nL-i-  àii  -hcy, 
M'  =  «'L4-6'M-4-c'N, 
H'  =  n"L4-i"M+c'N, 
L"-+-M"-t-S''  =  L'-(-M'4-N', 
L  =  flL'+ (i'M'-4-a"S', 

HzricL'+o'M'+e'H'. 

Ce»  cquatioiu  poi^rraicnl  se  dtdalro  dirci  toment  de  celles  . 
qui  donnent lesdiffércnccsyz',  — y,  z'..,  ;  en  eflet,  pour 
obtenir  lei'valeurs  de  L',  M',  W,  11  suffit  de  remplacer 
dans  cct,^uations  les  projections  algébriques  x\,y,,  s\ 
ou  X),jr,y  £,  de  la  distance  compiisc  entre  Toriginc 
des  coordonnées  et  nn  certain  point  Af, ,  par  les  projec- 
tions algébriques  X',  Y',  Z',  oa  X,  Y,  Z  de  la  force  P,  et 
d'avoir  égardaiix  valeurs  connues  des  projections  du  mo- 
ment linéaire  ■ 

L=j-Z— ;Y,    M=iX— *Z,    N  — .rY— rX, 

L'équation  L" M" -t- H"  =  L'  -+-  M'  -l-W,  quand  on 
y  substitue  pour  U,  M', . . .  leurs  valeurs,  devient 

=  (j-Z-  sï)'+(.X  -iZ)'  +  |«T-j-X)% 

(^•'  +y  +  (  V  +  Y"  +  Z")  -  (j:- X'  +  / ï'  +  «'Z')' 
(x-  +  j-'  -H     (X^  (■  Y"  H- ZI  -  (X»  +  Y/  +  Z.)'- 
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Celte  dernière  ikjiialion,  et  par  ïiuilc  i  A\t:  qui  pn-cèdo, 
pourra  être  étriti'  à  priori  quand  on  a  lïtabti  IV'galili! 
X'x'  +  Y'j-'  4-Z';'  =  X-.-  +  'i>-4-Z;, 

à  laquelle  on  parvient  immtSiIiatenieiit  ea  remplaçant  les 
projcciionfi  algébriques  de  la  distance  r,  par  les  projec- 
tions algébriques  de  la  force  P  dans  l'équaiion. 

+7'/,  +  =  xr, 
1131.  Supposons  Riainlenaut  que  le  poiut  lualérielilf 
ayant  reçu  un  mouvement  virtuel,  on  dcsigtut  par  (r,  f,  tv, 
II*,  f^,  tv*  les  projections  algébriques  de  la  vitesse  vir- 
tuelle M  dere  jwint  sur  les  deux  systèmes  d'axes  ,t,  z, 
a/,  y,  z'.  Il  y  aura  entre  ces  projecticMis  la  mÈine  n  latïon 
qu'entre  les  coordonnées  ei qu'entre  lesprojectiousX,Y,  Z 
de  la  force  B,  c'est-n-dire  que  l'on  aura 
u'  =  au  -^-  bv  -h  cm, 

</  i'p-i-c'», 
-t-»'"=  "■  -1-  "'-i- 

Lus  projections  algébriques  du  momcm  linéaire  de  la  vi- 
tesse    sur  les  daw\  systèmes  d'axes  sont  d'ailleurs 

et  l'on  aura  encore 

I- /  =     j- -H  ?'(  î'< -f- <•[      -  j- «) , 
,'«'_x'«/=«'(7„. -H  c'{.r,._j-,.). 
x-./ -y  «'=  o'-fj"— +  *"(-"-■'■■'')  +  ^"("- 

=  (  j'<f  —  w)'  +  (îH  —  J*)'  H-  (     —  x'i)% 

X'U'+  jr'v'  +  i'w'aSiT»  +         +  !«■. 
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Les  projections  algébriques  de  la  viiesBe  du  poini  M  peu- 
vent 6lre  regardées  comme 'des  funclions  des  trois  cooi^ 
données  x,  y,  z  ou  a:",  j',  i'de  ce  même  poiat,  et  dillé- 
reiitiées  par  rapport  à  ces  coordonnées;  or,  ainsi  que 
nous  rivons  vu,  il  existe  entre  les  L'aractêrislîques 
D„  D,,  D.,  D^,  D,.,  D..,  les  mûmes  relations  qu'entre 
les  coordonnées  ^,  j,  x",  j/t  z',  et  par  conséquent 
dans  les  équaUoas  qni  lient  les  projections  a,  w,  ic,  u', 
t^,  W,  de  la  vitesse  u  aux  coordonnées,  on  pourra  substi- 
tuer les  caractéristiques  aui  coordounées.  On  aura  donc 

P^n<  — .D^i/=  B(Dj.f  — D,n)-f-  b{n,a  —  D.a-) 
■+■  c{D,«— D,<i), 

D.-u'  — D^n'  =  —     "}  4-  6'(ï).n—  D.  »•) 

-f-e'fDxi'— Dju), 

D^"'—  Dyc'  =:a"[D,.r  — D,f)  H- È"(  D,h  —  D,  .r) 
-Hc"(D,n-p,i'), 

=         _  D,P)'  H-  (  ».  «  -  D,«.)'  +.  (  - 

Ces  mêmes  équations  subsiste  raient  encore  si  l'on  y  rem- 
plaçait les  projpi:lions  algébriques  u,  i',  lu,  ou  u*,  v',  w' 
de  la  vitesse  m  d'un  point  inaléi'iol,  par  les  projections 
algébriques  d'une  autre  grandeur  relative  au  mùmc  point, 
et  représentée  par  une  portion  de  ligne  droite,  par  exem- 
ple, les  projcclîons  algébriques  du  déplacement  absolu  de 
ce  point  sur  les  deux  systèmes  d'axes.  Appelons  J,  »,  f, 
r,  y.'.  ('  le,  projccion.' .1.  dipbc™™,  .l»ola  .„r  h, 
axes  des  X,j,  z;  négligeant  les  équations  qui  donneraient 
les  telaiions  entre  les  deux  valeurs  suteessîïcs  des  diffé- 
rences, 

D,t  — D,ii,    D,Ç  — D.:,    D.n  — D,e, 
E -)- Dy« -h  O..  :  =  D,Ç  4- Bj « -H  D|  ï  ; 
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or  le  u-iuàme  D^J  4-  D,«  4-  D.f,  somniR  des  trois  dilata- 
iJons  linéaires,  ast  ce  que  IW  app«t)c  la  dilataiîon  v  du 
voïutneln^,  et  l'équation  qni  précède  prouve  (jue  ccuu 
dilalHiion,  comme  le  déplacement  absolu  -+-«*  +  Ç', 
conserve  une  valeur  indépeiidanlL-  d<:  1h  diicrliiiii  d.-s 
oxcs  coordonné. 

109.  Soient  X,  j-,  z  les  cooidoniitics  rctlausulaires 
d'un  poiiH  tiialéricl,  ii  une  fonction  <]uelconquc  des  coor- 
doniK-es  .r,  y,  z,  et  A'"  ii  le  parnmùlre  diûercntiel  de  la 
roticiion  II  défini  par  réfiuaiion 

ai'J«  =  n]«+  dJh  +  d;h. 

Si  l'on  Gubslilue  aux  coordonnées  rectangulaires  des  coor- 
données polaires  lices  aux  premières  par  les  trois  équa- 

sr  —  rcO'/J,    y  =  r%\npt:Qtq,    a  =  rsin/JSÏnç, 
et  qu'on  fasse  cos/"  =  9,  011  iroovci'a 

puis  si  l'on  pose  lang^  =  e*,  ou  i|i  =  1  lang  |)  il  viendra 


^ualion  qu'on  peut  encore  ('triic  comme  il  suit, 


i63.  Nous  terminerons  celte  l.'çon  p:,r  une  courte  re- 
vue des  coordonnées  curvilignes  de  M.  Lamé,  qui  ont 
l'avanlagc  «inBidérablo  de  généraliser  et  de  simplifier  un 
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très-grand  Dombro  des  fonntiles  et  des  équaiioas  fonda- 
mentales de  la  Mécanique. 

M.  Lamé  donne  le  nom  de  fonction-de-point  i  tonte 
quantité  qui  a  une  valeur  déterminée  et  particalîère  en 
chaque  point  d'un  espaça  limité  oa  indéfini,  et  cbangede 
valear  d'nn  point  i  un  antre.  Cette  quandté  ou  cette 
fooction-de-point  est  éTÎdemmeiit  exprimable  à  l'aide 
d'nn  ^tème  de  coordonnées  quelconqués,  rectilignes  on 
cnrviKgneg.  On  admet  qu'elle  varie  d'une  manière  cond- 
ime,  lors  m^me  qu'elle  n'aurait  de  valeurs  assignables 
que  pour  des  points  dissémines,  et  non  contigus,  tels  qne 
l'on  imagine  que  doivent  iwa  les  molécules  matérielles 
Vies  corps  pondéi'jbli.'s.  On  conçoit,  en  eÛet,  que  l'inter- 


polalioJi  puisse  déterminer  une  foni- 

vnU-lir  qui  Ici.r  .-îp- 

pnrlicnl'.  Ce  sei  a  alors  tellR  fonctioii 

présentera  la  fonclion-de-]ioin(,  cl  q' 

ui,panc'.|u-ik-<.'st 

;  valeurs  nulles  pour 

les  points  géométriques  intermédiaire 

;s.  D'ailleurs,  ,|uand 

(îe  la  physique  ma- 

thématique,  elle  s'y  trouvera  loujour 

a  multipliée  par  un 

facioiir  analogue  à  la  masse  ou  la  tien 

sité,  ce  qni  écartera 

l'influence  (les  points  géométriques  pour  lesquels  ce  fac- 
tear  sera  nul. 

Une  foQctioQ-de-poinl  égalée  à  une  constante  peut  re- 
présenter une  famille  de  surfaces  doçt  cette  conslanie 
sera  le  paramètre  j  réciproquement  le  paramètre  de  tonte 
famille  de  surfaces  est  une  fonciioii-dc-point.  Dans  l'un 
ou  l'autre  cas,  cbaque  surface  individuelle  est  le  lien  géo- 
métrique des  points  de  l'espace  pour  lesquels  la  fonction 

Une  fonction  de  trois  coordonnées  et  du  temps  t  donne 
à  chaque  instant  une  nouvelle  famillo  de  surfaces,  ou  une 
fonetî on -de-point  nouvelle,  que  l'on  peut  étudier  isolé- 


e 
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ment  vn  regardant  t  comme  constant.  Mais  une  équadon 
entre  les  coordonnées  et  le  temp«  a  une  tout  antre  signi- 
fication ;  elle  rcpréscnie  une  faniillc  de  surfaces  d'onde, 
dont  t  est  k'  jiarainèti'e;  alors  lu  temps  luî-méme  est  nne 
fonclioii-de'point  Ùxe  et  déterminée. 

Au  point  de  vue  de  la  géométrie,  une  certaine  fonction- 
de-jioint  particularise  rétfnducritroisdimensiona, comme 

ticiilarismil  l'i^lPiidnc  ;i  (leu\  ou  à  inic  seule  dimension. 
De  m.^me  (|t.c  la  surface,  de  incme  que  la  l  oui  h,-,  U  func- 

infii.lté  ,!<■  syslLiea  coordonnés dillV-ionts.  Mais  eti  cha- 
pniijl  du  1.1  coiirlie,  la  direction  de  la  tangente  et  la' 
grandeur  de  la  courbure  simple  ou  double;  en  l'Iiaque 
point  de  la  sui'facc,  l'oricniailun  du  plan  tangent,  les  di- 
rections des  lignes  de  rourbure  et  la  grandeur  de  la  cour- 
bure sphérique,  sont  compluletnent  indépendantes  du 
système  de  coordonnées  auquel  la  surface  et  la  courbe 
■ont  raj^ortéea.  Ces  divers  élémonls  caraclériBtiqttea  res- 
tent invariables,  lorsqu'on  passe  d'un  système  k  un  antre, 
A  la  fonciion-de- point  doivent  correspondre  des  élé- 
ments tout  aussi  caractéristiques  qoî  partagent  la  même 
indépendaticc;  el  nous  en  avons  déjà  indiqué  plusieurs 
daus  les  paragraphes  précédents. 

ici.  Uni; fonclion-de-poinl  étant  exprimée  sutccssi- 
vement  à  l'aide  de  deux  systèmes  de  coordonnées  rcctili- 
gnes  et  orthogonales,  nous  avons  prouvéque  les  premières 
dérivées  partielles  de  F,  D^F,D^>F,D^F  relatives  aux 
nouvelles  coordonnées  y,  y,  z'sonL  liées  «ux  dérivées 
partielles  D„  D.  relatives  aux  premières  variables, 
comme  les  coordonnées  nouvelles  x',  y,  ^  soni  liées  aux 
coordonnées  aucicnnes  x,  2;  de  sorte  que  dans  les 
équations  linéaires  qui  lient  entre  plies  les  anciennes  et 
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les  nouvelles  coordonnées,  on  peut  substitner  à  cliaqun 

coordomiét'  l.i  dérivée  de  F  par  rapport  à  cv.lle  cooi  Ji'ii- 
née,  nous  en  avuns  cuiii'luque  l'on  avnit  : 

I-  ID,.py      i;i),.K}'-(-(D,.K)'—  ID,F)'-i-(I).l')'  +  |D,F;', 

faut  clMijUf^  ui'doiiui-L'  pai  la  déi ivcu  du  l'  relative  à  celte 
ordonnée; 

V         D}F+  D^F  +     ("  =  0'?  +  D^F  -i-  D)F. 

Ainsi  toute  foncûon- de-point  jouit  de  la  double  propt-iélé 
que  les  deux  expressions  diflerenliolirs 

\  i),ri         l-'.'-i-jlKF)'=^i"'F,  n]F+  D'F     D'F  =  i<'lF, 

que  l'on  iioiiiinc  lui  païamiairs  (lilîércnLi<;la  du  premier 
tt  du  second  orilie  de  la  fontiion-du-poiut  F,  conservent 
les  mÈincs  foraira  cl  rc|)i'oduisi;n[  les  mrnies  valeurs  nu- 
nicrîiurs  Cl)  clia(]UL'  poini,  t[uel  (jiic  soit  le  sislèmc  (Je 
coordonnées  reclilignes  orllingonales  (jncl'nii  ,ii  t  cniplove. 
j\jo«tons  ([ne  louli;  liiin  lion  I  '  qui  ronlieni  trois  coor  - 
données parmi  sl's  variable*  [>oiU  être  naifée  comme  «ne 
fonclioii-de-poinij  les  expressions  A'''F,  A"'F  que  l'on 
calcule  alors,  en  laissant  constantes  les  autres  variables, 
sont  partJelles  comme  les  dérivées  qui  les  composent. 

1fi3.  On  conçoit  que  trois  familles  de  surfaces  repré- 
sentées p.iE'  des  équaiions  de  la  forme 

puissent  se  rencontrer  à  angles  droits  et  Jéconpi  r  l'espace 
en  prismes  reciaogles  élémeniaiies  qu'où  peut  supposer 
réduits  à  des  points  doui^,,  pt,  p,,on(,,  f,,  f,  seraient 
les  coordonnées  curviligues  orthogonales.  Ces  systèmes 
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orlfat^ODaux  joiiissffU  pro|iriélés  trèa-romai-qu ailles 
que  nous  allons  ijtalilii  li;  plus  bricveuiRnl  possible,  eu 
suivant  M.  Unuù  pas  à  pas  dans  fcs  Leçons  sur  les  coor- 
,himé,:s  cun-ilig'ifS,  pa^^u  7  i-t  suivaiHfs.  .^lais  avnnL  tout, 
clpuur  .l'avoir  ;i  n.aiiirr        tics  fo.  iiiuIl'S  slmpl.'s,  symê- 

loilïfnli-iu..  Mii^aiiirs  :  U-nu-  u  eu  v  di!si!;no  uuc 
<]uckoiiquf  di^'.  111111  ((iiiuliiimii'i  riTlili^iii.'!  ;r.  1  ,  3; 

signeront  l'uni'  i(U(^kiiiii|iic  il  ctih  i-  i;)li  s,  Amv  1  indice  1 
ou  p,  ou  p,  di'=i;^m-  l'uni'  tiuclroiiquc  des  Irois  fondions 
f  I ,  pt ,  p, .  La  kure  S,  placée  devant  une  espression  coo- 
loiianl  n.  indii[uo  la  somme  du  iroïs  expresiîons  aembla- 
bles  dans  lesquelles  u  est  successiïement  remplacée  par 
x,y,  La  lettre  S,  placée  devant  une  expression  con- 
tenant l'indice  i,  représente  la  somme  de  trois*expres- 
sions  semblables  daas  lesquelles  l'indice  i  est  successive- 
ment égalâ  1,3,3.  Lorsque  les  deux  lettres  v,  f,  existent 
dans  une  expresûoii  précédée  du  signe  S,  elles  dêsigncat 
deux  coordonnées  quelconques  x,^,  z,  mais  différentes 
l'une  de  l'autre.  Lorsque  les  deux  indices  1,  J  existent 
dans  une  expression  précédée  du  signe  Z,  ils  désignent 
deux  quelconques  des  indices  3,  3,  mais  différents  l'un 
de  l'auire. 

160.  Revenons  mainicnanl  aux  conditions  d'orthogo- 
iialilé  iks  trois  surfaces  , 

el  aux  relations  qui  on  résultenl.  ï.v  plan  tangettl  à  la 
surface  /},'  a  pour  équation 

SD.p,(..-«)  =  o, 
et  si  l'on  désigne  par  A,- le  paramètre  différentiel 
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(lu  preniier  ordre  de  la  fonction  p;,  ou  si  l'on  pose 

la  normale  à  la  surfatc  fera  avec  les  axt's  des  x,  y.  3  des 
angles  dont  les  .'osinus  seront      '-^  =  ^  D,,,-;,.  D'ail- 

fmit  avec  les  Les  satisferont  ans  roiidilions  des  1S3 
et  158:  on  aura,  par  exemple, 

S  U„ f ,  l>„    =  o,    ï  ^ (D.p, }- —  1 ,    i      D„  0,  D,  û,  =  o. 

Si  l'on  désigne  par  lin^  I  élément  de  U  norni.iie  a  la  sur- 
face    ,  et  rollerlivement  par  f/ïi  les  trois  projections  de 


multipliant  par  du,  faisant  la  sommation  S  et  observant 
que 

on  obtient  )a  relation  fondamentale 


On  peut  donc  dire  qu'eu  tout  point  d'une  surface  p;  la 
fonction  A.  donne  la  limite  du  rapport  de  laeeroùse-. 
ment  du  paramètre  pi,  quand  on  marche  vers  la  surface 
ittfiniuient  voisine ,  à  l'épaisseur  dni  de  la  couche  tra- 
versée. Ce  rapport  varie  généralement,  noii^seulement 


d'une  surface  n  iinu  aiilre,  iiinis  aus^i  sur  toun;  l'rlriidue 
d'uae  même  surface. 

167.  Si  Ton  substitue  la  valeur  de  f//)jdaus  i'equadon 

~  =  4-^1  on  obtient 
dni      hi  ifu 

itu          I  rfp.       rf  pj        ^)  lia 

dpi      A'  du      Hit        '  rfp, 

"    >;v  '^»,''.'    I>~ —     I>=  "■ 

Si  l'on  ilwi^ric  jiiir  !■'  utic  fonrlion-dp-poiui  ijm;  l'on 
peut  concevoir  exprimée  soit  en  coordonnées  rectilignes 
X,  soit  en  coordonnées  curviligneB  pi ,  p,,     ,  o» 
ronclura  de  la  seconde  des  deux  ëquatîons  qui  précèdent, 

S  D.  p,  D,  F  =  A  J  S  D.  F  Dp  «  =  A  J  Dp  F  i 

en  même  temps,  l'équation 

/,; 

combinée  avec  l'équation  iJcniiqiic 

nf,.(Of, ■■)  =  "»,  ("',")■ 

donne      *  » 

Si  Ton  diftéreutie  par  rapport  à  ii,  c 'es [-à -dire  par  rap- 
port à  :r,  ou/,  ou  z,  l'équation 

SD.p,D,p,-=o, 

on  a 
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mais  en  faisatii  tour  à  tour,  dans  l'équaiioi) 

SD^p,D,¥=b)î)p,  F, 
F  =  D.(>,-,  F  =  D,p;,  on  trouve 

SU. p, d; py  =  ii'.Dp^  ( D, p;) ,     S D,  p; D] p,  —  /ij f)p ,  { D. p,) , 
et,  par  coiiséquuiii,  l'u  snbstiiiiaiii, 

A'n.,  (i\r.,)-i-/-'r»-,  (u,p,i^o. 

Si  l'on  (Icvclojiiiu  la  lelatimi 

Cl,  cri  l'Iiniiiiani  Dp  (Oufj)  nu  moyi'ii  do  riitjnation 
a;  Dp^  (  D.  py  )  4-  a;  Dp^  (  n.  fi)  =  o . 

I  ^/ 

îij,^  {ft,  p,)  =     Dp^  A,  D.  p;  -  Jj.  Dp^  A,D.  py, 

cquatiou  dans  laquelle  les'indîces  i  et /  sont  csEeniielle- 
metit  difi'ércniSj  et  qui  donnera  les  dérivées  par  rapport 
aus  pj  des  fonctions  D^p,-. 

Si,  désignant  momentanément  par  c  une  quelconque 
des  coordonnées  z,  on  dilîéreniie  par  rapport  à  v 

l'équation 

on  Irouvci-a 

SD,piD.(D,pi)  =  A,D,A(, 
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:S;ii  sj*riQLL.. 

f  rcslanl  le  mime  ilans  les  Irois  ici  mes  du  promitr  imtii- 
bre;  or  l'équation 

(loouc  généralement 

Dp^F  =  jijSI>.p,D.F, 

fit ,  par  suite,  en  faisant  F  =  D,;),-, 

SD,p,D,{D,p,)=I>p^  (D'f'l  ; 

on  aura  doue 

Dp.(D,pi)=i-D,A„ 
OU  Ken  en  remplaçant  ^•  par,«,  et  développant  le  secomi 
membre, 

Celle  équation,  joiule  à  celle  qui  expiiiue  Dp  {D«p.}  Jon' 
nera  toutes  les  premières  dérivées  des  quantités  D.p,  con- 
sidérées comme  fonctions  des  coordonnées  {>■,  p),  p>-  , 
Reprenons  l'équation  ' 

t  ■  ■  A,' 

Dp^  {D.  p,)  =  -  Dp/i  D,   —  ^  Df^  A,  D.  py. 

Si  on  la  multiplie  succcssïicmcnt  par  D„p,,  Dp^  », 
Dp^u,  et  qu'on  fasse,  après  cliaque  multiplication,  la 
sommation  indiquée  par  S,  en  ayant  égard  aux  relations 
S{T).f, )'  =  />],'  SD.p,D.p;=o, 

on  trouvera 

SD,p,D^  [n.p,)  — /(.Hp  /<,, 

a' 

SD.piDf,  {D,p,)  =  — J;Dp,/<j, 
SD,p.Dp.(D,p,)  =  o. 
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Daus  celte  dcruièru  c(|ualion,  les  trois  indices  i,;',  A  sont 
essentiellemenl  dilTérents  et  reproduisent  dans  tous  les 
ordres  possibles  le  groiipe  (i,  a,  3). 

.168.  U  s'agllmai.ite.iantd'éval,Kr  les  pramètresdiffé- 
renUelsdu  second  ordre  des  foiiclioiis-tle-poiiit  ou  coor- 
données p,.  Nous  avons  déjà  dit  que  les  neuf  cosinus  ^  D^pi 

des  normales  uxx  trois  surfaces  orthogonales  devaient 
sads&ire  à  toutes  les  équations  de  condition  qui  lient 
entre  eus  deux  systèmes  d'sses  rectîlîgnes  et  rectangu- 
laires; ils  devront  donc,  en  particnlier,  vérifier  les  deux 
équations  (n"  15$) 

a  =  b'c-  —  b'i^,    b  =  ett'~^a% 
'ct  l'on  aura,  par  exemple, 

F^alant  la  dérivée  par  rapport  de  la  première  de  ces 
équations  à  la  dérivée  par  rapport  à  a;  de  la  seconde, 

(l),,,D,;„_n,.,D,,.)D,^ 

+  Ï7j;  (o',p.I',p.  +  I>.|'.>>>-D;p.I>.p>-  I>rf.o>.) 

=  (D.p,D.,,-D,„D.,.)D,j^ 

+  (  p.  D,  f j + D,  p,DÎ,  pi — D)^  p,  D,  Pi  —  D,  pjD^  pi)  - 
AjoulBut  ct  rotranchanl  le  terme 

D.„D.p.D,^t 


Zy6  STATIQUE. 

appliquant  quatri'  Ibis  l'équatiun 

dans  laqunllnon  fi'.ra  (our  à  lour 

V=~,    F  =  D;|i,,    F=D,f,,  F=0,p,, 

[lOQi-  l'iiuiL'iii^r  (iiiiiiir  Li  iiiômcs  :i  la  forme  d'nn  monôme, 
et  rpiTi|)bçant  la  sornmr  lirrivées  secondes  par  le 
i^ymbolc  on  trouvi'c;] 

[d.„ii«,. + *;  0,^1  11.  .,1 1  +  D, D,^  i 
=  /s:l"'"  +''l"'-,i"'fîl+"-f'';"p,o:- 

Di\isaiiL  i;i!llii  [>:ii  ]<-  prodtiil  h,li,li,,  substiluant  au 
qiiolit'iit  Ul'  la  (litk'i  ciilii'lli'  J'unLM|uaiitiic-  par  cvUc  quan- 
ti lé  la  ditKn-iiiicllc;  i)a  lo^arilluui'  .^■p.'Tifu  de  celle  mima 
quantili;,  el  Lcmplaçani  z  pai  ii.  cLir  ùvidiiiiiiiiL'nl  cit  pre- 
nant pour  poiul  de  départ  un  autre  toupie  d' équation,  uli 
serait  arrivé  à  des  équations  toutes  semblables  en  jr  ou 
enXf  ou  a 


Or  parmi  Ips  neuf  irlnlinns 

il  en  pst  une  qu'on  peut  meure  siiiis  \n  forme 


donc,  dans  l'équaiion  à  six  termes,  en  ne  considérant  que 
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cnnnDONNÉES  conviLiGM-:^.  377 
It'i  M'LoniU  icriLics,  on  peul,  en  vci'lii  ik-  ictto  di-rnière 
(fl.ilioii,  Tiiri  el  doiililer  l'aulro;  doublons 

CL-liii  ilu  prcniitT  mcitilii  c,  un  5U|iprimanl  ci^lui  du  second, 
multiplions  par  D,p,<;l  laÏBons  la  sommation  S,  il  restera, 
après  les  réductions  que  les  équations  S(D,pj)*  = /i', 
SD.f),D.j9;=o,  SD,piDp^(ï)uf>i]=f'i%->'i  permettent 
d'opérer. 

Pareil letnent  si  l'on  double  le  deuxième  ternie  du  se- 
rood  membre  de  l'équation  n  six  termes,  en  supprimant  " 
celui  du  premier,  que  l'on  multiplie  par  D,p„  et  qu'on 
fasse  la  sommation  S,  on  arrive  à 


Avec  un  autre  coopte  d*cqualion3  au  départ,  on  aurait 
troDvé  de  mbme 

Ces  trois  éi|uatioiis,  qu'un  peut  inc-ttrc  souaia  forme 
donnent  les  paramètres  dlIFérunLiuls  du  second  ordre  des 
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et  (lu  leurs  dérivées. 

169.  Soîtmaîntenaaiuneronclioii-dc-puim  V  cxpiiméc 
à  l'aide  des  coordonnées  curvilignes  ,  p,,  pt,  et  cliei'- 
chons  comment  s'expriment  ses  pnramètn»  difliiri! miels 
à  l'aide  d(»  m'ornes  coordonnées.  En  désignant  toujours, 
par  u  l'une  quclconijuc  des  coordonnées  rccliiigncs,  on 

D„r  =  ïD^FD.,i,; 

l'aidu  des  relalious  souvent  j^appclufs  ,  S  (D„  ,0,)' = , 
SD,pjD,p(  =  o,  il  viendra 

En  diirércutianl  D„F  par  rapport  à  ri,  on  aura 

D>  =  i[d^^F.(D.p,}'t[-D^,FD;p,] 

+2(Dp,p,FD.p,D.(!,.+  Dp,p,FI^p,D,f,+Dp_^_FD.p,D.fh]- 

Toutes  réductions  faites,  ta  sommation  S  des  deux  mem- 
bres de  cette  dernière  éi]uatimi  donner  a 

a<-lF=         Dp  F-f-Dp.fif')p,J, 

6u  Jjicn,  en  développant  li;  X,  menant  h,fit^t  en  faclem' 
rommnn,  remplaçant  les  rraclion!>  par  leurs  va- 
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I  UOnnUNNéES  CURVILIGRES.  ^yt) 

Si  Ton  pose  h,k,h,  =  is,  lus  équations  qui  dnanent  les 
paramètres  (lifTérenticIs  du  premier  et  du  second  ordre 
des  fonctions  p  et  de  F,  pieiiMcnt  la  forme  plus  simple 


170.  Nous  aviouadcjàcoiiitaté  que  les  deux  paramètres 
dinërentiels  définis  par  les  coordonnées  reçtïlïgnes  con- 
servent leur  métne  forme  et  leur  même  valeur  dans  tous 
les  ctiangemcnis  possibles  de  coordonnées  ;  or  les  formules 
qui  pri-ctdctit  montrent  que  retle  invariabilité  de  forme 
et  de  vak'ur  se  maintient  dans  le  eas  de  coordonnées  cur- 
vilignes oi'ihogonalos. 

Ke  faut-il  pas  en  conclure  que  les  dcuN  paramèlii'a, 
A^'ietA'"  sont,  en  (piclque  sorte,  les  éléments  carnclé- 
ristiques  (les  fonctirius-rle-poinl,  inilépendaiits  du  sys- 
tème des  coordonntes,  i:t  a\aul  loiijnurs  l,i  mi''me  valeur 

F,n  effel.  lorsqu'iitie  classe  lie  jiliénonièni's  [ihvsiquesdi'- 

l'ur.qu,.  loujour,  ,,„■  k  |ar.,nèlr„  ,1=  ..•™„ll''m  *o  A"^ 
que  s'expriment  les  équations  aus  dériïécs  partielles  doul 
les  problèmes  dépendent.  Le  pmcnlici  de  l'attraction  pro- 
portionnelle aux  masses  et  en  raison  inverse  du  carré  des 
distances,  la  tempe rainre,  la  dilatation  cubique,  etc.,  sont 
des  fonctîons-de-poînt  dont  le  paramètre  second  A'''  s'é- 
vanouït  dans  l'état  d'rquiltbrc  ;  les  projections  drs  dépU- 
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A'''  .LTul.!.'  <li>„,.  ,.n  ,'  i,nfM!i  L.Ml,-(l.:rivl  r.alurui li:  i>l us 
L'sseiiticlle  l'L  plus  coJiijilirlf  i|ul'  IouIl's  1l-s  dérivées  par- 
tielles ordinaires. 

Dans  l'état  variable  (les  lecupératui-es  V,  on  a 
A(»V  =  KD,V, 
et,  un  supposant  K  =  i , 

A  ='V  =  n,V; 

li.iilK'  ,iu  i.qtp.Ml  .U:  V.>Ju,U:r„Jul  ,\r  1,,  vll.^sscù  <-i-liH 
<lu  U-nips,  M,  LajiK^  propose  d'appoicr  accclérnlion  calo- 
rifique, ou  plus  simptemecu  augment,  la  limili;  du  rap- 
port (le  l'accroissenicjit  de  la  température  à  celui  du 
t(;mp»,  et,  par  suite,  le  paramètre  diJïérentiel  du  second 
ordre.  Il  propose  aussi  d'appeler  le  paramètre  premier 
û'''  Jaive  do  la  foncUon-do'poùit,  par(Mi(]uu,  lorsque 
P  est  le  potentiel  défini  par  le  paramètre  du  second  ordre, 
A,P  représente  la  résultautc  des  forces  D.P,  en  ce  sens 
^ue  l'on  a 

et  que  les  cosinus  des  angles  de  direction  de  ces  forces 
tictivfis  ont  pour  expressions  jfTTpïï'.P- 

Dans  le  cas  particulier  où  lus  faniîlli^s  de  surfaces  con- 
juguées sont  trois  faniillue  du  plajJ.s  jiarallèlus.  les  h,  ou 
les  paramètres  diflercnlicls  du  prcuiicr  ordrii  des  p  sont 
tous  ^aux  à  l'unité;  et  Véquaiîon  qui  duiine  le  paramétre 
devient,  comme  cela  devait  être,  ' 

Lorsqu'il  arrive  que  le  système  orthogonal  est  formé  de 
trois  familles  de  surfaces  pour  lesquelles  on  a  A'''  p  =  o. 
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le  paramètre  difFrirctitîel  du  second  àrdrû  de  la  fonctîon- 
de-point  devient 


ù'F  =  ïa;d;  F. 

[^ni'Kqu'une  des  trois  ramilles  de  surfact^s  orlhogonales  p 
se  compose  de  plans  pai-alUlcs  au  paramètre  p,  =  r, 

les  deux  amres  famillrs  de  siirfacc's  sont  <  vilndru]ut',s  : 
1rs  i'fiiicti(ins-dc-polnt  o,,  p,  donncnl  nu  sv-.iriin' 
l  ourlirs  oi'lhiigoiialcs  suv  le  plan  des  b.i-rs  di  i  e,=  i  v- 
liiidi  PS  ;  leurs  pnr.linèli'es  ilifférentii'l>  ilii  ])i  i  iiiii  i-  ordi  e. 
/i,,  sont  indépendants  de  prou  de  s  :  el  l  eiix  du  seeoiid 
ordre  sont  donnés  par  tes  équn  lions 

a;  "     /l;  /l',  ■'  /l, 

<'t  i.et  ii'laiions  conduise»!,  par  différenciation,  à  l'équa- 

Dp,  —j-p  -h  D»,  — —  =  o. 

i7l.  Pour  nous  faire  ime  idée  plus  parfaite  des  coor- 
données curvilignes  ou  siiiTaeesorlhiigonales,  eonsidérons 
un  Instant  leurs  lif^'nes  et  li-iirs  rayons  de  courbure.  Soient 
p,  une  quelconque  de  ees  suriares;  (''•y,  s)  les  cooiv- 
(lonnt-es  d'uu  de  ses  paiiiis  M:  {j',  y',  z')  celles  du  point 
M'  située  sur  la  uoimale  en  M  ci  <  oiLlre  d'une  des  cour- 
bures dont  le  rayon  est  R,,  ou  aura 

p,pi           nj.p,  _  D,p,  _  ^ 


Soit  Ml  un  point  infiniment  voisin       M,  situé  sur  la 


38a  sTilTiquB. 

ligne  lie  couiburc  correspondante  au  rayon  R,  ;  et  soient 
X-i-  i!,x,  y  +  lii  Y,  z-i-  il,z  ses  coordonuécs  ;  lus  quan- 
til*'s  x,  y',  i'.  H,  ne  devront  pas  (:liant,'fr  lorscjue  daus  les 
équations  i|ui  précèdent  on  suljslituei'a  les  coordonnées 
de  Ml  11  celles  de  M  ;  c'est-à-dire  qu'on  pourra  regarder 
x'jy',  ^,  R,  comme  des  coiisiaiiies  quand  on  ditTérentiera 
en  lit  CCS  rapports  égau\  nu  mieux  les  logarithmes  népé- 
riens de  ces  rapports,  ce  qui  donnera 

d,  [D.p,)       d,x   _  ditDj,p.)  d,y 

U.  p,  1"~   A,  R,'  . 

ou,  ciiqui  rcvii-nt  au  même, 

En  mullipUant  rcspectivemenl  ces  i^uations  par  les  facr 
leurs  binâmes 

et  les  ajoutant  on  ferait  disparaître  les  coelDcienls 

et  ~  ■  Rien  n'einpÉclie,  en  ouli'e,  lii:  poser 
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X  +  ii,x,Y  -(- (/,  j,  3 -H  (/;  a  l'tjiiil  les  cogiiJmiiiL't's  li  iiu 
second  puiiii  Mf  irès-roisiii  de  M,  ci  qui  servirait  en  quel- 
que sorte  d'inicrmédiaiie  entre  M  et  M,.  Ces  deinièref. 
équations,  additionnées  deux  fois  après  avoir  élé  multi- 
pliées la  première  fois  par  p, ,  a, ,  D,  ^, ,  la  seconde 
fois  par  ii,x,  d,y,  d,g,  donnent 

p,  rf,ar-4-  Drpi  rf,  j-  +  D,p, rf,:  =  o , 

La  première  de  ces  nouvelles  équations  montre  que  le 
point  M)  est  situé  sur  le  plan  tangent  à  la  surface  p  en  M; 
la  seconde  que  les  deux  directions  MMi,  MM,  sont  per- 
pendiculaires cnire  ulli's;  donc  si  ie  point  M,  est  siuié 
sur  une  des  deuTt  lîf;ni's  dr  cniirljin  Ir  |)i>iiii  \I,  se  Iroii- 
Vcra  sur  l'autre.  IVuii  .mue  cùu\  si  l'on  eilci  lue  l,i  iniil- 
liplication  indiquée  par  les  facteurs  binômes  et  l'addition 
cOHfécutîve,  on  trouvera,  «u  remplaçant  les  facteurs  bi- 
nôme» par  leurs  valeurs  simplifiées,  Id^x,  Xi/,^,  Xd^s, 

rf,  JT  <f.  [  D,  p,  )+./,?■  rf,  (Dj.  0.)  D:  p,  )  =  o , 

relation  qui  exprime  la  eondilioti  néc  ess.ùic  ot  siillisante 
pour  qne  ladiier  iion  ronespondanie  à  un  déplaeement 
tangenliel  </,  soil  lelle  d  une  de  loiiibtire,  le  dé- 

placement pirreilleinrni  i;nij;eniiel  •/,  s'opéranl  dans  une 
direction  perpeiiilieuhiiii-  >i  la  première.  Les  normales 
des  surfaces  p,  et  p,  sont  perpendiculaires  entre  elles  et 
tangentes  .i  la  surface  f:, ;  si  donc  d,  correspond  à  dpi, 
d,  correspondra  à  dp,,  et  l'on  aura 

d,  (     p, )  =  D^, { D. p)  rfpi ,     d,u=z  Dp, a  rfp,  =  -i. D,p,  dp,. 

Les  valeurs  de  dtX,  d,  {D,pi),d,Y,  d,  (D^jj,),  etc.,  tirées 
de  ces  relations  et  substituées  dans  l'éfiuatton  qui  précède, 
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Ci>i)duiBcnt  à  l'^uaiiou  Je  (condition 

/"-SD.i..lJ,,il)i,f.,'=^'-'- 

Or  nous  ^woii-.  >ii  ii"  t()7,  [k  ,574.  que  ia  somini;  S  PSl  ideu- 
liiHifLiiciu  iiiilli'i  iliiiii-  Irsiliiiciioiisf/;:,  et  rf/),soni  ceUes 
des  dm\  <  uui  l>.ii  e  d,..  la  surface  p,  en  M;  ^onr. 

fl  t'est  11'  iliéoiènii^  iruiioitant  connu  sous  le  nom  de 
M.  Dupin  :  'o"'  if.!''^""'  oitkogonal  les  surfaces  de 

/leiix        l'iniilh'  conjiiguèrs  tracent ,  sur  une  surface 
de  la  troisième  jamille.  toitii-s  ses  lignes  de  courbuiv.  ■ 
Dans  Tordre  <!c  di[!"éreiiM^LUon  que  nous  représentons 
par  d,,  eiqui  a  Uo"  suivant  lo  ciir.-i-lion  dp,  on  a 

.  .'.'.=::^"-  "-^^''-a^- 

la  snbstiluiio.,  ros  t™is  »  aloursd.au  les  Inns  é,iuail<...s 
irer  d;uis  l.i  Tor  muli'  uiiitiuc 

n^, ,  D,û,  I  -  ^  Dp,  A,  D,p,—  n, 
Or  récuialiiui 

Dp^  (l)„p;)=  ^  0,/'.  D..f.  -  ~ 

Ounnc 

"„(  o-f  ! = î;  "f.         î;      îi  °-  ■ 

Égalant  les  dfuï  valeurs  irouTeer  de  Dp,  (D.p,),  on  a 

II, 

telle  csl  doue  la  valeur  ci,-  la  eouibure  iliorciice.  Si  l'on 
désigne  par  /(,  le  rayon  de  courbure  de  la  surface  p,  qui 
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COOHDOHNÉES  CUHYILIGMES 

>!oiTes[Hiiid  à  la  seconiln  direciioii  tlpt, 
même  manière 


L'cqtiaiion 

a;        f*'  A,  A, 
que  l'on  peut  meure  sous  la  forme 

^-;D„»,  +  ^lD„*.  =  D,,/„-i^, 
détient,  quand  on  y  snbstîtue  ] 
leur»  valeurs  ^>  ' 

expression  remarquable  de  la  somme  des  deux  courbures 
de  la  surface  pi ,  oti  de  ce  que  Gauss  a  apimlc  sa  courbure 
spliérique. 

On  irouvera  dans  les  Leçons  de  M.  Lamé  et  dans  le 
tome  II  de  nos  Leçons  de  calcul  dîfféreniiel  et  iiilégrai 
divers  exemples  de  systèmes  de  anrfaces  onbogonales. 


VTKtiQVK, 


QUINZIÈME  LEÇON. 

Homgnli  d'inerile  d'un  lyrijine  de  poinli.  -  DèBiiiiian.  —  Ellipulila  ûrs 
mamenuil  inerlle.  — Aem  princlpam  etmomenli  principmii  d'înerlie, 
—  UornenU  dlnetUe  maiinu  et  mloiini.  — Maraenl*  d'inertie  eileuif* 
■Dcceuiiremeot  pir  rapport  à  diren  ai».  —Unownli  d'imrtla  d'un 
corp*  continu.  —  Cn*  où  le  corp*  eit  de  rtolulion.  —  Appllcitlani 


172.  Au  premier  lang  des  quantités  ili'jjciiiiaiiti-s  du 

laiil  dans  les  <|iicslions  statiques  de  l'élaMirili;  comiiii; 
dans  li's  questions  dynamiques  du  mouvement  d'un  corps 
solide  autour  d'un  axe  ou  d'un  poinl  fixes,  il  faut  placer  la 
quantité  qu'on  a  désignée  du  nom  de  moment  d'inertie^  et 
que  nous  allons  apprendre  à  calculer.  Soient  W,  M',. . . 
nneusemlile  de  points  matériels  dont  les  masses  soieutnl, 
m'.. coucevons  qu'après  avoir  multiplié  cLaque  masse 
m  par  le  carré  de  sa  dtatence  &  nn  «se  on  droite  quel- 
conque OA,  on  fasse  la  somme  S  md'  de  tous  ces  produits: 
celte  somme  est  précisément  le  moment  d'inertie  dn  aya- 
lème  de  points  matériels  donnés.  Ce  tnomentTarîe  qécea- 
sairement  avec  l'axe  par  rapport  auquel  il  est  déterminé, 
mais  il  varie  suivant  des  lois  générales  faciles  à  établiK 
Pour  plus  de  simplicité,  prenons  pour  origine  des 
coordonnées  le  point  O,  c'est-à-dire  un  des  poinis  de 
l'axe  fixe;  désignons  par  jr,  j,  z  les  eoordiiimécs  d'un 
point  quelconque  M,  par  la  distance  MP,  par  l'ie  rAjon 
vecteur  OM  mené  de  l'ori^ne  an  point  M  ;  par  \  (ly  v,  3 


.......  3S) 

les  angles  que  fait  l'axe  OA  avec  les  axes  Coordonnés  elle 
iT  r:  on  aura  évidemment 


d'=r'àn't  =  r'  (■  —  cùs'i)  =  ^'  -t-  j'  + 1' 

—  (,ccosi  +j-cost'  +  »«»«)', 
rf'  =  *»  {i  —  eofl)+j'{i  —  cos'  p  )  +  î-  (  I  —  CM- V  ) 

*  — aarf-cosïcosfi  —  2jîcos  )i  cos  V —  a^OHftcos*, 
rf'  =  a?  sto'l  +  j"  flin-ft  + 1'  sin>  v 

on  enfin,  en  vertu  des  équations  connues, 

cos'l  +  cos'fi  +  cos'n  =  I,    sm'ï  =  cai'p  +  cotfy, 
àn'  (»  =  oos»l.+  co»'« ,    tàu'i  =  cos'ï  +  cos* 

</•  =  tr'+  l')C0«'l-(-  {«•  +  «•)  COS»  (.+  [*'  4-  jr']  cos'ï  , 

—  ajç)'^''  tx»^  —  auïcflslcnsv  — coificosv. 
Cela  posé,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

D  —  Imyz,  E  =  ïmtT-,  F  =  'S.mxy, 

0=:lmx',  H  =  Emj',  I  =  ïmi% 


ï  mrf'  =:  K.  =  A  cos'l  +  B  cosV  +  C  cos'n 

—  aDcoittcos*  — aEcofliEMi  — .aFcoslcosfi, 
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K  =  G  sinn  +  H  Hn' ((  + 1  ïiu  ■  ï 

—  aDcosficoSï  —  aEcosl  cobv  —  aProilrosii. 

I.es  quantités  A,  6,  C  étant  ceqae  devient  K  quand  on  tait 
lotir  à  tour 

sont  preciscnicnt  l<:s  moments  d'inertie;  rdatifs  aux  trois 
axes  des  x,  dcAjr  et  des  z. 

473.  Concevons  maintenantqucpar  l'origine  ou  mèni! 
divers  axes  analogues  .à  OA,  et  que  sur  cliacuit  de  ces 
ases  on  porte  une  longueur  k  =  ~ii  Kcianilc  moment 

d'inertie  correspondant;  on  aura,  en  appelant  n,  Ç  les 
coordonnées  de  l'e^drémiié  de  l'une  quelconque  de  ces 
longueurs  k, 

*  =  ^Ç'+«i'  +  S'»    eoSl  =  |»  ■    C0S(i  =  ^,     cotv=:  y 

En  nilwtitiuint  ces  valeurs  de  cosï,  cosfi,  coiv  dans  la 
prenrièite  des  équatîons'qnidonn«it  le  moment  d'inertie  K, 
on  trouve 

AP+Bi'-V-CÇ'  — aDfc,  — aErS  — 2Fïi)=t.  - 

I.iis  coclTicicnts  A,  B,  C  élant  essciUicllcdienl  positifs,  de 
plus  le  moment  il  inertie  K,  cl  par  suite  le  rayon  vecteur 
A,  étant  toujours  une  quantité  finie,  la  surface  représeatéu 
par  la  dernière  équation  est  nécessaîreroent  un  ellipsoïde 
qui  a  pour  centre  l'origine  des  coordonnées,  et  l'on  arrive 
ainsi  au  ibéorème  suivant  : 

TntoifcH»  I".  --Considérons  un  système  de  points 
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iiialériels  M,  M',  M",.  .  .  ,  et  supposons  qu  après  avoiy 
mené  par  un  point  0  pris  à  volniilé  ilans  l'rspucc  une 
infinité  d'axcs  on  iléterniinc  les  moments  d'ine.rlic  ilii 
système  par  rapport  à  ces  mêmes  axes;  si  à  punir  ,lu 
point  O  on  porte  sur  chaque  rixe  unr.  longueur  numèri- 
quetneftt  iqwvalentc  à  l'unité  dii'isèe  par  ta  racine  carrée 
dit  moment  d'inertie  correspondant ,  les  extrémités  de 
ces  diferiot  longiiears  feront  partie  de  in  surface  d'un 
ellipsoUdo  dont  le  point  O  sera  le  centre. 
■  Si  tons  les  points  nutériels  du  système  étaient  siuiës 
snr^nn  mCme  axe,  Iti  moment  d'inertie  relatif  i  cet  'axe 
deviendrait  nul,  et  la  longnenr  correspondante  serait  in- 
finie, d*oà  II  résulte  que  Tellipsolde  se  transformerait  en 
une  surface  cylindriqjio, 

174.  La  direction  des  axes  caordonncs  étant  arbitraire, 
oii  pourra  toujoiirs  faire  coïncider  ces  axes  avec  ceux  de 
l'ellipaoïdc  dotu  nous  vciioti.^  de  parler,  L'équàtioD  de' 
l  el  ellipsoïde  ne  devra  plus  dés  lors  renfermer  lesdoubles 
produite  xj,  xz , /z,  de  sorte  ijuc  l'on  aura 

D  =  o,    E.=  o.    F  =  o, 

2»ij-3=o,     liiiix  =  0,     ïmjy  =  O. 

On  arrive  alors  à  cette  importante  conclusion  : 

TstoebiiB  U.  —  On  peut  toujoa^  Jfure  passer  par 
»n  point  donné. O  trois  axes  rectangulaires,  telteaunt 
choisis,  qu'en  les  prànànt  pour  axes  coordonnés  on  fasse 
épanouir  les  sommes  que  Van  obtient  en  multipliant  la 
masse  de  choqué  point  matériel  par  les  double^  produits 
des  coordonnées  de  ces  points.  Ces  trojs  axes  sont  ceux 
qu'on  a  nommés  les  nafos'princtpaujl  du  système  relatifs' 


au  point  O.Od  «ppèlle  moments  d'inertie  principaux 
ce.àx  qui  se  rapportent  à  ces  mêmes  ascs.  ^ 

Lonqoe  l'sliipioïde  est  de  révolution,  il  existe  aneinfi- 
mti  âa  aynèÉae^  d'axes  rectangulaires  propres  à  faipe  dis- 
paraîtra de  soB.ëquation  lès  doubles  produits,  et  [mpra, 
par  conaéqneDt,  &  fùre  éranooir  les  troû  tommes 

SflT/j,    Saiu,  imxx; 

eu  d'autres  lermes,  il  existe  une  infinité  de  systèmes  d'axes 
principaux.  Chacun  de  ces  systèmes  se  compose  ^  i"  do 
l'axe  (lu  rcvoluiîun;  3°  de  deux  autres  axes  passant  par 
le  centre  du  ri.'lljpsoïde  et  se  coopaot  à  angle  dnut^ans 
le  plau  de  son  équateur. 

Si  l'dlipsolde  se  réduit  à  une  sphère,  tout. système  de 
irois  axes  rectangulaires  passant  par  l'origine  fait  dispa- 
raître lea.  doubles  produits,  ei  forme  par  conséquent  un 
syst&ne  d'axes  principaux. 

17tt.  H  existe,  comme  nous  venons  de  le  prouver,  des 
relations  nécessaires  cuire  les  moments  d'inertie  pris  par 
rapport  à  divers  axes  passant  |iai-  le  jioiiit  O  et  les  rayons 
vetleurs  d'un  certain  ellipsnïdp.  I)l-s  iors  toute  propriété 
de  ces  rayons  vecteurs,  liiute  rclatiiin  nui  les  fera  dépen- 
dre l'un  de  l'ao(i"e  entraînera  uécessaiiement  une  pro- 
priété correspondante  des  moments  d'inertie,  et  établira 
entre  eux  des  relations  plus  ou  moins  importantes,  qaî 
dans  nui  grand  nombre  de  cas  permettront  de  les  déduire 
les  uns  des  autre». 

Anisï  :  I*  comme  en  vertu  de  l'équation 


la  valeur  du  momrait  d'inertie  A  augmente  tandis  que  le 
rayon  vecteur  k  diminue,  et  réciproquemenl,  Il  est  (dsir 


que  l'un  des  moiuenls  d'inerUe,  felui  iju:  cun-csjiondia 
ongratid  ans  die  l'ellipsiQÏde  sera  le  mojneBtd'iiieilie  mi- 
nimum; undia'-  qu'un  aulEe.  celui  qui  correapoudra 
an  pelit  aie  de  l'ellipsoïde,  sera  le  moment  d'inertie 
maximum. 

a"  Quand  l'ellipsoïde  esl  de  révolution,  les  rayons  vec- 
teurs qui  font  le  môme  aoglc  avec  l'axe  de  révolution  sont. 
égaux  ;  il  en  sera  donc  aussi  de  même  des  moments  d'iuer- 
lïe  par  rapport  à  des  axes  qui  formeront  des  angles  égaux 
avec  ce  même  axe  de  révolution. 

3"  Si  l'ellipsoïde  devient  une  sphdre,  tous  Jes  moments 
d'inertie  seront  ^aux. 

4°  Si  l'on  fait  coïncider  les  axes  coordonnés  avec  les- 
axes  priadpaux,  l'cquaiiQu  de  l'ellipsoïde  et  celles  qui 
donnent  la  valeur  d'un  moment  d'inertie  quelcMque 
deviennent 

K  =>cos']i  4- Bgos*ji4- CcoS'k, 
K  =  Gsin')i -MIsin'((-|- Iwi'v. 

En  désignant  par  K',  K',  K*?,  les  trois  moments  d'inertie 
principaux,  ou  les  moments  d'inerUe  relatilà  anx  axes 
actuels  des  x,  y,  z,  nous  aurons 

K  =  Ki   K'csB,    ^-  =  0,        ■  - 

et,  par  suite, 

K     K' coa'l  +  K*  cosY -{^  K' cos>v  ; 

ceiip  derni&re  formulé  donne  un  mojren  tTë*-&cile  de 
câlcnler  les  moments  d'inertie  relatif  &  an.  axe  quel- 
conque, quand  on  connaît  les  moments  d'inertie  princi- 
paux et  les  angles  qu6  forme  l'axe  dont  il  s'agit  avec-les. 
axes  principaux. 

.  .5°  Considérons  nnsyst^ede  trois  axes  rectangulaires 


39'  BTmqvE. 

qoelconques,  el  décîgnoi»  par  K„  Ki,  Ki  tes  momeais 
dHnerlic  relatifs  à  ces  trois  axes{  par^t,      v,, y^, 
ftii  V, ,  les  angles  que  ces  mteies  axes  tbnt  svqc  les 

K,  ^K'  cos').,  +  K."  cosV.  +  K."  co%'  v, , 
K,  =  K'  cos'l,  +  K"  cos'f.,  +  K"  eos'.„ 
=  Jt'  cos'l,  H-  K."  CM'  il,  +  K."  cos'  ». , 
K, + K, -h  K,  =:  K'+ K" + K", 

(le  sorte  que  la  somme  des  moments  d'iTierlîc  rclaiffs  k 
ces  trois  axes  rectangulaires  est  constante  et  c-gnlc  à  I.-i 
somnie  des  moments  d'inerUc  principaux. 

176.  On  détermine  les  axes  et  les  momenis  principaux 
d'inertie  en  déterminant  en  grandeur  et  en  direction  les 
axes  principaux  de  rellipsnViIe.  Eu  clFct,  le  njaa  mené 
dn  centre  de  l'ellipsoïde  au  point  l,  17,  situé  snr  la 
sntiâce  sera  un  «xe  principal  s'il  devient  perpendiculaire 
au  plan  langeât,  c'estià-dire  s'U  vient  à  coïncider  avec  h 
normale.  Or  l'équadon  de  l'ellipuOde  étant 

«  =  Aï'  +  Bb'-(-CÇî— aDrf-^aEïî— aF&,-i"=o, 

le  nyon  vecteur  et  la  normale  font  avec  -les  axes  des 
angles  dont  les  cosinus  sont  respectivement  propordon- 
nels  aux  quantités 

,î.  ±=,(At-r,-E«, 

>.  ^=i(-Fî+B.,-Dt), 

ï.  Ji-Ks-o.  +  cy 


DigH^ed  by  CoOgle 


rayon  vccU'ur  coïncidu  nvec  la 
1  axe  prnici|ial,  il  faudi-a  que  l'un 


maïs     r,,^  tont  aussi  proportionnels  à  oosl,  cos{/,  cosv. 


Acos'l+Bcos'ji+Ccw'»— aPcnaftcoiv— coslcoan— aFcoslc(Wfi_ 

K  éianl  le  moineut  d'ineriic  correspondant  au  rayon  sec- 
teur devenu  axe  prinfipal,  et,  par  conséqueiil,  un  des  nio- 
menis principaux.  Oii  lire  des «[uaiions qui  précèdent: 
(K  — AJcos).  +  Fcosfi+Ecosï^o, 
■  Fcosi  +  (K  — B)oosfi  +  Dcos^=o, 
ECOSI+  Dcosfi-)-  (E.—  C)cosv  =  o. 
L'^îminHlion  de  X,  {t,    eslretes  iroiséquaitonsconduit 
k  l'équation' da  troisième,  degré  - 

(K-A)(K— B)[K-C)  — D-IK— A)  — E=(K— B) 
—  P  {K  -  C)  +  a  DEP  =  o  ,■ 
qui  aura  trois  racines  réelles  et  finies;  ces  racines  «eront 
précisément  les  valeurs  des  moments  d'înertio  principaux. 
A  ces  moments  correspondront  Iroia  tyatâœes  do  valeurs 
des  angles  X,  fi,  v  déterminées  par  les  éqnadons  qui  pré- 
cédent, d'où  l'on  lire 

.      <casl  cosu  cosi 


(K.— B)(lt  — C)— D"  (K— CKK  — A)  — ^"(K,— A)(K— BJ  — F" 
\/t(E-B)(K-€)-D'|'+Hit~<;)(K-A)-E'l'4[(E-A}(l(.-B)-ri' 
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ces  trois  systèmes  de  valeora  détenninent  U  direcùon  des 
irais  axes  principaux. 

177.  L'équaiion  du  [roisième  degré  A  laquelle  nous 
sommes  parvenus  se  présente  dans  un  grand  nonibre  de 
qaesiioDs  importantes.  M.  Binet  a  démontré  le  premier 
que  ses  racines  représentùent  les  moments  d'inertie  prin- 
cipaux ;  on  peut  lui  donner  une  autre  Ibrme  qui  faste  aper- 
cevoir immédiatement  la  réalité  de  ces  racines. 

L'équation 

(K  —  A)cosi  +  Fcosfi-l-Eco9v  =o 

donne 

F  cos(x  +  Ecosv  =  (A  —  K}cosl, 
oii,ca  divisant  parEFetajoutamaux  deux  membres  ^^^t 

.        E  EF      D  "-j 

On  trouverait  de  même 

f0  +  ¥-Kl.  . 


eosfi  cas* 


et  en  posant 

EF  '  DI'"  DE 

l'on  aura  par  conséquent 


DEF   ~    DBF  PEF  ~    DEF         PEF  DEE 

B^t-KJ    E^itf-K)    P[If~K)    DJ(t-K} '*"£'(«- K)  '  r(»-E) 
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En  égalant  le  premiur  ei  le  dernier  membre  de  celle  éqiia- 

IIF.F  REF  URF  _ 

D'(Z.— K)      ¥?{M—K)      l''{N  —  K.)~''. 

D'  E-  P  1  _. 

ÎT^'^K— -W"*"  K.  — .V''"  DEF 
On  voit  facilement  sous  cctii-  forme  irè9-5'im|ilo  que 
r^quationdu  troisième  degré,  ea  supposant  les  ijuanlitcs 
L,  M,  N  rangées  par  ordre  de  grandeur,  a  trois  racines 
réelles,  comprises  entre  les  quaUtità  — oo,  L,.M,  Pf\ 
ou  les  (juaiitiics  L,  M,  N,  -i-fo  ,.  auivant  que  le  produit 
DEF  est  positif  ou  négatif, 
-  Ptnir  qna l'ellipsoïde  dei  momenu  d'inerUe 
Ap-vBn'  +  Ct»— aDrf:— aEK— 2FÏ>i=  i 
soit  de  révolution,  il  faut  que  l'équation 

d"'  Ë"  F  I  _ 

ait  deux  racines  égales.  Or  cfaacune  de  ces  deux  racines 
^ales  devra  annuler' à  la  fois  et  le  premier  membre  de 
l'ëquation  j^miiive  et  «m  polynAtaedtfrivé 

P'      ,      g       .      g'  _„ 
(K—  £)•     {E. — iH)'     (K^  iïj'  "~  ' 

après  lonleTiHS  qu'en  ebaasant  les  dénominateurs  on  les 
aura  ëtn'its  sons  formes  finies 
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Cl  '  ■ 

-H^(It-i)'(K-J1/)'  =  o-.     ■  ■ 

Or  celte  condition  ne  sera  remplie  qu'autant  quel'où  aura 
L  =  M  =  N. 

En  eiTet,  la  valeur  V>.  =  L  =  M  vérifie  ep  apparence  les 
deux  équations;  mais  si  avant  de  faire  K  =  £  =  Jlf,et 
ai,  pour  faire  disparaître  les  facietirs  comoiuns,  on  divise 
]a  première  par  K  —  Z  =  K  —  M,  la  seconde  par 
(k~i)»  =  (K  — iW)»,  elles  deviennent 

(■l  l'on  ne  pourra  vérifier  ces  dernières  qu'autant  que 
l'on  fera  aussi  }k  =  IV,  el  <\ap.  l'on  .nura .  jiar  touscqueiil , 

/,  =  .1/=  .V. 

Donc  pour  que  l'équalion  des  momcnis  d'inertie  princi- 
paux ait  deux  racines  égales,  il  nesuilllpas,  commnou  l'a 
souvent  affirmé,  que  l'une  des  conditions 
L  =  M,    M=  ,V,    N  =  L, 
soit  vérifiée;  il  faut  encore  que  l'on  ail 

l'our  que  les  trois  racines  fussent  égales  OU  que  l'eltip-r 
soïde  fût  une  sphère,  il  faudratl,  en  oulrc  de 
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(jut  l'on  eût 

DEf(i;  +  |  +  i)=o, 

et,  par  conséquent, 

D=:u,     F.  =  »,    F  =  o. 

178.  Supposons  niainlcnant  iju'oii  veuille  détenuiiirr 
le  moment  d'inertie  du  système  lies  points  matériels 
M,  M', . . .  par  rapport  à  uu  axe  qui  forme  toujours  aver 
ccuxdcs  X,y,  z,  les  angles  X,  fi,  v,  mais  qui  ]iasse  par 
un  point  O-distUiCt  de  l'origine.  Soit  toujours  K.  le  mo- 
niflut  dluenie  rdatïf  à  l'axe  parallèle  passant  par  IWi- 
gine,  K'  ce  même  moment  relatif  à  Taxe  passant  par  le 
point  CK;  a,  c,  les  coordonnées  de  ce  point;  dt  eid'  les 
dîsMnces  de  l'origine  O  et  du  poinl  M  au  nouvel  axe; 
fi  la  gomme  £m  des  'masses  m,  m\ . .  .;  et'cnfio  Xi ,  , 
X,,  les  coordonné  da  peotre  de  grafiid-du  système  des. 
points  M,  M'. . .  ;  on  aura 

iC'—  imd'. 

Depluafpourdâduireladistanced'de  U diauncecl détn-- 
minée  par  l'^cjaatïon  - 

il  suffira  évidemment  de  trausporicr  l'origine  au  poinl  O' 
dont  les  coordonnées  sont  a,  b,  c,  eu  cliaugcaiit  x,  y,  z 
en  X  —  ti,  y  —  i,  z  —  c,  on  aura  donc 

—  [(jcosl  +y  coï(i  +  :  cosv)  —  (acosH-  b  cosf.+  ccosv)]'. 
En  faisant  dans  celte  dernière  équation 

ou  aura  la  distance  d,  de  l'origine  au  nouvel  axe,  distance 
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ilétci'Riiiiéc  par  l'équation 

,  on  tronvera  par 

d"  =:■  rf.'.  4- <^  —  a  (a»  +  6r  +  «  ) 
+ 3  (*  CM  V  4^  A  CM  [i  +  c  c«ii  )  (  «  cojl  +  j- co«  p  +  f  CM  *  )*; 

{lli^i^,*j«ns  ^rd  «ui  équations  .  ^ 

ïmrf"  =  K'  =  K  +  firfi — +  ^ 

+  2(l(l7  COsl  +  frcOS(l-(-CCOSl)  (j,  CO«  1 -1- j",  ÇMfl'4-i|  <!OS«)l 

Si,  l'on  fait  cfiïncWer  l'oiiglDe  syfip  leçenii^ijiejgrsi^i^f^ 

•ïl?l°^,-ltef^  IîfiW?«;.*Q'r  •^■^«.K^sftt 

et  Jéqtùitîf^fpi.pmAdeâqiuMn. .-    ,-  ,  ■■  ..".,;„^ 

ceuc  ileniière  Toi  iiiuIl'  com])rf;iid  le  théorème  suivant  : 

ThéOuème  III.  —  Pour  ohicnir  Ip  moment  d'inertie 
d'un  système  de  points  matériels  par  rapport  à  un  axe 
quelconque,  il  sujfit  d'ajouter  au  moment  d'inertie  rela- 
lif  à  un  axe  parallèle  passant  par  le  centre  de  gravite 
la  somme  des  masses  des  différents  points  multipliée  par 
le  carré  de  la  distance  entre  les  deux  axes. 

Il  en  résulte  que  le  moini'ut  d'inertie  relatif  à  ua  axe 
quelconque  est  toujours  plus  grand  que  le  momcat  relatif 
à  un  ase  parallèle  mené  par  le  centre  de  gravité;  et,  par 
conaéquenl,-quc  le  plus  petit  dt:g  moiiieirts  d'Inertie  re- 
latifs à  des  ascs  passant  par  le  centre  de  gravhé  est  mi- 
nimum  minitnorum,  ou  le  plus  pmît  poiuble  de  tous  les 
moments  d'inertie  du  système. 
179.  Les  théorèmes  ci-dessus  démontrés  s'étendent  au 
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cas  même  où  le  nombre  des  points  malci-ids  M,  M', .  . . 
devient  ÏDrmi,  et  où  le  sy.slème  de  ces  points  se  transforme 
en  un  corps  solide 

Lttrsque  le  corps  est  homogène,  et  qu'un  plan  mené 
par  l'oiigine  on  par  le  point  commun  à  tous  les  axcs  que 
noua  avons  considérés  dans  le  premier  théorème,  divise 
le  corps  en  deux  parties  symétriques,  ce  plan  renferme 
^idemmeni  deux  axes  de  l'ellipsoïde  des  moments 
d'inertie,  et  par  oon.séquent  deux .  des .  axes  principaux 
relatifs  an  point  commun  à,  lons'les  axes.  De  cette  remar- 
que on  Ure  îmmédiatcmciA  la  proposition  aaivante  : 
,  ThAokèu H  IV.  —  Lorsque  par  le ,  centre  de  graviié 
d'an  corps  solide  homogène  on  peut  mener  irois  plans 
dont  chacun  divise  le  corps  en  deux  partiei  symétriques-, 
les  droites  d'ihserteetion  de  ces  mêmes  plans  sont  préci- 
sément les  axes  principaux  relatifs  au  centre  de  gravité. 

Ainsi,  par  exemple,  dans  nn  parallélipipèdc  rectangle 
et  dans  tin  ellipsoïde  homogènes  les  axes  pnacipauK  re- 
latifs au  centre  coïncident  avec  les  droites  menées  par  le 
centre  parallèlement  aux^rëies  du  parallélipipède  ou  aux 
axes  de  l'ellipsoïde. 

180.  On  peut  résoudre  d'une  autre  manière,  et  pins 
anal^liquemetit,  le  problème  relatif  à  la  déierminiltion  des 
positions  des  trois  axes  d'inertie  principaux  et  reotangd'. 
laires.  En  elTet,  scùentx,^,  s,  les  coordonnées  relatives' 
mtx  axes  actuels,  x,  y,  2  les  coordonnées  relatives  an 
système  cherché  de  trois  axes  piincipanx  rectangolaïres, 
l'origine  restant  la  même,  et  posons,  comme  nous  l'avons 
déjà  fait,.  ' 

ïm*»  =:  O,  Imy'  =;  H ,  S  nw'  =  I, 
ïmjrs=D,    tmxt=E,  £jMzr=F. 

(Dans  toot  ce  qui  «a  suivre,  -si,  au  lieu  d'un  système  de 
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poinu  itiitùïels  on  cooNdérait  qd  coips  solide,  les 
sommes 

ïmaf,  ïmy,  Im»', 
imxj',    Imxt ,  imtx, 

seraient  remplacées  par  les  intégrales  défînies 
/^-rff.,    /j-'rff,  /l'rf^. 
/■V'f,  /vV-) 
Appelons  {a,  6,7),  (a',  ê'.  7'),  (a",  S",  y")  lei  angles 
que  les  trois  axes  principaux  des  x,  des  y,  des  z  font  avec 
les  axes  des  x,  y,  r,  et  posons  encore 

£fnx'  =  X,    :my'  =  T,    Zmi'  =  Z. 

Puisque  par  hypdtbèse  les  trois  axes  des  x,  y,  z  sont  des 
axes  principaux.,  on  aura 

Comme  on  a,  d'ailleurs, 

x=fCOS2-f-j'G0se-l'icosr,  ir  =  xcosn  4-y  cosa'  +  zcoaoi", 
et,  parce  que 

eom'Smx'  +  coiSliiirf  +  copyïmjri  =  <roSz~'nx', 
OU  . 

(G  — X)cos«+  Fco»S  +  EcoS7=o; 

on  trouvera  de  mèm« 

F  cmb  H-  (H  —  X)  cosS  +  D  cos-/  —  o, 
E  cosa  +-  D  cos e  +  (I  -  X )  cos  7  =  O. 

Si  rnireces  équations  on  élimine  cosa,  coafi,  cosy,  on 
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(G— X)(H  — X)(I~X)  — D'(G  — X)— E'(B-X) 
-F'il  — X)4-aDEF  =  o. 
Si  dans  li's  dévcloppcmcnls  rjui  précèdent  oii  avait  inlro- 

toiit  Â  fait  icmblablps.  J;ms  Insqiiell.'s  Y  et  Z  preiltli  aient 
laplac^d^X.  Les  truis  i^iandcurs  X,  Y,  Z,  sontdono  les 
trois  rai'incs  de  celle  éi]iiatioD  du  troisième  degré  résolue 
par  rapport  à  X.  Pour  prouver  que  ces  troia  racinei  (tont 
réelles,  posons,  pour  abréger, 

Gcosa Fcoi8  +  EcoS7  =  (i, 
Fcosa-H  RcoïS -f-Dcas7  =  &, 

E  cosa  +  D  cose  +  I  eosy  =r. 

Représentons  toujours  par  X,  Y,  Z  les  trois  racines  de 
l'éijiiation  du  troisième  degré,  eipar  <i,  l>,  c,  a',  V,  c', 
a",  é",  t"  les  valeurs  de  a,  b,  c  respectivement  correspon- 
dantes à  X,  Y,  Z;  on  aura,  en  vertu  de  ce  (jui  précède, 

■t=Xcostt,  .n'  =  Tcosa',  a''  =  Zcosi", 
*  =  XcosS,  A'=T«»e',  b'  =  ZiMit', 
f  =Xcost,       ~fcm^',       =  Zcos7". 

Si  l'nne'âes  trois  racines  de  l'équation,  X  par  exemple, 
élait  ima^naire,  comme  tous  ses  coefficients  sont  réels, 
nue  tiutre  des  racines,  Y  par  exemple,  serait  conjuguée 
delà-première;  élcosn,  coseï',  cosë,  cos6',  cos^,  cos/ se- 
raient aussi  des  couples,  de  racines  imaginaires  conja- 
guéesi  on  pourrait  donc  poser 

COSK  =  X  +[(  '^—i,    cosb'=1i  —  flY— I, 

-  cose  =  V  +  fi'  <J —  I ,  cosfl'  5=  l'  —  ^ — j, 
cos7=  1"+  ft"V —  t,    cos7'=  1" —  ft"^ —  1. 
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Mais  on  tire  des  (îquaiions  qui  dëfiaitueat  lea  quantités 

a,  b,  c,  a',b',c', 

a  ro>a'  +  flcQ»ff  -4-rcoiy  _a'co«B-t-  S'coie-t-e'cogy 
X  ~"  Y  ■ 

=  COIKCCMO'  +  COS6  CCm6'  +  COSy  DOS'/'. 

'  Les  dénominateurs  des  deux  fractions  sont  seuls  in^aus, 
leurs  numérateurs  sont  égaux  entre  eux  et  à 

G  cosa  cosï'  +  H  cosScosS'  +  I C0S7  cosy' 
H-D(cosgcosy +  r(>sC'  rosyl^-  t:(cos«C0S7'+  cosi'fosy) 

il  faut  donc,  pour  tjuc  l'i'yaliit  subsiste,  que  les  numé- 
rateurs soient  nuls,  rl  rjuc  l'on  ail  aussi,  par  consé- 
quent , 

COSŒ  COSa'-(-  COSS  C0ï6'  +  CO57  COS7'  =  Q; 

-(- (t"  +  i"  ■+■  (t" -4- 1"»  4- fi"  =  o , 

ce  qui  est  absolument  impossible.  Les  trois  radnea  de 
l'équation  du  troisième  degré  en  X  sont  donc  réelles,  et 
par  conséquent  on  pourra  toujours  trouver  des  valeurs 
réelles  poui;  les  angles  qui  détcrminenl  lea  directions  dM 
'  atej  principaux.  Des  trms  équations  qui  donnent  les  co- 
sinus de  ces  angles,  en  supposant  que  les  valeurs  de  X, 
'Y,  Z  satisfassent  i  l'equatiou  du  troisième  d^ré,  on 

•cos«tEF  — D(Cr—  X))=  cosBLDF— E(H— XJl  . 
;  =cos7[DE— F(I  — X)J, 

d'oâ  j 'puisque 

cos'a  -I-  cos'6  +  toiff  =  1, 
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et  en  faisant,  pour  abréger 


"[EF  — D(G  — X)1'^[I>F— E<H— X)l> 


-[EF  — D(G— Y)1»"^[DF— E(H-Ï)j'  ■ 
"^IDE  — F(I— Y)]-'  . 


-D(G-— Z)]'      [DF-  E{[i  — Z)]* 
■^[DE-F(I-Y)]'' 

^'  ~  f^r  ST5  5" 


™"  ~EF-D(G-Z) 

.  ^' 
=DE-F(l-i]' 

En  outra,  les  momentftA,  B,  C  d'inertis  relatifs  mot  wàs 
n&  prinàpasx  aînai  déterminés  aeront  donnés  par  les 
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.-«luaLiûiis 

\  =  în)(y'-l-K')=Y+Z,    B=  2ni(x'-t-i')=X  +  2, 
C=ï*™{K'-t-ï'j  =  X  +  y. 

181 .  S'il  s'agît  d'un  corps  solide ,  et  que  dans  ce  rorps 
il  existe  un  point  qui  jouisse  de  cette  propriété  qae  les 
moments  d'inertie  rclaiifs  aux  axes  principaux  ipassanl 
par  II'  puitit  soient  %auXj  on  déierminefa  sans  peine, 
(le  la  manière  suivante,  les  uooidonnéeB  dece  point.  Pre- 
nons pour  origine  des  coordonnées  y,  s  le  centre  ite 
^'ravilé,  en  sorie  que  t  on  ait 

et  en  outre, .pour  axes,  les  trois  axes  prhicipauv  rclaiilï 
au  centre  de  gravité,  afin  que  l'on  aitaussi 

/r»/p=o,    /™/fi=o,  /.rrrf|i=o. 

Concevons  mainlcuanl  (ju'on  mène  par  le  point  elierché 
ddnt'Ies  coordonnées  soient  ^ ,  n ,  ^,  trois  nouveaux  axes 
des  coordonnées  X ,  y,  7.  parallèles  aux  preuiières,  011 


et  pour  (]tie  le^  iKiuveaiix  axes  des  x ,  y,  k  soient  dés  axes 

prini'ipau\,  il  faudra  ijuc  l'on  ait 

/xy,/^  =/(-  -  i  j  IJ  -  «)      =  È,/,/^  = 
/xirff.  =/(.r  -I)  (  î  _  ï)  rfp  =  «/./f«  =  o,  - 

/yirfp  =j(r  -  «H  =  -  ï)  rff  =  »C/rf;'= o, 
et,  par  conséquent, 

c'est-à-dire  (jiie  le  point  clierché  doit  toujours  èlre  situé 
■tu* .un  des  axes  principaux  passant  par  le  centre  de  gra- 
vité. Si  l'on  appêlii;  A',  B',  C  les  momeni),  d'inertie  priii- 
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cipaux  rcUU&aux  axes  dcsx,  y,  E,  OD  aura  (il"  178) 

Si  l'on  doit  avoir,  comme  nous  le  supposons,  A'=B'=C, 
on  devra  avoir  aussi 

A  —  pS'  =  B  —  /in'  =  C  —  fi('. 

Si,  par  conséquent,  on  aVait  Ç  Oi  iTso,  ou  aî  le  point 
cliei'clié  était  sitné  snr  l'axe  principal  dei  x,  il  faudrait 

'  ■     A  =  B  .  et  Ç>A,. 

et  comme  alors  on  aurait 

■  -.=*v^.  . 

il  existerait  sur  l'axe  des  s  deux  points  jouissstit- de  la 
propriété  éooncée.  Si  le  poiiil  ^ ,  n ,  ^'  avait  été  sur  l'axn 
des^,  on  aurait  dû  avoir- 

A  =  C,  B>A. 
Si  enfin  il  avait  été  sur  l'axe  des  x,  les  deux  conditions 
B  =  C,  A>B 

auraient  di'i  ôArc  remplies.  Donc  pour  qu'il  rxisic  d.iriç 
un  corps  un  point  dout  Je  celte  propriélé  que  tous  le» 
momcnls  d'inertie  relatifs  à  des  axes  principaux  passant 
par  ce  point  soient  égaux,  deux  des-  moments  d'inertie 
relatif  aux  axes  principaux  passaifl  par  le  centre  de  gra- 
vité doivetit  être  égaux,  et  le  moment  relatif  an  troisième 
axe  principal  doit  être  plus  grand  que  lesdcuv  momenis 
éganx.  n  existe  alors  sur  le  tioislcme  a^r.  a  cg.ili  s  dis- 
tances du  centre  de  gravité,  deuic  points  qui  po.ssèdcnt  la 
propriété  chercbéc.  Si  les  trois  moments  relatifs  aux  ascx 
principaux  passant  par  le  ccntie  de  gravité  sont  égaux , 
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il  n'esiste  dans  le  corps  aucun  autre  poitiC  pour  lequel 
cette  même  égalité  ail  lieu. 

183.  Chaque  axe  principal  passant  par  le  centre  de 
,  gravité  est  «ussi  un  axe  principal  rclalivcment  à  chacun 
de  ses  antres  points.  En  circt.  soient  x,  y,  *  les  coordon- 
nées relatives  aux  trois  ases  principaux  passant  par  le 
centre  de  gravité,  et  0'  un  point  situé  sur  l'axe  des  x,  à 
la  distance  a  du  centre  de  gravité  ;  menons  par  ce  point 
Cydeux  nouveaux  axes  àc^y  et  des  z ,  et  appelons  x,  y,  i 
les  coordonnées  relatives  à  la  nouvelle  origine;  on  aura 

et,  par  suite, 

MMtJxjrdjx  =  a,  Jxtd^=o,  parce qae l'axe de« X est 
UB  axe  prinrapal,  et  . 

/j-rfp  ^  O  ,     /*dfL  —  o, 

parce  que  l'origine  est  le  centre  de  gravité  dn  corps;  donc 

/.J<'."=»,     /X!.J,  =  0. 

c'est-à-dire  que  l'aie  des  X  est  encore  un  axe  principal  re- 
lativement au  point  CV.  Cette  démonstration  prouve  en 
^ëme  temps  qu'un  axe  qui  ne  passe  pas  par  le  centre  de 
gravité  n'est  aie  principal  que  relativentent  i  no  de  ms 

183,  Si  l'on  appelle  p  la  densité  au  point  x,  y,  s,  oa 
.lura  djj.  —  (i<ljctlyi1:.^  et,  par  conséquent,  les  moments 
d'inertie  relatifs  aux  axes  coordonnés,  moments  que  nous 
désigiieross  par  A,  B,  C ,  seront  donnés  par  les  équaiiâns 

Si  le  çorpB  esi  homogèm!,  on  s'il  a  pariouL  la  même  den- 
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sîlé,  etque,  pouTobr^r,  onpoH!  ' 
J'ffx'dxdrjL=G,  f/ff'd»drdt=:B,  ff/x'dxdrdt^i, 
on» 

.À.'±=p(H-hI),    B  =  p(G-f-J),  C=p(G-t-B). 
Les  limites  âet  intégrale!  doïvent  lutiirdleineDt  évte. 
prises.de  manière  à  embrasser  le  corps  entier. 

184.  Faisons  quelques  applications  de  ces  formules  : 
1°  STippotona  que  le  corps  est  un  prisme  ou  un  cylindre 
drmtde  section  quelconque;  prenons  le  centre  de  gravité 
pour  origine  des  coordonnées,  et  pour  axe  des  x  l'axe, 
longitudinal  du  cylindre  dont  la  longnear  est  ^le  k  aa\ 
après  les  intégrations  relatives  à  x  faites  d^nis  x= — a 
jiucpi'B  a:  =  +  o,  on  aura 

L'axe  des  x  sera  tonjonrs  un  axe  principal,  parce  que,  en  ' 
vertu  de  l'équation  j"     x^.r  =^  o,  k-s  deux'inlégrales  , 


•  scmt  idenlîqaement  nulles. 

Admettons  maintenant  qne  le  priame  est  è  baae  carrée, 
ou  que  la  section  normale  è  l'axe  éa.  prisme  est  on  carré 
dont  a  &  et  a  c  soient'  les  côtés  parallèles  anx  axes  des  j  ' 
et  des  z,  les  limites  de_^  seront  —  b^+b,  celles  de  «. 
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et,  par  conséquent, 

Le  volume  du  prisme  est  Safic,  sa  masse  Spabc;  en  l'ap- 
pelant f,  on  aura  définitivement 

Les  axes  di  s  j  L  t  des  s  sont,  comme  l'axe  des  j;,  des  axes 
principaux,  parce  que 


Sr  les  trcHS  dimensions  a.  £,  c  sont  rangées  par  ordre  de 
grandenr,  de  telle  sorte  que  a>,&  ^  c,  on  anra  aasri 
A>B>Ci 

on  aura    A  =  B, 
-    a  =  b  =  c,    on  aura    A  =  B  =  C. 
.  Si  la  Bectîon  du  cylindre  est  une  ellipse  dont  les  demi- 
axes  parallèles  ànx  axes  des  y  et  des  z  soient  &  et  c,  on 
aura 
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en  posant 

Mais  ^ 

on  aura  de  même 
■  par  conséquent, 

G=  ^  (l'Èm,      ff  =  -  at'crr,      7  =  i  abc'K. 

Le  volume  dti  prisme  est  aicalic,  sa  masso  p  =  ntcpabc, 
et  l'on  a  définitivement 

•=5  ''=(r'*5"')'-' 

les  axes  des  X,  j,  s  sont  encoi'c  ici  des  axes  priiiciiiaux. 

a"  Considérons  un  ellipsoïde  dont  les  trois  demi-axes 
parallèles  ans  trois  axes  des  coiirdonnécs  y,  s  sont 
a,  t,  c,  ou  dont  l'équatiou-  est 
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En  posant 


de  même. 

Le  volume  de  l'ellipsoïde  est  ' 
aa  masse 

el  Ton  a  d^SnitiTemeot 

Los  trois  axes  sont  encore  des  axes  principaux;  et  si  l'on 
a  «>i>c,  onaiira  C>H>A.  Si  a  =  6^c,  ou  si  l'el- 
lipsoïde  est  une  splièri',  on  a  A  =  15  =  C,  les  trois  mo- 
incnis  d'inertie  pi  ini'ij>aiix  sont  égaux,  et  le  moment  d'iner- 
tie de  la  sphère  relativementà  un  axe  quelconque  passant 

parle  centre  est^ftaS  a.  étant  le  nyon  delà  sphère. 
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ISS.  Quand  cm  ae  propose  d'éraloer  le  ounnent  d'i- 
nertie d'un  vorps  solide  homogène,  le  moyen  le  plu» 
■impie  est  d'employer  la  formule  (n"* 

K,  =  G  sîn'l  +  H  iin'fi  +  I  sin'ï, 

cl  de  déterminer  les  constantes  G,  H,  I  à  l'aide  de  la  di- 
vision du  corps  solide  en  tranches  inCniment  minces 
comprises  entre  des  plans  parallèles  dnx  plans  coordon- 
ués.  Ainsi,  en  particulier,  pour  déterminer  la  consUate 

G  =  lmxr, 

ou  (n°  172)  )e  moment  d'inertie  du  corps  relatif  au  plan 
desyz,  on  cherchera  d'abord  le  momi;n[  d'iiici  iie  d'une 
tranche  très-mince  du  même  corps,  renfermée  enirc  deux 
plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  X  cl  correspondants 
aux  douï  abscisses  x,x  +  A j:.  Soi  t  U l'aire  de  la  sceiion 
faite  par  le  prnmier  de  ces  deux  plans  dans  le  corps  so- 
lide et  j9  la  densité  du  corps.  La  masse  de  la  tranche 
dont  il  s'a^t  et  son  moment  d'înèrtie  par  rapport  au  plan 
des  jrs  seront  exprimés  par  deux  produits  de  U  forme 

[■-f-.)pUû;r,.    (,-(-. )pl)*-û;c, 

e  désignant  une  quantité  qui  s'évanouira  avec  et  qui 
pourra  changer  de  valeur  quand  on  passera  du  premier 
produit  an  second.  Cela  posé,  si  l'on  divise  le  corps  en 
un  très-grand  nombre  de  tranches  semblables  à  celles 
que  noua  Tenons  de  considérer,  on  trouvera  pour  la 
somme'  des  moments  d'inertie  dé  tonies  ces  tranches 

G=i(H-<)plI«'4«, 

Ib  signe  £  se  rapportant  aux  '  différentes  valeurs  de  x 
et  de  &x;  puis,  en  faisant  convei^er       vers  zéro,  ou 
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passant  au limites,  od  obliendra  l'équaliuii 


Xt  Cl  T,  repr(!5cntaiil  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des 
valeurs  de  Tabseisse  x. 

Cette  formule  est  relative  aucasgénéral  où  la  densité  p 
est  variable  avec  l'abscisse  or;  et  quand  le  corps  est  bomo- 
gêne,  elle  se  réduit  à 

on  trouvera  de  la  mèioe  manière 

on  aura  donc  déGnitîvcmctit ,  dans  le  cas  général, 


(<) 


pourra  que  l'on  désigue  par  jr^  eljr^  U  plus  petîlo  et  la 
plus  grande  des  valeurs  de^  relatives  aux  divers  points 
du  solide;  par  zg  et  s,  la  plus  petite  et  la  plus  grande  dci 
valeurs  de  s;  enfin  par  V  et  W  les  aires  de  deux  scellons 
faites  dans  le  corps  par  des  platiï  perpendiculaires  aux 
axes  des  ei  des  z,  correspondants  le  premier  à  l'ordon- 
née j",  le  secoud  i  l'ordonnée  *. 

186.  Pour  montrer  une  application  de  ces  formules, 
<:oiicevons  que  le  corps  solide  soîl  un  psrallélipipèdc 
rectangle  et  homogène, -dont  le  centre  coïncide  avec  l'o- 
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ri^ae  el  dont  les  arêtes  soient  parallèles  aux  ascs  des  x, 
y,  z.  Si  l'on  désigne  par  a,  l>,  c  (xs  trois  arèies  el  par  ft 
la  masse  du  pafallélipipède,  on  aura  évidemment 

U  =  fte,    i,—  —  -  a,    -E,  ^  +  -  a,    [i  =  paAc, 

On  trouvera  de  même 

et,  par  smte,  l'on  aura 

,.  ■  o'sin'l  +  é'jin'fi-t-c'sin'» 
K=p  ■  ^  

Tt-lscra  le  moment  d'inertie  du  paralIéJipipéde  relative- 
ment à  un  axe  mend  par  le  centre  de  6gurc  de  manière  à 
former  les  angles  X,  (t,  v  avec  les  directions  des  irois 

Si  le  paraJlélipipède  se  tranafprmc  en  un  cube,  la  va- 
leur de  K  deviendi'a  indépendante  des  angles  À,  ^,  v;  cai- 
en  ajant  égard  &  1«  formule 

sin'JH-sînîjt-^ainS  =  3  — (cos'i-HMM';i.+  €os'ii)  =  a, 
on  tronvera 

.    ,  ■  "-ji"*- 

Considérons  encore  un  ellipsoïde  qui  ait  pour  centre 
l'origine  et  qui  soit  représenté  par  l'équaiion 
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4l4  STATIQUE, 

La  KcUoB  faite  dans  cet  ellipsoïde  par  un  plan  perpendl' 
culaïreà  l'axede*  ret  correspoudant  à  l'alMcisee  x  sera 
une  ellipse  qui,  étxtà  dle-m&ne  repréftanl^  par  l'équa- 
tion 

aura  pour  demi-axos  deux  longueurs  mesurées  par  les 
produits 

De  plui,  comme  pour  déterminer  la  surface  U  de  rcilc 
ellipse,  il  suffira  de  multiplier  le  produit  des  deux  demi- 
axes  par  le  nombre  n ,  on  aura 

.   '  "=-"(-^)- 

On  trouvera  d'ailleurs,  eu  désignant  par  /i  la  masse  de 
l'ellîpsotde , 

jr,  =  — D,  j-,  =  -j-ff,  p  =  |irp9ir. 
Cela  posé,  on  tirera  de  la  formule  qui  donne  G 

''=-'"xr(-?)'-=îïx:(-^)'- 

011,  en  faisant  ^  =  t,G  =  ^f-a'J'  fi[t  —  t')dt=~[La^. 
Or  aura  de  même 
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Dt  par  saiie  ' 

Tei  «era  le  moment  d'ineriic  de  rdlipsoïdc  relativcmcni 
à  une  droite  menée  par  1g  centre  de  manière  à  formur  le« 
angles     ft,  v  avec  les  directions  des  trois  aies. 

Si  l'ellipsoïde  se  transforme  en  une  sphère,  la  valeur  de 
K  deviendra  indépendante  des  an^es  1,  ^,  v  et  te  réduira 
simplement  & 

K  =  p.: 

J87,  Le  i:al(:ul  du  moniciit  d'inmie  d'un  corps  de  révo- 
lution par  rapport  à  son  ase  est  trt^-sîmple. 

En  eSet,  prenons  l'axe  de  réroludon  poor  ne  des  x. 
Le  moment  d'inertie  relatif  i  cet  axe  sera  donné  par  l'é- 
quation 

K— ïmc-, 

r  élaiit  la  distance  d'un  point  quelconque  à  l'axe  des  x. 

Soit  AB  (_fig.  33)  la  courbe  génératrice  supposée  plane, 
el  parlageous  le  volutnedu  solide  engendré  en  Irauches  inli- 
niment  minces  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des 
X.  Le  volume  v  de  l'élément  d'une  de  ci^s  tranches  engen- 
dré par  la  révolution  du  rectangle  mnpq  est  la  différence 
entre  les  volumes  de  deux  cylindres  dont  la  hauteur  com- 
mune est  Ax  el  les  rayons  des  bases  r  et  r  -f-  Ar.  Donc 

(.  =  ffA*[(r+Ar)-  — r']  =  <raxAr(ar+Ar), 

OU,  en  négligeant  Ar  par  rapport  i  ar, 

Itirnist/r. 

La  masse  m  de  cet  élément  et  son  mommt  d'tnn'tîe  k 
aeront 

m  =  itKffd»dr,    k  =  mr'  =  !nifr*dxdr. 
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La  somme  des  nioments  d'inenio  de  louUs  les  tran- 
ches Gobliendra  évidemment  iii  intégrant  l'expression 
ittpr^dxdr,  i"  depuis  r— o  jusqu'à  r=y\  y=f(x) 
étant  l'ordonnée  de  la  courbe  génératrice;  a"  depuis 
X  =  jusqu'à  x  =  X-,  x  =  Xb,  x  =  x  étant  les  équa- 
tions des  plans  qui  terminent  le  corps  de  révointion,  de 
sorte  que  l'on  aura 


S'il  s'agisiaiide  tronverle  moment  d'inenier^iiveiuenti 
un  axepmpouEUe  des  et  perpendiculaire  &  l'sxederé- 
Tolnlion  devenu  ase  dês,^,  oamteeraît,  par  le  tentre  de 
gravité  du  cylindre  déterminé  par  deux  plans  perpendïco- 

laîres  à  l'aice  des^,  un  second  axe  parallèle  à  l'axe  desar, 
L'i  l'on  chercherait  d'abord  le  moment  d'inertie  du  cylin- 
dre élémentaire  par  rapport  à  cet  axe.  Soient  ABCE^ 
i^fig.  34  )  le  cylindre  élémentaire,  D  son  centre  de  figure, 
DC  l'axe  parallèle  à  l'axe  des  j:.  Appelons  7  l'angle  ODC, 
^  le  ra\oii  vccieur  DO,  la  masse  d^i.  du  cylindre, ëlémen- 
laîn' ÂliCEAeer.-. 


et  par  tonscqucnt  le  moment  d'inerûe  du  cylindre 
ABCEA,  par  rapport  à  DC,  sera 
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La  masse  du  cylindre  AHCEA  est  (railleurs 

son  raompnt  par  rapport  à  l'aNc  (ii's  x  spra  (iiitir. 

Si  3;  =y(y}  est  l'équation  lie  la  général  ri  ce,  le  momuDt 
d'inertie  cherché  K  relatif ,-.  l'ave  des  x  sera 

(3)  K  =  «p J  'jj-'[/(7)]'+^[/Wl'}f'r. 

Applications.  Dans  les  cinij  premières  l'axe  des  mo- 
ments est  l'axe  de  rVîvolulion.  i°Alasph^e.  L'équation 
de  la  courbe  génératrice  est 


8 

Le  volume  de  la  sphère  est 


3°  Au  (^lindre  engendré  par  la  révolution  d'une 
droite  parallèle  à  l'axe.  En  appelant  r  le  rayon  du  cylin- 
dre, h  sa  bauteur,  on  pourra  prendre 

y  =  r,    x,  =  o,    «,  =  Ji, 
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La  mas«fi,=  itp.r'A,d'ou7ïpr*A=f(r*, 
1!.=  Él. 

3°  A  une  portion  de  paraboloïde  engendrée  par  la  pa- 
rabole j'' =  px,  et  terminée  d'uo  c6vé  par  le  plan  jz, 
de  l'autre  par  le  plan  «  =  A.  On  a 

j*  =,p'^,    x,  =  o,    x,  =  h, 
«n  a  d'ailWrs 


4"  Au  rone  engendré  par  la  droite^  =  ar,  et  terminé 
par  le  plan  x  =  h.  On  aura 


5°  A  un  cône  tronqué  par  rapport  k  son  axe.  Soient 
{fis-  35)  OC=fl,  BA  =  h  les  deux  rayons  du  tronc  de 
cône,  BE  =  A  sa  hauteur,  el  posons 

taDgOI>C=e, 
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La  maue  ft  da  cAne  est  d'ailleu  rs 

,=.,_{V^=fjfV«.=|t(„._j,|,  , 


6°  A  uu  tronc  de  c6nepar  rapport  à  une  Jigne  pcrpcn- 
dicnlaire  à  «on  axe.  Soit  {fig.  36)  OX  l'axe  par  rapport 
an(]nel  on  cbercbe  le  nioment  d'inertie  ;  .posons  comme 
précédemment 

OG=a,    'RK  =  b,    BO=A,    iangODC  =  e, 


La  masse  fx  ia  tronc  de  cAne  est  d'aillearv 


430 


7°  A  un  segment  de  sjihère  par  rapporl  à  un  axi!  pcr- 
peiidkulaiii!  au  plan  de  la  base.  Soii-iil  (  AliCl)  li- 

segineut  splii;ric]Q(;.  f  =  CD  son  L  :iyon,  /i  =  DF.  sa  hau- 
teur, OX  ra\e  des  x  parallèle  au  ravou  CD  ou  perpendï- 
cnlaîre  à  la  base  du  segment  ut  situé  à  une  distance 
OE  =  )',onaiir. 

EP  =  j:,    PM'=[3r  — (A-x)](A  — jr}. 
Le  moment  d'inertieda  segment  reUlifâ  l'axe  DC  sera 

[ir'{l,-xï-irii-^r+l''-']Vtl—') 
=     (I  r'*>  —  j  *  +  i 
La  masse  ft  dn  segment  est  d'aillears 

f='t£  -  •■)]    -       =  -p  (-^'-l  . 

on  aura  donc  pour  le  monicat  R'  relatif  n  l'axe  DC 


et  pour  le  moment  K  relatif  à  l'axe  des  a: 


8"  Avec  M.  Halon  de  la  tioupillièru,  à  un  tore  par  rap 
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port  à  un  fie  ses  rayons équatorieux.  Kapporiuns  le  tore  â 
son  axe:  <Ic  figme  OZ  m  »  deux  rayons  reciangulaires  OX 
et  OY.  Li}  moment  d'inerlie  par  rapport  k  ce  dernier  axe 
OY  est  iluniié  par  réijualion 

K  =  z')—  ï«;x"  +  ïmi'. 

En  raison  de  la  symélrl.-  du  corps  autour  d«;  laxc 
ligure,  les  deux  sommes  Zmx',  Zmy'  oui  h  m&mc  va- 
leur, qui  CSl  aussi  celle  de  leur  demi-somme 

3  étant  la  distance  à  l'ave  de  figure  ;  ou  a  doue  encore 

K  =  -ïm*'-i-ïfn:'. 

Poar  Uroiver  Snu*,  décompuons  le  tore  en  tranches  ho- 
rizontales ayant  ponr  épaisseur  de  {Jig.  38).  Chacune  de 
ces  tranches  aura  pour  section  verticale  a^dt,  g  étant 
l'ordonnée  horizontale  du  cercle  générateur  par  rapport 
à  des  axes  parallèles  aux  premiers,  mais  passant  par  le 
centre  o  de  ce  cercle  générateur,  dont  r  est  le'rayon.  La 
distance  du  centre  de  gravité  de  la  tranche  à  l'axe  de  ré- 
volution est  égale  à  la  distance  à  ce  mcme  axe  du  centre 
dit  cercle,  générateur,  ou  au  rayon  R  du  cercle  décrit  par 
ce  centre.  Le  volume  engendré  par  la  tranche  est  donc 

=  ^,!fRl  =  z'<h  =  ^^pR  J      !'(<■'  — a')ïrf» 


4a  a  STATJQUI. 

CD  faisant,  pour  abréger. 


Pour  trouver  du  même  SmS*,  décompomms  le  lore  ai 
conronnea  cylindriques  d'épatSKor  di  {Jîg.  Sj^),  ayant 
chacune  pour  section  verticale  et  comme  U  dit- 

tance  du  centre  de  la  section  à  l'aie  de  révolution  est 
le  Tolnme  engeodré  par  elle  sera 

et  la  nuBH  contenue  Mua  ce  volutne 
on  aura  donc 
ï»ii'  =  4irpï»a'rfi  =  4B[.J       (R+çï'(r'~p)îrf{  ■ 

,  f-^-'"-!'-5Iiî'-{îa'-'^e-»(«'-^'^]ïH3R"'*î+''B.'j 

^V-r  ^^/^  

4,rp[_/(5)-3R./(4)-{3B'-i-')./(3) 

-- R (R- - 3r'),/(7'.  +  3RV  /(O  +  r-R-./(o)]. 

Jl  t^^t  ^vidiriit  <i-:iU«i\  .juc  J  (/I)  s'annule  quand  n  est 
impair,  piiisnue  euti'i:  o  vl  — r  un  retrouve,  avec  un 
signe  coulraire,  les  mêmes  élénienls  qu'entre  o  et  -(-»■. 
On  peut  donc  5Up|irjmer  dès  à  présent  les  termes  en^(l), 
/(3),/(5).  Il  vient  alors  simplement 
K  =  2npR[-5./(4)  +  (5r'-R')./(i)  /(o)]. 


On  a  d'ailleurs 


.  ■.3.5.?...(«- 
X  v^TZr7-~a.a.4.6.8... 
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pour  étaaim,  daiu  le  cas  de  n  pair,  l'iDiégrale  de     r  à 
+  j*,  ou  ponr  obtenir  /(»)>  il  suffit  de  doubler  le  réanl- 
lit,  car  de  —  r  i  a  on  retrouva  les  mêmes  élénenU  que 
.  de  0*8  r;  on  aura  donc 


'3.5. ■,...(, 
■i.4.6.8... 


A')  =  ~ 

/(«)  =  ■,  /(')=^.  /(4)=^. 

et  p^r  suite,  tout  calcul  fait, 

E  =  ,^,«,.(,.  +  |,.)=,(ïl:*-|^), 

eu  i&troduiABnt  la  masie  totalç  (i=  an'^Rr*  du  lore. 

M.  HatOD  de  la  Goupillière  ajoute  :  1°  que  le  momeut 
d'inertie  du  tore  relatif  à  son  axe  de  figure  eit 


a"  que  son  moment  d'inertie  par  rapport  au  centre  est 

188.  Revenons  à  la  définition  du  moment  d'inertie 
d'un  certain  nombre  de  points  matériels  dont  les  masses 
sont  m',  m",  m",...,  et  les  distances  à  l'axer',  r",  f^,...  ; 
on  aura ,  en  vertu  d'un  théorème  connu, 
E.  —  Iin/-«  —  m'r"+  nTr"'  +  m'r"* 4^ . . . 

=  (Bi'-l-m"+oi''.. .)  iiiojenheontrB{r";  r",  r"', , ..) 

=  CV 

endësignantpacfttamassetotale  du  système,  eipar  carré 
une  quantité  moyenne  «utre  r",  r"',r"'^,. . . ,  ou  enii  e  les 
carrés  des  distancea  des  divers  points  matériels  à  l'axe. 
La  distance  moyenne  r,,  racine  carrée  du  quotient  du 
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momeiit  d'iuertie  K  par  la  masse  p.  du  corps,  prend  quel- 
qu^ois  le  nom  de  nrfon  d'inertie  ou  de  gyration  autour 
de  l'aie  ijne  l'on  considère  ;  et  les  rayons  de  gyraiion  rela- 
tifs à  divers  ases  ont  entre  eux  les  mêmes  relations  que  les 
moments  d'inertie.  Si,  par  exemple,  on  appelle  r^' ,  les 
rayons  de  gyration  pris  par  rapport  à  deux  axes  parallèles, 
dont  le  premier  pas^c  par  le  centre  de  gravité  du  corps  et 
dont  la  distance  est  d,  ou  aura 

i89.  Supposons,  pour  donner  un  tixemplc:,  qu'il  s'agisse 
de  tronver  le  ra^ron  de  gyration  d'une  lentille  biconvexe 
homogène  autour  d'une' parallileà  l'axe  de  révolution;  on 
suppose  la  lentille  terminée  par  deux  surfaces  sphériques 
^ales.  n  sufBra  évidemment  de  considérer  une  seule  des 
deux  lentilles  plan-convcxes  dont  l'ensemble  forme  la 
lentille  proposée.  Soient  ;■  le  rayon  de  la  surface  sphé- 
rique,  a  la  flèche  de  la  lentille  plan-convcxo,  b  ie  rayon 
de  la  base,  fi  la  masse,  p  la  densité,  r'^,  les  rayons  de 
gyration  autour  de  l'axe  proposé  el  de  l'axe  de  révolu- 
tion, 5  la  distance  des  deux  ascs.  CIktcIidiis  d'abord  r^. 
Pour  cela,  eonsidémns  une  traiiehe  infiniment  mince 
et  perpendiculaire  ii  1  axe  ;  si  nous  nommons  y  le  rayon 
de  cette  trancbe  et  x  la  distance  au  sommet  de  la  lentille, 
le  moment  d'inertie  de  la  tranche  aaiour  de  l'axe  de  ré- 
vDlutîoo  sera 

cl  par  l  oiiséquent  lé  moment  d'inertie /iir^  de  la  demi-i 
leniillcsera 

K=î''pj    y-'-='-''f£  l^r^-^'Y'l'' 
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et,  puisque  (i  =     wp  (£t'+ 3(ifi'),on  aura 

190.  On  trouve  énonces  dans  li-s  Prohli-n,,:-:  ,/<■  .'V,V«. 
ni^ite  rationnelle  duR.  P.  Julien  (l.  H,  p.  53)  les  propo- 
sidona  raivanies  relatives  aux  rayons  de  gjration  de  di- 
vers corps,  lignes,  surfaces  ou  volumes,  supposas  homo- 

1°  Pour  une  droîic  AB  de  longueur  l  autour  d'un  nxc 
qui  passe  par  l'cxtrijinité  Â  et  fait  un  angle  €  avec  la 

droite  ■     —  ^'  ""'^ 

a"  Pour  une  droili;  autour  d'un  ase  perpendicuiairt- 
el  non  situe  dans  le  uiûmc  plan ,  ?.a  ëtanl  V.y  lungiieur  de 
la  droite  et  h  la  pcrpendiculaii  e  abaisse.;  du  uM<-^v  de  la 

3"  Pour  un  arc  de  cercle  autour  d'nii  axe  perpendicu- 
laire à  son  plan  et  passant  par  son  centre  de  gravité  : 
R  éianllc  rayon,  cla  corde  et  a  la  longueur  de  l'arc  donné, 

4"  Pour  uii  arc  de  cercle  autour  d'un  axe  perpendicu- 
laire A  son  plan  el  passant  au  milieu  de  l'arc,  les  nota- 
tions rcslaut  les  mêmes,     =  ™  („ —  c). 
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5<*  Pour  la  surface  d'une  ellipse  dont  aa  est  le  grand 
axe  et  afi  le  petit  :  autour  du  graud  axe,  rj  aaUtor 
du  petit  axe,  = 

6°  Pour  la  surTacc  d'un  triangle  isocèle  autour  de 
la  [icrpendiculaire  abaissé  du  sommet  sur  la  base  ab, 

7"  Pour  Ja  suriace  d'un  i.iaiigle  ABC  autour  d'un 
axe  pcrpeudiculaire  passant  par  le  sommel  A,  les  côtés 
opposai  aux  sommets  A,  B,  C  étant  respectivement  a,  b,c, 
,J=-L(36»+3c'— «»). 

8°  Pour  la  suriace  d'un  triangle  autour  d'un  axé  per- 
pendiculaire pas.sant  par  le  centre  de  gravité.  A,  c  étant 
les  trois  c6lés  du  triangle,    =  ^  {<i'4-     +  c'). 

g'  Ptnir  la  nirfàca  d'une  ellipse  uitonr  d'un  axe  per- 
pendiculaire passant  au  centre,  aa,  a^  ëtani  les  axes  de 

]'elJipse,;;  =  ^(n'+6'). 

lo°  Pour  la  surface  d'un  parallélogramme  autour  d'uu 
axe  perpendiculaire  passant  par  te  contre,  aa,      étant  les 


1 1"  Pour  ta  surfaced'un  polygone  régu 
axe  passant  par  le  centre  de  gravité,  n  é 


I  côtés  et  c  leur  longueur,     =  - 


et  b  étant  les  rayiÀa  de  la  surface exterue  cl  delà  surface 
,     a  o'  :—  i' 

=  s  serti- 

i3°  Pour  un  cône  droit  autour  de  son  axe,  a  élant  le 
■  rayon  de  la  base,  ^a'. 

14"  Pour  uD  cylindre,  le  rayon  de  la  base  élant  a,  la 
longueur  a&  :  autour  de  son  axe,  r}  s  -a*;aulourd'iUM 
perpendiculaire  au  milieu  de  l'axe,  /-f  =  ^a*  +  ^£*. 

15°  Pour  un  cône  droit  autour  d'une  peipendicuJaïrL- 
à  l'axe  mené  par  \e,  centre  de  gravite,  a  étant  le  rayon  tic 
la  base  et  c  la  hauteur  du  càne,  +  <:']. 

lii"  Pour  uni:  lentille  biconvexe  autour  d'un  diamèue 
de  la  base  mniiiiuue  des  deuX  lentilles  piau-convexes  qui 
la  cbuipoaént,  les  notations  restant  toujours  leamËuMS 
qne  n'  189,  rî  =  —   .  ,  ,..  

191.  Le  lableau  suivant  dressé  par  M.  IVlacquont  Ran- 
kîne  fournit  le  moment  d'îiici  tie  et  le  ravou  de  gyralion 
des  corps  qui  se  présentent  le  plus  souvent  dans  les  appli- 
cations pratiques.  La  première  euloniie  montre  le  nom  du 
corps;  ta  seconde  déISnit  l'axe  pour  lequel  on  preud  le 
moment  d'inertie;  la  troisième  donne  la  valeur  K.  de  ce 
moment  d'inci  tie;  la  qualrlèmc  le  carré  du  rayon  de 
gyralîon  ;  p.  est  la  densité.  En  divisant  le  moment  d'inertie 
par  le  carré  du  lajoli  de  gyialioii,  on  aura  la  niasse  du 
corps;  en  divisant  la  masse  par  la  densité  ou  aura  son 
valante. 
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CORI'S. 

AXU. 

MOMENT  D1HBRTIE  K. 

TARHÉ 
d'Vr'l'on 

].  Spliùre  lie  rajon  >    .  .. 
!.  SpliérotdtrtcrisoliKii.n 
ifqiijMi  iMl  r.  

■  iirpr' 

K-r  'L' 
— ,5  • 

— ■ 

a«p(r'-r") 

e,  Cjlindro  drcul aire,  Ion 
7.  C^liiidra  elliptique.  Ion 

"told"»""' 
Aie  lanfgllD- 

8.  Cfltiidredrenlalrecrcui 
lérleur  r,  rayon  inti< 

g.  Cjlindre  ereai  infini 
mcpt  mince,  loonueii 
ia,    njOB  r,  épiit- 

Uxolonnitu- 
■  dloal  ï«. 

10.  Cjlindro  drcelnlra,  Ion- 

11.  Cïlindm  tlUpljque.  Ion 

IIHiDi.Irnni- 
1  Terul. 

6 

:ipaic(3c'-i-(in') 

'  "  *î  0  nRU  CH  r  î  ™  r !i'vo  n  r  i  Ii 

n,  nïlimlrr-rirciiisii-.  T.  .: 
in  lininiïnl  miner,  rayo 
r,  C|iai5seur  d--  

T  +  T- 

3 

15.  Friame  rbombiqi^c,  Ion 
guenr  9if,  disEanalcs  3  b 

i 

3 

IS.  PiiiniD  rbomblijuo 

1  Diaiganalo  ai 

ipale( 

3 
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SEIZIÈME  LEÇON. 

dont  dépendent  l«i  uet  pHncIpaui.  —  Direclioni  do  rsyuns  priacipuui 
de  gjnUon.  —  VAleon  d«  cm  rojonif  en  foaetiaa  dos  pAram^irefl  dot 
■urfiunluUDnfixiilsi.— Uaa  delonilsiHH  prinap'agi  J'inertlo  panl- 
lilai  k  iHiB  dlPHlton  donndg. — Lien  deaiiu  prlnetpMi  pauintpuna 
point  dODIlâ.— Lien  d«  paLnti  dontlegaïuJ'inortle  panont  par  un  point 
donné.— PdI  nu  pour  losquolsdeiiidea  rayons  de  Byriiion  principnuisoul 
égaux. —  Ueu  de  tous  la  poirils île  l'espace  pourloqueli  un  des  rayonb 

lumineutc. —Moment  do  l'aie. —ParamèlrB  du  moment.— Innueneo 
do  U  rotation  ifi  plan  sur  la  valeur  du  paramètre —  flani  nuli.  — 
ParamAtre  principal.  —  lien  stemétriqus  dei  paramétra.  — Momenla 
pirallilha.  —  Axa  dont  le  mousot  paralUle  >  une  iilenr  donuée.  — 
HeprtMDMIIoD  géamétrlque  dea  lariatlona  dea  momBSta  parallilea.  ~ 
Foyan.  —  FraprléUa  nouvelles  des  axes  prlnripaui  d'inerlla. 

192.  CoDsidérons  un  premk'r  axe  passuul  par  le  centre 
de  gravittS  cl  faisant  les  angles  a.  S,  y  avec  les  iroîs  axes 
principaux  d'inerlie  relatifs  à  ce  centre;  pui.s  un  second 
axe  mené  par  le  point  a,  h,  c  parallèlement  au  premier; 
appelons  â  la  distance  des  deux  axes,  et  ,  r^,  <i/ i,  ^B,  ^ 
les  ra^ns  de  gjratîon  correspondant  aux  deux  axes  pa- 
rallèles et  aux  trois  axes  principaux  d'inertie  :  il  viendra 
(n"  m,m-ei  188) 
r'^=r^  +  i'  =  A  cos'et+Bcos'e-hCcos'7 -(-«'+ 
—  (n  cos  B  +  A  cosS  +  e  cos  7 

Cinnmu  aux  exirémîlés  des  axes  prineîpaux  de  l'ellipsoidu 
c[ui  sont  en  mêmi;  temps  les  axes  principaux  d'iuei  tiL'  li.' 
plan  tangent  est  porpeadiculaire  au  rayon  vecteur  k  de 
IMtipaoïde,  ces  extrémités,  et  par  conséquent  les  axes 
principaux,  doivent  vérifier  l'équation  dk  —  o,  et  par 
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ronséqueitl  dr^  =  i),  ilr^  =  o,  _ 

puisque  d'une  pnrt 

et  de  l'antre  rgdrg=  r'^dr'g^' 

c'egt'à-dirc  que  pour  déterminer  les  axet  principaux  il 
suffit  df!  ti-ouvi'r  les  valeurs  de  a,  E,  y  qui  rendent  f/rj'nul. 
En  diffiirenliant  l'iîqualion  qui  prérèdc,  on  trouve 
ài'  ~  [Aeosa  —  a{(i  cosa  -t-  icosS  +  CCOS7  j]rf.cosa 
+[Bco!iS  —  b(acoia.  -f-  6 cose  'f-cc<H7)]>/>côie 

On  a  d'ailleurs,         .       .  I  ' 

CTis=a  +  co»'S  +  co»'7=  I, 

et,  parooiisêqueiil. 

Multipliant  ceili'  ctcniièri;  l'tjHaliou  par  une  indétermi- 
née "k,  et  l'ajoutant  à  celle  qui  donne  ta  valeur  de  ^gdi'g, 
on  trouve 

r'rfr'^=[(l-+- A)ca)S(ï  —  Il  (fl  cOTa+ *  COS  S-hecos^)]*/,  ccUa 
-t-[(i-)-B)  ca* S  —  6(aco>a+6co*84'CCOS7)]^.  0016 
-t-[(A-t-C)  COS7— c(acosa-|-*cosC-Hccos7)]rf.co»7. 
AdriicHoiis  que  dans  celle  éqiiiUÎou  a,  S.  y  rcprésenlimt 
les  angles  qui  se  rappurlc.U  à  l'd.i  di's  axes  principaux 
d'inertie,  et  donnons  à  l'indéterminée  ^  la  valeiir  déter- 
mindâ  par  l'éqaaliOTi 

(À  +  A)c(MB  =  a(iiGDta-|-AccnE  +ecos7); 
alors  la  valepr  Je  tf^i'^  ne  renfermera  plas  qttbdeuxolif- 
férendelles  eompléiemej?!  indépendantes  d  .'coa    (/.  cos/; 


Cl  comme  elle  devra  être  nulle  quelle»  qne  soient  ces 
diftëreniî elles,  il  faudr.i  ([ue  les  coefficients  de  li. cmSet 
d.cosy  soient  huis  séparément,  ou  que  les  quantité» 
CE,  6,  y,  ï  satisfassent  aussi  aax  deux  équations 

(  X -I- B  )  cas  S  =  &  (  o  cos  s  +  A  cosG  +  e  cas7  ) , 
I  (]L+C)c<M7  =  c(ac<»a-i-iooBS^ccos7). 

Les  trois  dernières- équations,  jointes  n 
coa'«-(-cos'6-1-c«is'7=:  i, 

suffisent  en  général  à  la  déterminaiion  des  quatre  qnan- 
dtésec,  6,  y  et  X.  Si  nous  posons 

m  devenant  une  nouvi-llc  iiiraiiTiue  .-luxiliaire,  les  équa- 
lions  qui  expriment  qm;  l'axe  que  l'on  considère  est  un 
axe  principal  d'inertie,  prennent  la  forme  suivante  ; 

(.)  «„.=„^,  „,8=»5-i^,  »„=»j-Lj. 

SubiUcnant  ce*  valeurs  dans  l'expresrion  de  m,  et  anwi 
dans  l'équation  de  condition  «M'a  +  Gos*S+cms*7'3s  i, 


'"l(i  +  A)='^(i-i-B)'"^(l  +  C)'j-  '■ 

Les  trois  éi^uations  (i),  (a),  (3)  renrermcnl  la  solution 
cherchée  du  problème  proposé;  on  déterminera  d'abord 
il  par  l'éqnation  (3),  puis  m  par  l'équation  (3)  ;  les  équa- 
tions (i)'donneront  enfin  a,  S,  y. 

193<  Le*  directions  eorreapoiMlaolea  aux  valentg  ainsi 
calculées  de     S,  y  peuvent  Atre  re^senléea  gémuétri- 


.13a  .,vrK„.I. 

(|utincnl  li'uin;  niaiiiiTc  assi'?,  sim)jle.  Prenons  ruilipsoïdt; 
rapporté  à  ses  axos  principaux 


tontes  les  surfaces  du  second  degré  homorocales  à  cet 
ellipsoïde  seront  comprises  dans  l'équation 


141 


Celles  de  CCS  surfaces  bomofocalcs  qui  passent  par  le 
point  a,  b,  c  sont  au  nombrv  de  trois,  et  leurs  para- 
mètres X  sont  donnés  par  l'équaUon  dta  troisième  degré 


LaquaniUé  qui  entre  dans  les  équations  (i),  (a),  (3), 
n'est  donc  qu'un  des  trois  paramètri's  des  surfaces  du  se- 
cond degré  liomofocales  à  l'ellipsoiJi!  (4}  el  pass;iiil  par  le 
point  (a,  b,  L-J.  Quant  ans  direclioiis  a,  S,  y,  ce  sont 
celles  des  normales  aux  trois  surfaces  hoatofocales.  En 
effet,  la  droite  détenninée  par  ces  directions  a'pour  équa- 
tions 

X  —  a  y  —  b  s — e 

cosa       eos6  cosT 

ou,  eu  substituant  pour  ces  a,  ces  S,  cns  y  leurs  valeurs 
tiréeb  des  équations  (i),  et  multipliant  |iar  m. 


Or  ces  dernières  équatious  sont  précisément  les  équa- 
tions de  la  normale  au  point  (a,  b,  e)  è  la  surface  (4). 
Oit  sait  que  les- trois  surfaces  homofocales  d'espèce  dif- 
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fiSrente  passant  pav  le  point  [a,  b,  c)  s'y  coupent  mutuel- 
lement à  angle  droit  suivant  leurs  lignes  de  courbure;  les 
trois  axes  prîacipanx  d'inertie  relatifs  à  ce  point  sont 
donc  les  trois  normales  à  ces  surfaces,  ou  les  trois  tan- 
gentes à  leurs  lignes  d'inlersectioii. 

194.  Pour  trouver,  uon  |>liis  li-s  Jirci  lioris,  lu.iis  les 
valeurs  des  rayons  ilc  jjjration  principaux,  reprenons  les 
éqtiattons 

Çk  +  J.)cosB  =  (acosa  +  bcost  +  ecasy), 
(i  +  B  )  coï  3  =  È  (  «  cosn- A  cos  e -t- e  COS7  ) , 
(1  +  C  )co»ï  ^  r(«  ro,^  +  b  CSG  +  CCOS7;; 

multiplions  la  première  ]iar  cosa,  la  seconde  parcosô, 
la  troisième  par  cos-/,  et  ajoutons -les,  î!  vient 

)i  + Acos'a  -l-Bcos=6  +  Ccos'7  =  (ocosa-t-icoiÊ  -t-eco87)". 

L'équation  qui  donne  la  valeur  cherchée  i^^  du  carré  du 
rayon  principal  de  gyration  se  réduit  alors  à 

r  étant  la  distance  du  point  a,  6,  c  au  centre  de  gravité  dn 
syUème.  Le  ciirré  du  rayon  de  gyration  relatif  à  un  des 
axes  principaux  d'inertie  passant  par  un  point  quelconque 
Mestdonc  égal  au  carrédu  rayon  vecteur  allant  du  centre 
de  gravité  à  ce  point  M,  diminué  du  paramètre  de  la  sur- 
face homofocale  à  laquelle  cet  axe  est  normal.  On  peut 
déduire-  de  ce  théorème  quelques  conséquences  remar- 

195.  Cherchons  le  lieu  de  tnus  lus  axcvs  principaux 
d'inertie  parallèles  à  une  diicciiou  donnée  a,  6,  y.  Con- 
sidérons un  quelconque  de  ces  axes  passant  par  le  point 

I.  '  a8 
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M  (rt,  /'.  c)  ;  il  aura  pour  équations 

rosï         ms6        coij  ' 

.m  aiir.i  a'aillciirs 

o            .     ■  i 
eosB  —  m  ;  T-ï    co»6  =  m  r  •    C0S7  =  m.— 

Cl,  par  cnnacqucnt, 

.  X         i        '^_J'  ' 

A  — B     _      A  — C      _      B  — C 


cosa     cosS     cosa      cas  7      cosS  cosy 

Cette  équation,  où  n'entrent  plus  que  les  variables  ~. 
PSI  réqnalioii  (lu  ejliridrt;  formi.'  \>.\r  tous  les  ay.115  ]ii  in- 
cipaux  d'iucrlic  paialiàles  à  la  ilircetiopi  donnée;  iir  on 
voit  que  ce  cvlindre  se  réduit  à  un  plan  passant  par  le 
ecnti'e  de  gravité  et  parallèle  à  la  direction  donnée. 
Voyons  uiainlenant  quel  est  dans  ee  plan  le  lieu  des  poïnls 
M  (fl,  h.  c)  auxquels  ces  axes  principaux  d'ineriîe  se  rap- 
portent. La  quantité  m  dans  les  équations  qnî  précédent 
repréîienle  l'exjjression  a  cosa-f-É  cos€~f-c  coay,  de  sorte 
que  pour  les  points  a,  h,  e,  eu  question,  on  aura 

A_B             A— C              B  — G 
acosa-H  ocosfl +  ccoa7  =  — ^  È~  ~    a       ~c    ~  ""ï  r~ 

Ainsi,  outre  l'équatinudi)  plan  (5),  on  aura,  par  exemple, 

(acosa-K6cose-(.ccM7)(-^  ^)  =  A-B. 

'  "\cos«  «!»(/ 


□  Igitized  by  GoOgle 


Si  de  l'équation  (5)  on  tire  ia  vaK-ur  .fe  a  ou  dt.-  c  pour 
la  reporlei' dans  l'i^ualion  qui  précède,  on  aura  l'wjùa- 
tioti  de  la  projection  de  la'courhc  clicrchéc  sur  le  plan 
des  X,jri  c:  l'on  voit  que  «ette  projection  est  une  hyper- 
bole ajanc  pour  centre  l'origine,  lît  pour  asympiou»  lex 
drottai 


Donc  dans  l'espace  on  a  une  hyperbole  située  dans  le 
plan  (5),  et  dont  les  asymptotes  sont,  l'une  l'interseclion 

du  plan  (5)  avec  le  plan  projeta n  1,  ~  =  » 

c  est-À-dire  la  droite 

_f .  _    r    „    =  . 

cw«    co*e  C0S7' 

et  l'autre,  l'intersection  du  même  plan  (5)  avec  le  plan 
xcoaa  +  j-cosS  +  icosy  =  o. 

Or  ce  dernier  n'est  autre  que  le  plan  m.'né  par  i'orif;ine 
perpendiculairement  à  la  direction  donnée.  La  .secundi- 
asymptote,  par  conséquent,  est  perpendiculaire  à  la  pre- 
mière, et  l'hyperbole  en  question  est  éqmlalère.  Pour  la 
définir  eotuplétcment,  il  suffit  de  constater  qneaon  para- 
mètre p  est  donitépar  l'équation 

/»'  =  (A— B)'cos'acos'S  +  {A— C)'co»'««»'T-t-(B— O'cos'ecos'y, 

OU  qne  wn  équation  est  xy  =  p*. 

196.  Considérons  encore  les  axes  prittdpainc  d'inertie 
passant  par  un  nouveau  point  (J,  n,  Ç).  Les  coordonnées 
^1^1  *)  «l'un  point  quiconque  de  chacun  de  ces  ases, 
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và^fieront  encore  lesÀjuatioiui 

_      A  — B      _      A— C      _      B  — C 

■  *"  y  ~  ^  f_   

cosa      cosS      C0S3      cosy      cosfi  C0S7 

et  cbmine  cr,  €,  7  lont  lea  angles  que  l'axe  d'inertie  fait 
avec  lei  axes  ccnidcainés  des  x^  y,     on  aura 


C0»7  = 


rt»-.S]'4-(j--.; 

l'+(--t)' 

SuiwtiniaDt  pour  cos  a,  cos  S,  cos  y,  leurs  valeurs,  et  mul- 
tipliant par  <i\x — 5)'-4-(]f  —  >i}'4-(* — il  Tien- 


*V'('-5}'+(j— «)'+(«-C)' 
A— B  A— C  B— C 


on  luen,  eu  remarquant  que 

■  A— B  A— c B 

 n_ ~_i  t  ~  » 

■  *— î    r->    J>-(  r— " 
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d'où  l'on  tire,  pour  l'équaiion  du  lieu  cherché, 

(,)  (fl_C) -L-^  +  (C  -  A)         -H  {A  -  C)  ^  =  o. 

Le  lieu  des  mcea  princîpanx  pauani  par  le  point  n, 
est  donc  un  c&ne  du  second  degré  dont  l'équatioa  sous 
forme  entière  est 

|B_c]s(r-.)(  =  -t)+(C-Al.(i-!l(._t) 

+  (»-B)î(»,-S)(r-.)  =  c 
Celte  équation  montre  immédïatemeut  que  Us  trois 
parallèles  aux  axes  coordonnés 

sout  trois  génératiicës  du  c6ne.  La  droite  qui  unit  l'ori- 
gine au  point  (|,  n,  ^)  est  une  quatrième  génératrice,  car 
ré<|uation'(7)  est  évidemment  vérifiée  par  a;  =  o,_^  =  o, 
z=o.  Pour  définir  complétemeul  ce  cAue,  il  suffit  de  con- 
naître en  outre  un  de  ses  plans  tangents;  or  on  voit  sans 
peine  que  le  plan  langent  au  cône  suivant  l'arfite  qui  va 
de  l'origine  au  point  (1,^,  ^)'^  P*"^  équation 

(B-C)|  +  (C-A)^  +  (A-C)î=o; 

et  que  ce  plan  tangent  est  celui  qui  contient  tous  les  axes 
principaux  d'inertie  paraltdlea  à  l'arëie  dont  il  s'agit.  Un 
résultat  digne  encore  d'attention  est  que,  si  le  point  ^,  n, 
Ç,  varie  en  restant  toujours  sur  celte  même  arCte  passant 
par  l'origiDC,  le  càne  ne  change  pas  de  forme,  et  se  trans- 
porte parallèlement  à  lui-jlième.  Eji  effet,  le  cône  (7),  trans- 
porté parallèlement  à  lui-même  de  manière  que  son  som- 
met vienne  coïncider  avec  Torigine,  a  pour  équation 

[B_C)l  +  [C-A)j-»-(A-B)5  =  o, 
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et  l'on  vciii  qoetiuauil  le  j>otiit  ^,  r,,  ^,  retlf  .sur  ud  tuèmi; 
rayou  pnssanl  par  l'origine,  ou  quand  les  cooi-dunniics  î,, 
n,^,  roiisei  veiit  eiiire  elles  les  mêmes  rapjiorts,  l'equailon 
du  cône  transporté  parallèlement  à  lui-même  ne  change 
pas.  Si  l'on  suppose  que  le  point  r,,  s'éloigne  jusqu'à 
l'infini,  en  resUnt  toujours  SOT  la  même  droile  passant 
l>ar  l'origine,  le  sommet  du  cAneîraà  l'infini;  cl  la  partie 
qui  reste  à  une  distance  finie  de  l'origine  se  réduit  an 
plan  tangent  suivant  cette  droile;  on  retrouve  ainsi 
ce  résullAt  que  le  plan  langeut  commun  à  tous  les  cdnes 
ayant  leurs  sommets  sur  la  ligne  qui  va  de  l'origine 
au  point  n,  Ç),  est  le  lieu  des  axes  principaux  d'inertie 
parallèles  à  cette  ligne. 


197.  Déleruiinotis  entin  le  lieu  des  points  dont  les  axes 
d'inertie  principaux  passent  par  le  point  (  n,  Soient 
fi,  £,  c,  les  coordonnées  d'un  du  Cfs  points  ;  substituéesà^i 
y,  E,  elles  vériGeront  d'abord  les  éi|uatious  (ti),  et  comme 
on  a,  en  outre,  m  =  acosa  +  AcosS  -(-ccosy,  il  viendra, 
eu  multipliant  par  ^(n  —  |)*+  (A  —  r.y-\-  (c  —  ^)*, 


^11  substituant  Li'ta-  valeur  du  radical  dans  les^us' 
s  ((>)  on  ii'uii\<ji  a  enfin  que  les  coordonnées  d,  £,  c, 
sfont  aux  relations 

I  „{o_si  +  6(È-,)+.c(r— ï)  • 

,1  A  —  B  A  — C  B  — C 


ce  sont  les  équations  de  la  courbe  cherchée;  elles  ae  ré- 
dubent  réellement  à  deux.  La  première,  celle  que  l'on 
obtient  en  égalant  entre  eili:  deux  quelconques  des  trois 


d<Ti.i,-,s  .Li.-,„i„.-s  <!,■  |-éf;,ilirJ,  ustr<-qualioiiducùnedQ 
s.'cuiiil  di-i.- (-)  ;  1.1  s^  Miinlv.  nliirniie  en  égalaiil  le  pre- 
tiiicr  iiir'Tiibn-  ili-  l'i'^iilili'  ;i  l'un  lii  s  Lriiis  (lemiers,  esl  l'é- 


poittls  ;  mais  il  esl  lai^îledt'  voir  i|iit^  dr  ci's  [juirils  fc. 
rëuniasoni  au  sommet  (Ç,  n,  Ç);eLi:n  négligeant  cette  sulu- 
tï ou  étrangère,  on  ne  trouve  qu'un  point  sur  chaqui;  géné- 
ratrice. Considérons  une  de  ces  génératrices  faisant  avec 
les  axes  des  angirs  a.  S,  y,  et  appelons  r  la  distanie  du 
point  inconnu  {a,  h,  c),  (gui  se  trouve  sur  cette  généra- 
trice au  souiniel       n,  ^)  ;  on  n 

r  =  V(n-S}'-t-(6-nj'+(c  — ï)", 
a  —  î  =  r<:(>!lB,    6  —  n  =  ruoi6,    c  —  %  =  rci>iy. 

Subsiitiiuitt  dons  réi|uatiDii  (8)  ci  négligeant  les  valeurs 


ce  (jui  iiu  dunne  réelk'munl  qu'un  poiut  uuique  sur 
chaque  gcnurairicc;  rc  résultat  était  facile  à  prévoir) 
puisqu'une  droite  nVst  axe  |inucijial  d'inertie  que  pour 
un  de  ses  points. 

198.  L'équaiion  r'^  =  r'  —  1,  qui  donne  la  valeur  des 
rayons  de  gyraiion  principaux,  conduit  de  même  ii  quel- 
ques conséquences  qui  ne  sont  pas  sans  intérêt.  Prenons 
un  point  (o,  b,  c)  et  concevous  les  trois  surfaces  homofo- 
cates  du  second  degré  qui  passent  par  ce  point.  Soit  X'  le 
paramétre  de  l'ellipse,  ¥  celui  de  l'hyperbololde  k  une 
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iiap|ic,  X'"  i^elui  de  l'hypcrbololdc  à  deux  nappes.  Soieul 
r^,  r^,  r^i  les  rayons  degyration  pour  les  axes  principiiux 
normaux  à  ces sarfaces;  en  supposant  A  ^        C,  uons 

l'ellipsoïde 

■.'  +  A><.,    i'-H8>o,  l'+C>oj- 
l'hj'pui-boloïde.H  une  nappe 

-*'-)-A>o,    l'  +  B>i»,    l'  +  C<Oi 
l'hyperbol<dde  à  deux  nappes 

l'+A>o,    lL-+B<o,  Ji''+C<o; 
d'où  l'on  déduit  la  série  d'in^alîtéi 

-V<C<-r<B<-l''<A, 
et  en  ajoutant  i*  h  tous  les  termes 

/;'<  H^- C  <  r- +  B  <  H  +  A . 

Ainsi  des  trois  rayons  de  gyration  principaux,  et  par  suite 
des  trois  moments  d'inerde  principaux,  le  plus  pedt  cor- 
respond à  l'axe  normal  à  l'ellipsoïde,  le  moyen  à  l'axe 
normal  i  lliypeilmlolde  à  une  nappe,  le  plus  grand  à  l'axa 
normal  à  fhyperbolotde  A  deux  nappes. 
L'équation  qui  détemù  ne  la  valeur  de  X  esl 

a-  b'  e-  _' 

X-J-A"''*+B''")i-hC~'' 

par  suite  l'équation  qui  donne  les  trois  valeurs  de  est 

a'  b'  .■•  _ 

A  -H  H  —  B  +  r'— ~^  C-hH—      ~  ' 

Si  DU  la  met  sous  forme  eotière,  taisant  disparaître 
les  dénominateurs,  on  trouve  que  la  somme  des  racines. 
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égal);  au  «'octScient  du  second  lerme  pris  eii  signe  con- 

+      =      + A)-)-(r>  +  B)  +  (»^+C)  — o'-4'— e"" 

r=:-,,H-(-A-(-B  +  C; 

de ration  priii[:i[>aiix  losle  lu  iiii'jiie  pour  tous  les  points 
de  la  sphère  de  rayon  r.  11  en  est  ainai,  par  consé<|uenI, 
de  la  somme  des  carrt's  de  gjraliou  relatifs  ;i  trois  axes 
rectangulaires  quelconques,  passant  par  le  point  (a,  b,  c), 
puisque,  comme  on  l'a  tu,  cette  somme  est  égale  à  la 
somme  des  carrés  des  rayoDS  de  gyration  principaux 
relatifs  à  ce  même  point. 

499.  S'il  existe  des  points  pour  lesquels  ileux  des  rayons 
de  gyration  principaux,  le  plus  petit,  par  exemple,  et  le 
moyen,  deviennent  égaux,  et  où,  par  conséquent,  l'ellip- 
soïde des  moments  d'inertie  soit  de  révolution,  on  devra 
avoir  en  ces  pi^inla 

f'  =  r",    'f—  y=  r»—  11",     —  V  =  —  1", 
eï,  en  vertu  de  l'inégalité  —3l'<C<—X", 

Ces  points  m  trouvent  donc  sur  l'iniersecdon  de  l'ellip- 
soïde —V  =iC,  et  de  l'iiyperbololde  i  une  nappe  — F=C. 
Mais  ces  deux  surfaces  limites  se  réduisent  toutes  deux  au 

plan  des  x,y,  et  l'on  ne  voit  pas  bien  quelle  est  leur  in- 
tersection. Pour  la  découvrir,  prenons  d'abord  deux  sur- 
faces très- voisines,  l'ellipsoïde,  — 1'=  C  —  e",  et  l'hyper- 
boloïde  à  line  nappe.  — }."=C  +  i"',  dont  tcséquations 

J'         I      —  1 
(A-C]-H.'='*'(B-Cj-f-."'^."  ' 

(A-C)-."^(B-CJ-.'" 
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axe  des  2  la  longut 


L'ellipsoïde  qui  a  poi 


s',  est  extrê- 


mement aplati,  et  â  mesure  que  s'  d^-rolt,  il  tend  à  se 
r^uire  aux  points  du  plan  des  x,jr  compris  dans  l'iiité' 
rienr  de  l'ellipse 


Quant  à  i'hypcrboloïde  à  une  nappe  qui  a  pour  axe  ima- 
giuaire  la  longueur  s",  il  tend,  quand  s"  dimiitue,  a  se 
■Induire  aux  points  du  plan  des        extérieurs  '  l'ellipse 


Donc  l'inturâL'ciioii  [oujoiir-'  ix-ctle  des  ik-u\  surlaces  a 
ponr  limite  l'ellipsi' 

■     A— C      E— C  ' 

c'est  le  lien  des  prants  cherchés.  Il  est  facile  de  trouver 
pour  ces  points  les  directions  des  axes* principaux  d'iner- 
tie et  les  grandturs  des  rayons  lit-  gyraiioli.  En  clîtH,  les 
iixes  do  plus  pcdi  ot  Ju  nioïvii  [[loniciit  d'iiiciliu  sont 
deux  axes  quelcou(|ut!s  rctlangulairus  oiitii;  uux,  dans  le 
plaa  normal  à  l'ellipse  qui  jinicèdu;  et  pour  tous  les  axee 
compris  dans  ce  plan  normal,  le  rayou  de  gyratiou  est 


L'axe  du  plus  grand  moment  d'inertie  est  situé  dans  le 
plan  ay,  langentiellement  à  celle  même  ellipse,  et  son 
rayon  de  gjration  est  donné  par  l'égalité 


lii 


El  -  C 
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plu*  grand  et  le  moyen  moment  (Tinertie  sont  égaux,  sont 
donnés  par  l'égalité 

—  1"  =  B=— r, 

et,  par  suite,  qu'ils  appartiennent  à  l'hyperbole  située 
dans  lu  plan  des  x,  z, 


Pour  luus  ces  poitiis  le  plus  grand  et  le  moyen  moment 
d'incrlic  sont  deux  axes  qui'l conques  rectangulaires,  dans 
le  plan  normal  à  l'hyperLoluIdi;  qui  précède.  Les  rayons 
de  gyration  correspondants  sont /g' =  r^*=r'4~  B.  L'axe 
du  plus  petit  moment  d'inertie  est  la  tangeoie  à  l'hyper- 
bole ;  son  rayon  de  gyraiion  est  ii*=A4-B-t-C;  ilestpar 
conséquent  constant  jiour  ions  les  points  de  l'hyperbole. 
LV-llijisc  tl  l'iiyri  l'ol'--  SOI'"  situées  d^ms  des  plans  rpc- 

do  Tnne  60111  les' loyers  de  l'aulr,-,  cl  réelî.!  o(iu.-...e[H;  ee 
sont  donc  ks  deux  emirbes  foenles  ci>iijuyiiées.  Comme 
ces  deux  courbes  n'ont  pas  de  poizii  lumniuii,  il  n'y  a 
pas  de  point  dans  l'espace  pour  lesquels  les  trois  moments 
principaux  d'inertie  deviennent  égaux,  et  où  l'ellipsoïde 
des  momtmis  devienne  une  sphère. 

SOO.  On  peut  se  proposer  nn  dernier  problème  :  Quel 
est  le  lieu  de  tous  les  points  de  l'espace  pour  lesquels  un 
des  rayons  de  gyratïân  principaux  conserve  une  valeur 
ilonnée  i'^  =  k.'  Pour  le  résoudre,  il  suffit  de  reprendre 
l'équation. 

a'  .  b-  e'  _ 

A-t-r*— X-       B  +  r'—i'^  C  +  H— 

qui  dtmne  les  rayons  de  gyratiou  principaux  eu  foQctïoiv 
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de  a,  b,  c-,  et  de  supposer  que,  k  j  conservatit  la  valeur 
donnée,  a,  i,  c  et  r  =  ^a'  +  i'  +  c'  varieal  de  manière 
à  satisfaire  toujours  à  cctLe  équation;  le  lifni  cherché 
aura  doue  pour  équation 

^     -  ^  

C'est  sa  forme  la  plus  simple;  si  pour  la  mettre  sous  forme 
entière  ou  fait  disparaître  les  dénominaitiurs,  clic  devient 

-**(*-A)[*-B+*-C]-r'{*-B)[-t— A-+-*— C]  j=o. 
—  *'(ft-C)[*-A+*— B)+(*— A)(*— B)(*— C)  ) 

Ce  lieu  est  une  surface  du  quatrième  d^ré  symétrique 
relativement  aux  plans  coordonnés  ;  ses  intersections  avec 
ces  plans  se  décomposent  ea  deux  courbe*  du  tecoud  àe^ré 
dont  une  «st  im  cercle  réel  ou  imaginaire.  Ce  n'est  pas 
antre  chose  que  la  surface  des  ondes  de  Fresnel,  qui  re- 
présente le  moavementdu  rayon  lumineux  dans  les  sub- 
stauces  biréfringentes;  M.  Peilîn,  k  qui  nous  avons  em- 
|iruiiié  cette  théorie,  l'a  discutée  complètement  dans  sa 
Thèse  de  Doctorat,  soutenoe  en  i858,  et  imprimée  chez 
M.  Mallet-Bachelier. 

SOI.  Unjeunegéomètre,M.  Haton  delaGonpillière,  a 
étudié  d'ane  manière  toute  particulière  non  plus  les  som- 
mes ^mx  et  Sfnx'  relaUves  aux  centres  de  gravité  et  aux 
moments  d'inertie,  mais  la  somme  ^mxy,  et  cette  étude 
l'a  conduit  è  quelques  résultats  intéressants  qn?il  est  utile 
de  résumer  ici. 

Cette  soimneSnu^,  que  nous  appellerons  le  moment 
de  taxe  x,  peut  Être  représentée  par  fiXY,  p.  étant  le 
masse  totale dusjstèmeelX,  YdeaxquanUtésasiujeldes 
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■implemenl  k  vérifier  l'équation 


Cette  équation  ne  suffit  pas  à  déienniner  c 

es  deux  < 

]uan- 

tUé»,  et  on  peut  prendre  pour  Me  lus  dcu 

\  eoordo 

nnées 

d'un  point  quelconque  d'un  cylindic  à  ha 

se  d'I.yp. 

■rbolc 

équiUtère  asymptoiique  aux  plans  coonl.iT 

tm-s.  Ce 

eylin- 

dreesl  tel,  que  le  momeut  ue  change  pas  lo; 

dense  tonte  sa  massu  sur  sa  surface,  en  l'y  t 

r-pa  [tissa 

inldtl 

reMed'unemaiiièri;quelc  oi»]m;.  Mais  nue  1 

iy|iL'rbol( 

;dont 

nière  la  pl«,           si  I  on  ,],m<n-  en  onln: 

Mndemî-axe  trunsverse^  en  le  désiguant  pi 

irl,  l'éqL 

devra  prendre  la  forme 

.Cettequ3nUtëX,qul  représente  unelonguenr,  est  analogue 
an  rajon  de  gjrration  ;  nous  l'appellerons  le  paramétre  du 
moment. 

9IE&,  Conndérons  an  second  ajstèoie  de  plans  6xes 
{x',  y)  qui  fasse  avec  le  premier  {x,  jr)  un  angle  f,  on 
passera  du  premier  système  an  second  à  l'aide  des  formules 

a<  =  jsin^ +  ircosf,    j-'=j-«'»f  —  ■•rsinf , 
d'où  l'on  tire 

jy  =  (j' — x*]siof  eosf +^(cos'<p— sio*p), 
al»i*'y=sin2if  ïni(j^ — aznrxj'.cosaf. 

Si  maintenant  noua  prenons  sur  l'axe  une  origine  arbi- 
trùreOpoorj  rapporter  des  coordonnées  2,  noua  anrons 
identiquement 
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G»  désignant  par  11  et  f  les  raynns  de  gyratian  relaUb  aux 
axes  des  x  ci  des  y.  Cela  posé,  en  divisant  par  [i  et  appe- 
lant     i  les  paramèLr(;.s  des  deux  systèmes  de  plans,  il 

c'est  la  Tormule  n  l'aide  de  laqttelle  on  déduira  Un  para- 
mètre quclcoïKjue  des  valeurs  connues  du  paramètre  et 
des  rayons  de  gjration  pour  un  système  particulier  de 

Cette  valeur  de  X'  devient  nulle  quand  on  a 

il  existe  donc  toujours  pour  un  axe  quelconque  un  ays- 
tèmede  plans  et  un  seul  qui  donne  un  moment  nul;  ponr 
abréger,  nous  appellerons  ces  plans  plans  nuls. 

203.  Si  l'on  prend  pour  plans  fixes  (X,  Y)  les  plans 
nuls,  ctqii'on  désigne  par  U,  V,  4,  ce  que  deviennent  u, 
y,  !f,  Xsera  nul,  et  l'on  aura 

a''  =:  [  V  ■ —  V'j  sin  a*. 

La  {iliis  grande  valeur  du  ci.'itii  expression  correspond  à 
*  =  4S":  si  on  lappellc  /,  on  aura 

/■=  U'  -  V. 

Ce  paramètre  principal  correspond  auï  plaus  bissec- 
teurs des  plans  nuls,  taudis  que  U,  V  sont  les  rayons  de 
gyralioii  des  axes  nuls  eux-mêmes.  Substituant  pour 

lj'^\>sa  val.'ur /'.  on 

et  il  fil  riisulm  quu  le  paramèlrc  1'  varie  coiuinc  le  rayon 
vecteur  d'une  iemu'scata  èquilatère  çui  aurait  pour  demi- 
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axe  transverse  en  grandeur  et  en  i/irection  le  paramitm 

principal  l  (fig.  4»)  ■ 

M.  Hatoii  du  k  Goupillièrc  appelle  en  général  Icm- 
niscatc  la  courbL'  uOlf,  (jitc  1<!  protluit  des  distances  p,  p\ 
de  chacun  de  ses  poîuis  h  deux  foyers  Ciws  l'Sl  égal  à  un 
carré  donné  o*,  cl,  en  partii-uliin',  lemnisratu  cquilatère 
cdle  où  le  côlé  du  carré  csl  la  dcmi-dislaucf  focale.  On  a 
ponr  cette  dernière,  en  posant  (fig.  4i) 

m=f,  riA=e',  ou=r,  MOF  =  tt, 

a'  =  p*p''=  (r'  +  à'  —  iarco»tt)(r'-t~a'  -t-  3«»-«»»i). 

—  {r-  +  a-Y  —  ,'[  fl=r-coS'o.  =  (^»  +  o>)'  —  2o'r"(i  +  coiaa.) 


Si  nous  reprcsenlOTis  par  /  le  demi-axe  a^v.  et  par  S 
l'aïitimt  rapporté  à  la  lanijente  au  centre  et  non  h  l'aie, 
d'où  (i>  =  S  —  0",  l'équation  qui  précède  devient 
r*  =  /*alna9,  identique  .quant  au  fond  et  i  la  représenta- 
tion géométrique  avec  X*  =  2* sin  a4>. 

204.  Si  pour  repréattntcr  géométriquement  les  para- 
mètres, comme  on  a  représenté  les  moments  d'inertie,  on 
portait  sur  chaque  bissectrice  des  longueurs  inversement 
proportionnelles  aux  paramètri-s  correspondants,  la 
courbe  lieu  des  extrémités  de  ces  longueurs  aurait  pour 
équation 


et  il  en  résulte  que  le  paramètre  varie  en  raison  inverse 
du  rayon  vecteur  d'une  byperbole  éqailatète  qui  a  pour 
axes  les  axes  nuls.  La  valenrde  l'axe  transveru  de  cette 
hyperbole  reste  indéterminée,  et  cela  doitétra,  puisque 
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toutes  les  hjrperboles  «quilatères  sont  des  conritea  sem- 
blables. 

205.  Voyons  matnienant  de  qndle  manière  le  para- 
mètre varie  quand  on  passe  de  l'une  à  l'autre  des  droites 
qui  forment  uu  système  on  faisceau  de  droites  parallèles, 
ou  quand  l'ase  des  moments  est  transporté  parallèlement 
à  loi-mAme.  Nous  appellerons  axe  central  celui  qui  passe 
par  le  centie  de  gravité  G  du  système;  pour  slmpllGer, 
nous  mènerons  par  ve  point  un  plau  pei'pcndiculairi;  à 
tout  le  faisceau,  cl  nous  appellerons  /lieds  i!es  droites  les 
points  où  elles  rencontrent  le  plau  pi.-rpendiculaire.  Pre- 
nons pour  origine  le  centre  de  gravité  et  pour  axes  des  jr, 

deux  droites  rectangulaires  menées  dans  le  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe  central;  soient  O  le  point  où 
l'axe  parallèle  rencontre  le  plan  et  OX',  0¥',  deux 
axes  parallèles  aux  premiers,  on  a 

Zm^y=ïm3^  —  Ç2»U"  —  Mima;  +  pïn, 

Mais  comme  le  centre  de  gravité  est  ûtuë  k  la  fais  sur 
les  axes  des  a;  et  des^T*,  ZnuretZrn^'sont  i)tds,et  il  reste 

s  mx'y  -  ■  Zmxy  -4-  ^Çtl  ; 

c'est-ft-diru  qu'oK  obtient  un  moment  quelconque  en 
ajoutant  au  moment  central  parallèle  celui  de  la  masse 
totale  réunie  au  centre  de  gravité. 

Si  l'on  pretiait  pourplans  fixes  les  plans  centraux  nuls, 
£nuç^  s'évaDouirait,  et  l'on  en  concluraïl  qu'un  moment 
^uehonquapttraU^auxplamcentrauxnulsesttttméme 
que  n  toute  la  masie  était  concentrée  au  centre  de  gni- 
\nté.  Si  an  contraire  oa  prenait  pour  l'an  des  plans  fixes 
le  plan  qui  réunît  l'axe  que  l'on  considère  à  l'axe  cen- 
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[rat,  ce  sera  li;  leriiic  fijn  qui  ilispiiiailia  ;  ci  l'on  ai  i  iicra 
à  celte  propositlOD  i\ae  le  momeiU  ne  change  pas  si  Taxe 
ceniraî  se  déplace  dans  un  de  ses  plans.  Enfin  si  l'axe 
considéré  est  situé  dam  un  des  plans  centraux  nuls,  son 
momeDl sera  nul,  et  l'on  arrivera  à  ce  nouveau  théorème, 
que  les  plans  centraux  nuls  sont  nuls  en  tous  leurs  points, 
ce' que  l'on  aurait  pu  conclure  de  la  propriété  bien  con- 
nue qu'un  axe  principal  est  a\e  d'inertie  en  chacun  de 
SCS  points. 

206.  On  peut  se  proposer  le  problème  i  nversc,  ou  cher- 
cher un  aie  dont  le  moment  parallèle  ait  une  valeur 
donnée.  Ce  problème  est  indéterminé,  lors  même  que  la 
direction  des  plans  fixés  est  assignée,  puisque  pour  déter- 
miner    n  on  n'a  qu'une  seule  équation 

f 

laquclli:  pi  ijiivi'  au  mi)iji5  rpn;  les  axes  de  même  moment 
//ani//i'/a  foimciii  un  l  y/îndre  à  base  d'hyperbole  étjui- 
laièri:  asjniploiîqur,  aiix  plniis  ceniraux  adoptés.  Pour 
obtenir  l'crjualion  générale  de  ces  l  ourbes,  rapporlons-les 
à  des  (vioriiounées  polaires,  en  prenant  pour  axt;  fixe 
l'axe  nul  .central  GX(/îg.  42).  On  aura,  en  posant 
GM  =  r,  PGX  =  y,  MGP  =  fl, 

E  =  GP=^eos[5-î), 
„  =  MP=Min(e-,l   et    ^^^  =  i>sinaT, 

en  désirant  par  X  le  paramètre  principal  de  l'axe  cen- 
trai; il  vient  ainsi 

i'una(fl — ip)=:V' — Vsinaf, 
équation  dans  laquelle  r  et  9  sont  des  coordonnées  cou- 
.rantes,  X  une  constante  fixe  qui  caractérise  ic  faisceau 

I.  .9 
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parallèle,  /'  et  91  deux  coustaiites  arbitraires  relatives, 
l'tuie  if  k  la  valeur  du  mooienl  que  l'on  se  donne,  l'aum 
f  A  la  direotion  fixe  que  l'on  adopte.  Si  l'on  considère  la 
direction  des.plana  comme  assignée,  ou  <f  comme  une 
GOoaUnte,  et-in'on  porteanr  chaque  axe,  h  partir  de  loii' 
piedf  vue  Imignenr  h  son  paramètre,  ce  qni  revient 
i  considérer  V  comme  une  ordonnée,  le  lieu  dee  extr^i' 
tës  formera  une  surface  du  second  ordra  qui  ne  peut  être 
qu'un  liyperbnloïdc  l'tjtiilatèrode  rëvoludon  à  une  nappe. 
En  effet,  1"  si  pour  avoir  sa  trace  sur  le  plan  perpendi- 
culaire au  faisceau  on  fail  Â'^o,  01.  aura 

'  hyperbole  éi|uilatci*c  enirc  le»  directions  fiïca;  a"  si  on 
li  coupe  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  bissectrice  des 
directions  fixes,  en  faisant  0  =  9+  iSS",  il  viendra 

équation  d'un  cerclf*.  Ainsi  donc  :  le  paramètre  des  mo- 
ments parallèles  varie  comme  l'ordonnée  d'un  l^per- 
boloï/te  pquilatère  de  révolution  à  une  nappe  qui  a  pour 
axe  lit  bissectrice  îles  directions  fixes  et  pour  rayon  de 
gorge  le  paramètre  central,  qui  leur  correspond. 
Si  dans  l  eipiatiou 

on  fait  9  =  0,  il  viejil  r  =  ±  A  ;  ut  si  l'on  jiorle  sur  l'axe 
GX  de  part  et  d'autre  du  centre  la  loupieur  1,  on  oblien- 
dra  deux  points  V,  V  que  lou  petit  appeler  foyers  el  où 
secroisent  toutes  les  hy]H'rbcilcs  éi{uiiatcrcs.  Ces  foyers 
sont  uuit|uc3,  deux  liyperholes  de  niÉnic  centre  ne 
peuvent  se  i:oup.'r  .ju'en  deux  points  syniclri.[ues.  l.a  pro- 
priété caryctérisli'pie  de  ce;,  foyers  est  évideuiinctit  ijue  la 
direction  des  plans  nuls  y  csl  indéterminée,  puisque. 
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pnlioif  (jui  y  passe.  Aiusi  lioiir,  if  exislp  /niijnnn  iliin.t 
un  faisceau  ilr.iix  nxrs,  et  rien  que  //eux.  pour  Icsi/iii-ls  ies 
plans  nuls  sont  quelconques.,  de  telle  sorte  que  tous  les 
paratnktres,  e.t  parmi  eux  le  paramètre  principal ^  y  sont 
nuls,  ou  que  tes  rayanS  lie  gyration  de  toutes  les  tiroilea 
menées  par  leur  pied  dans  le  plan  sont  égaux.  Ces  axes 
sont  sitaës  de  part  et  d'autre  de  l'axe  cenlral  le  long  de 
celai  des  axes  nuls  qui  a  le  plus  grand  rayon  de  gjration 
(pour  qué  X  soit  r^]  et  à  uni:  dislance  ^ale  au  paramètre 
ceutral  principal,  de  sorlc  que  les  foyers  sont  précisé- 
ment les  sommets  de  la  lemniscate  équilatèi'e  (n"  2U3}. 

207.  On  sait  di^puis  louglcmps  qu'un  axe  principal  est 
axe  d'inertie  en  tous  ses  points  ;  si  l'on  voul  se  ropiéseiiter 
la  série  des  autres  axes  sur  tout  son  parcours,  rien  n'est 

axes  principauv  perpendiculaires;  ils  furmeni  donc  par 
leur  ensemble  les  deux  plans  principaux  ipii  passent  par 
l'axe  considère,  et  iU  tes  décrivent  en  restant  parallèles 
à  ens-mèmes.  On  sait  de  plus  qu'un  plan  principal  est 
plan  d'ÎDer^e  dans  tonte  son  étendue,  c'est-à-dire  qu'en 
tous  ses  points  l'un  des  axes  d'inertie  lui  est  perpendicu- 
laire; or  les  autres  axes  situés  dans  le  plan  principal  peu- 
vent être  considérés  comme  les  axes  unis  de  chaque  point 
du  plan,  et,  appliquant  à  ce  cas  particulier  les  résultais 
précAlents,  on  arrive  à  celte  conclusion  :  La  série  dos 
points  d^an  ptan  principal  pour  lesquels  les  axes  d'iner- 
tie ont  urie  direction  fixe,  forme  une  hyperbole  équila- 
térequin  ponrasymploles  tes  droites  menéiis  par  le  centre 
de  gravité  dans  ces  directions.  Toutes  ces  hyperboles  se 
croisent  aux  deux  foy  ers  principaux,  et  la  série  de  leurs 
sommets  forme  une  temniscale  équilatèrc  qui  a  ses  pro- 
39- 
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près  sommets  en  ces  deux  foyers.  Pour  ces  derniers,  les 
deux  axes  d'inertie  sont  quelconques,  et  l'ellipsoïde 
d'inertie  est  de  révolution. 

Nom  a'îroDS  pas  plus  loin  :  ceux  de  nos  lecteurs  qui 
dâsireraieat  plot  de  détails  sur  cette  théorie  de  la  géo- 
métrie des  masses^  comme  l'appelle  M.  Haton  de  la  Gou- 
pillière,  les  trouveront  dans  sa  Thèse  pour  le  Doctorat, 
imprimée  cbes  M.  Mallet-Bachelier  en  1857,  et  dans  le 
trente-septième  cahier  du  .Journal  de  l'École  Polytecb- 
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Thiiurii;  de  l  nllrnrli..ii  i.Mi^.Tr-r  Lli.,  ,,ropoflic.iiiwHB  nui  Dia):>ei  «t  en  rai- 
'.m  invi.™  <iii  i.;ir.,-       \:<  lii-iauce.  —  Auraclign  d'un  poinl  >ur  un 


corpi  rormé  de  coucba  concnnlriqu»  èt  hDmDg&ma;  eu  oft  U  dooiild 
dlminne  proporUonnBlIcmapt  k  ladhlancean  centre.— AIMcflon  d'un 
ellipwldB.  — Cnmpoiinleiet  réialltnle  de  l'ilIntlIoD  daDilacMd'uii 
point  InlériDur  et  dani  le  c»  d'un  poInl  eil^rieur.  —  Allncirani  ^sitea 

df»  i^llipHjIdet  homofucnui,  —  Ailrstlinn  d'un  cllipsold.-  de  r^otullan.  ' 
-C=.  IVx^cmrkU.-...l  Irt-petil...  - r.o,.,|.o«n.e«  d^,  .llraclion. 
..>.T.BS<  raralW.m.,,,.  ,.1  p..r,,o,,dLcuL.ircm|.„t  l,  rcvoUUign, 

■llrardon  sur  un  point  exlérieur.— Calcul  de  li  pesanteur  ■  l'équaleor. 
Il  la  latitude  1  et  la  baDlenr  h  wdeupt  du  toi.  —  Atlnaion  des  cnn- 
timnli.  —  Allnetian  des  maeiei  •ou»  Toliraiei  Soii. 


SUS.  L'expérience  moiiire  que  deux  corps  quelconques 
de  la  nature,  mîs  en  présence  k  des  distances  finies,  sem- 
blent exercer  Tun  sur  l'autre  une  altraciion  tlirectiimcnt 
proportionnelle  au  produit  des  masses  des  deux  corps,  in- 
versement proportionnelle  au  carré  de  leur  distance;  et 
nous  avons  à  donner  la  théorie  de  cette  attraction,  à  déter- 
miner p.ir  l'analyse  la  résultante  des  acdons  mutuelles 
des  éléments  des  dcus  corps,  actions  variables  avec  leurs 
Tormes  et  leurs  dimensions.' 

Considérons  d'.ibord  un  point  tiinff-i'ic!  A  nliiiv  par  un 
corps  de  forme  quelL'oi]([iiu;  cetii;  aura,  lion  ''st  c^ui  i  ct' 
par  chacun  des  éléments  du  corps,  et  la  résull.inle  des 
attractions  élémentaires  coustîtuerattraction  totale  excr- 
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(.■lit'  par  If  <:orpE.  Pri.'iioiis  pour  origin»;  O  {J'S'  à^)  u" 
l>oiril  (|ui'l(-o[ic]Uc'  ilnns  l'Iiilijj'iinii'  ilu  corps,  ei  pour 
axo.  co.,r<!.mTi<.->  «■.■iaLif;uliil irs  OX,  OY,OZ; 

si-paroi]»  ^ar  b  jiensiie  dans  le  corps  atlirant  UD  élément 
niljBiineiil  petit  doçt  U  masse  dm  puisse  Être  considérée 
comme  concentrée  en  unpoinlP  de  l'élément,  ayant  pour 
coordonnées  x,  y,  s;  appelons  x,/,  s  lus  coordonnées  du 
point  matériel  attiré  A ,  m  sa  masse  ei  r  la  distance  AP 
des  deux  points  déterminée  par  l'éqnatioti 

r'=(x-x)_+(j— y)'  +  (s-i)'. 
L'atlracdon  exercée  par  l'éliâment  P  sur  le  point  maté- 
riel Asera,  en  venu  mfime  de  la  définition,  A  étant 
une  constante  néceasai rement  égale  à  ['attraction  de  l'u' 
nité  de  masse  sur  l'unité  de  masse  placée  à  l'unité  de  dis-, 
tance.  Cette  force  d'attraction  s'exerce  par  hypothèse 
dans  la  direction  AP  \  les  cosinus  des  angles  que  sa  direc- 
tion fait  avec  les  trois  axes  sont  dooc.  ' 


i:l        Iruis  (:l>]ii|iu^:i[U(7S  de  l'attraction  élémentaire  sui- 

Si  maintenant  on  dôsigiio  par  X ,  \  ,  /.les  trois  i;tiu)pu- 
sanles  de  l'attraction  lotali:  «jxt^iréu  sur  le  point  A,  on 
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l'iniégratiOD  dcvsDC  s'étendre  à  loute  la  masse  du  corps 
attirant.  Si  Ton  désigne  par  U  la  foni^lion  di-s  forces,  ou 
qu'on  pOM 

U  =  yjxrfx  +  Y((r  -h  Zrfi)  =  -  km  I 
li!5  (rois  inti'gralcs  ou  i  omposanifs  X  ,  \  ,  Z  SLTonl  c\pri- 

\  =  ll.r  ,    Y  =  D,  r,  D;ll. 

Cette  propriûli!  rtnii.irqunbk'  subsislc  mi^mi;  dans  le  cas 
où  la  deusité  du  corps  attirant  cnt  variable,  et  où  l'attrac- 
tion s'exerce  suivant  une  fonction  quelconque  de  la  dis- 
tance. Dans  ce  oas  gécéral,  en.cQct ,  les  composantes  de 
l'attraction  exercée  par  le  corps. sur  lo  point  matériel  A 
seront,  en  Appelant  p  la  densité  du  corps  jin  point  P,  et 
F  (r)  la  fonction  de  la  distance  suivant  laquelle  s'exerce 
l'altractioD, 

X  =  m  JJ y*pï-^F(r]rfxrfjrfï, 
on  a  d'une  p-n  t 

dr       X  —  X       ilr      j  —  y      dt       i  —  z 
dx  r  dj  r  d%  r 

et  si,  appelant  ^  (r)  la  fonction  dont  la  dénvée  par  rapport 

,-i  rt-si  F(r),  on  |>ose 

■■'J'SS?1{'-)  dxdydz  =  V, 
on  aura  cvidemment ,  en  admettant  toutefois  que  la  fonc- 
tion q»  (r)  no  passe  pas  par  l'inlini  entre  les  limiles  des  in- 
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X  =  D,U,    T=D,U,    Z  =  D.U. 

309.  Revenons  au  cas  particulier  de  l'attraction  en  rai- 
son inverse  du  carré  de  la  distauce,  La  fonction  des  forces 
U  et  ses  dérivées  par  rapport  à  x,  y,  s  sont  des  fonctions 
finies  et  coniînucs  de  ces  variables,  à  la  seule  condilion 
f|iie  la  densité  ne  sera  pas  supposée  infinie;  c'est  r-e  <|ui 
rusnlte  Imniédialcracnt  des  équations  qui  exprinienlU, 
X,  T,  Z,  lorsqu'on  admet  i]in'  r  cal  toujoiir6  plus  grand 
que  zéro,  ou  lorsi{uc  le  point aciinf  i-sl  cxtériinir  an  cor[)s 
altirant.  l'our  prouver  qu'il  tn  esl  encore  tli'  nifme  lors- 
que le  point  alliré  appartient  au  corps  attirant,  ou  esl 
si  lue  dans  rintéricur  du  corps  attirant,  il  suffira  de  rem- 
placer les  co(irilonni;es  rectangulaires  par  les  coordonnées 
polaires  en  raisaitl 

<f  étant  l'angle  que  la  distance  r  fait  avec  l'axe  des  x  et 
l'angle  que  fait  avec  le  plan  xy  le  plan  pasiant  parla  dis- 
tance r  et  par  l'axe  des  x.  L'élément  dn  volume  sera  alors 

r'nofdfJ-idr, 

cl,  par  suite,  en  appelant  p  la  densité  au  point. P,  on 

•lia  =  pr'  sin  ^il^d-^dr, 

X  =  D,U  =  — *m///pMn,cos.rf,</i|irfr, 
Y=D^V  =  —  intfffpsm'fan^dfd^dr, 
Z=:D.U=!  — *m  ///(uin'tsin^-rffd^irfr. 

Or  ces  valeurs  montrent  évidemment  que  la  fonction  de» 
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forces  et  ses  dérîvéRs  laiit  des  quanlités  Ëuies  ei  cotiii- 
nues; 

-Sî  l'on  pieod  les  .dérivées  secondes  de  la  functîon  U  ex- 
primée en  coordonnées  rectangulaires ,  on  trouvera 


Dans  li:  cas  où  r  11e  peut  pas  èlie  nul .  r'i-sl-ii-dire  latil 
Hae  le  point  ,-ittîré  est  en  dcliois  ilii  coi  ps  allirant ,  les  se- 
conds membres  .de  ces  équalious  reslent  finis,  cl,  en  les 
ajoutant  membre  à  membre,  on  trouve 

D^U  +  D^U  +  D;  U  =  ii'J  U  =  o. 

Le  paramètre  dn  second  .ordre  de  U  fonotion  des  forces 
U  est  donc  alors  idenUqnement  nul. 

Il  n'en  est  pins  ainsi  lorsque  le  point  matériel  attiré 
fait  lui-même  partie  da  corps  attirant.  Pour  savoir  ce 
que  devient  alors  le  paramètre  dlfïércnticl  A'U,  conce- 
vons une  sphère  infiniment  petite  (]ui  entourp  et  renferme 
le  point  matériel  A;  appelons  U' !a  fom  lion  îles  loi  tes 
pour  toute  rélciiilue  de  cette  petite  sjilièiu  ei  L  ''  la  fune- 
Ûon  des  forces  pour  tout  le  rcsic  du  corps  ;  L"  satisl'era 
à  l'équation 

D)U''-t-B^D"-H»;U°=o. 

Si  l'on  désigne  par  ^,  r,,  ^  if>  cDonlonnées  du  centre  C 
de  la  petite  splièn:  [  /i^.  4.j) .  pai'  R  son  rayon,  par  p  la 
densité  au  point  attiré  A  devenu  l'un  des  points  du  corps 
attirant  et  dans  toute  l'éiendue  de  la  jictitc  spbére ,  par  d 
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la  disiancc  CA  du  po!m  attiré  A  au  .centre  C  de  la  pe^te 
sphère,  par  r  la  distance  PC  de  ï'âémml  attirant  ou  du 
poÏDl  P  au  centre  C  d«  la  pèUteiphâre;  par  ^  l'angle  PCA 
de  PC  on  r  avecCA  ou  d;  enfin  par  f  l'anf^e  qoe  le  plan 
PCA  fait  avee  un  plan  fiie  mené  par  CA  :  on  anrs 

PA  =    =  ^r'— zrdoos+^-d', 

(/m  =  p'r'sin  ^dfd'^di , 

ridlégralion  devant  s'élundre  par  rapport  à  r  depuis  r  =  o 
jusqu'à  r=R;  par  rapport  à  iji  depuis  t^  =  o  Jusqu'à 
^  =  par  rapport  à  9  depuis  9=0  jusqu'à  f= an.  Une 
double  intégradon  par  rapport  à  ^  et  f  donne  . 

■)■  =  -  :.,i«,jrV+ 

équation  dans  laquelle  il  faudra  toujours  prendre  pour 
^{r— d)'  la  valeur  positive  du  radical.  iDonc,  puisque  d  eil 
toujours  plus  petit  que  B,  on  aura 

-b-¥*f>'  ■  ■ 

=  |d-+(R'-d']  =  R'-jd'. 
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Sub3liiuanl  celle  valeur,  on  Iroiiv.; 

et  pârce  que  d*=     - £}•  +     - n)' +  (« -0', 

d'où  l'on  tire,  en  (iill'érentiaiit, 

D,ÏJ'  =  |w*™p(j-— n),  D;u'  =  |7T*/np, 
D.ll'  =|ir*nip  («  —  (),      D;U'  =  |^*njp, 

Cl,  par  coDi&]uent, 

D^D'  +  DjU'  +  D|  U'  =  4Î'>B'  =  4ir*«p. 

Poar  le  reste  du  corps  attirant,  on  a,  eommeoit  l'a  vu 
précédemtnent , 

U"  +    1]"+ D|  u"  =  mil'  =  o , 

on  aura  donç,  en  ajoutant, 

D^U  4-  D*U  +  D)U  —  A(«U=  Û('1D'  +  iOU"  —  ^rimp, 

p  (liant  il  la  fois  la  densité  du  corps  attirant  et  du  point 
maiénel  aitirt:  qui,  dans  io  cas  que  nous  considérons,. fait 
pariiu  de  ce  corps.  On  peut  regarder  cette  dernière  for- 
mule comme  générale,  ou  l'étendre  aux  deux  cas  du  point 
attiré  exiérieiu^  et  du  point  attiré  intérieur,  en  admettant 
que  lorsqu'il  s'agît  d'un  point  situé  à  l'extérieur  du  corps 
attirant,.  la  densité  p  est  nulle.  A  la  surface  même  du 
corps  atiivant  DJU  aura  deux  valeurs  égales  à  celles  que 


leurs  infini  ment  petites  poritives  ou  natives  de  ^x. 
D^U  et  DIU  auront  de  même  en  général  deux  valeurs, 
de  sorte  que  dans  ce  cas  l'expressi.on 

D^U+D^U  +  d|U=aWU 

aura  en  rtalité  buil  valeurs  distinctes. 

"iifi.  SI  Lï  distance  du  point  attiré  au  corps  attirant  est 
très- grande  par  rap]iort  aux  dimensionsde  ce  corps,  on 
peuidazislc  rah  ul  de  la  fonction  des  forces  U  développer 

la  quantité  ~  eu  une  série  ordonnée  snivapt  les  puis- 
sances et  les  produits  des  coordonnées  z,  y,  z.  Si  l'on  fait 

on  aura 

i  =  [  Jt-  -  a    X  4- J'y  +      +  (x-  +  y  +  z')  ]"  ■ 
~JI  JP 

cl,  par  suite, 

-<,„[i/,/„,+|,/».,n  +  j/„,.,-^^/..,„ 


■]■ 


Si  lUaintCRaut  on  prend  pour  origine  0  de»  coordunu^ 
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le  ceoiro  de  graviic  G  tlu  corps  attirant,  et  qu  on  appelle 
jx  la  masse  totale  de  ce  corps,  on  anra 

fxdm^o,   /yrfni  =  o,   fzdm  =  o, 
et,  par  anïte,  , 

Or  SI  la  dialauce  It  osl  Irèa-grandc  i  clatiïpmenl  aux  coor- 
données x,  y,  E,  on  pourra  réduire  cette  valeur  de  la 
fonction  des  forces  n  son  premier  terme, 'et  l'on 'aura, 
par  conséquent, 


,«P,  égale  h  elle  sVx,-r,  <.,.,  su.-  I.  ,,„in.  A  dans 

la  diii-etion  AO  ou  AG,  On  t-r.  (conclut  ci^  diéoréme  foo- 
dainetilal  ;  Si  la  iLstance  du  point  matéiiel  attiré  est 
très-grande  par  rapport  aux  dimensions  du  corps  atti- 
rant, l'attraction  cxerci-c  est  sensihlcmcnt  la  même,  en 
grandeur  cl  en  direclion,  que  si  la  mafse  entière  du  corps 

211.  Considérons  le  cas  où  le  corps  altiranl  est  une 
rouche  sphérique  concentrique  et  homogène  dont  nous 
prendrons  le  centre  O  pour  origine  des  roordonnées. 
Appelons  R  la  distance  OA  =  \/2:'-i-''y'V  s'  du  point 
attiré  au  centre,  P  un  élément  de  la  conclu;  spliciique 
sensiblement  concentré  au  point  P;  0P=r=y'x'+y'-|-7.' 
la  distance  de  Nlément  au  centre  O;  l'angle  qui;  lu 
droite  OV  fait  a?ec  OA  ;  <|<  l'angle  que  le  plan  OPA  fait 
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avec  un  plan  fixu  arbîtiiiin;  |)asï3tii  pai'  la  droite  OA  :  Itj 
et  lus  dtanièirc8  iniérieur  et  cxténear  de  la  cauohc 
sphértque  ;  r  k  ilisUiice  PA  du  poim  aitirani  P  (s,  y,  z} 
an  point  aliiré  A  \x,  y,  x)  ;  p  enfin  la  densîtë  nnifonne' 
de  la  coiicfae  sphénque  bomogène  ;  on  a  dans  le  cas  ac- 
tuel 

dm  —  Aa<fd<fdi(dT, 
r'  =  V —  3Rrco$7+r', 
CI  ia  fonction  des  forces  U  est  donnée  par  l'équation 

les  iiiti'gral'ioiia  avaiH  Uni  [i.ii  i  :i|ijiiii't  r  ilcjiuis  r  =  R, 
jusqu'à  r  =  H,;  jiiir  ra|j[)riil  ;i  r/.  il.'jmis  =  i)  j usqu'à 
»^jT;f..liu  priaiiport  h  ij.  drjmi. 'J.  ^  ..jusqu'à  tf-=alt. 
Inu-graiil  dabord  par  rapport  à      ou  li-ouve 


-  aRrcosf +.'' 


■i.  Il  I-  toSf  +  r*  -t-'conil, , 


le  radical  devant  totijours  être  pris  avec  sa  valeur  absolue 
positive.  On  aura  donc,  si  R  est  plus  grand  que  r  ou  égal 


i  plus  putii  quer, 


L====^==  =  -  (  (  T  +  R 1  —  (  r 
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Substilaailt,  on  trouve  : 

l"  Si  le  point  alliré  est  extérieur  k  U  couche  sphériqae'i 
et  par  cmuéqcieiitRiDajoiirs  plus  grand  qne  r  (^g.  45), 

^=  —  ''"?X_    — =  3R  =  R^' 

étant  la  masse  entière  de  la  roucbe  sphériqucSi,  après 
avoir  substitué  pourR  sa  valeur ^x'-i-y^-hz'fmi diffé- 
rentie  tour  à  tour  par  rapport  à  :r,  y,  z,  on  trouvera 

La  rûsuhanti!  ci's  irni,-.  coni]iosiHil;;s  lîonui'  pour  l'at- 
tractioii  il<^  la  coiiilic  ,s(>hori([iic 

IV  ^  R' 
Comim;  ci'Ue  lésullnnlc  agil  en  oulri;  (lins  la  direction 
du  rayon  ih  la  couclio,  il  en  riisullc  tjuc  rattj'arlion  d'une 
couehc  sphérlque  homogène  et  concentrique  sur  uo  point 
extérieur  est  absoinment  la  même  que  st  la  masse  tout 
entière  de  la  conche  était  réunie  on  <Hnidensée  en  son 

9°  Si  le  poinl  attiré  est  situé  en  dedans  de  la  conche, 
si  par  conséquent  R  est  toujours  pins  petit  que  r  (^g.  ^6), 


Les  composantes  do  l'altrartion  seront  données  par  les 
équations 

X  =  D,U  =  o,    T=D,U  =  o,    Z  =  D.U  =  oi 
l'attraclioit  exercée  par  uilc  coudit;  sphérîque  homogène 


4fi4  sTtrKiuE. 

et  coiireiiirii)U(.' ïur  un  |)i>iiii  iiilûrieiir  est  donc  absolu- 
ment nulle. 

3"  Si  le  point  altiré  est  situé  dans  b  l  ouche  sphérique 
même,  et  que  l'on  ait,  par  conséquent,  R  <  H,,  mais 
H>Bi(/g.'47).  onaura 

Comme  R  est  toujours  plus  petit  que  r  dans  la  première 
intégrale,  toujours  plus  grand  que  r  dans  la  seconde  in- 
tégrale, on  aura 

On  en  déduit  pour  les  composantes  de  raitrariioit 


La  résultante  ou  l'atlraction  totale: 


r  consequci 


4, 


,      a.  —  n,-    ,   A  K'  —  Il 
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ei  elle  s'evercL'  dans  le  sens  du  rayon  de  la  couclie  sphë' 

On  seiail  ai  rin;  an  mùciiu  résultat  si,  par  riincrmé- 
diaire  d'une  iroisièiui.'  sjilièro  ayaiil  pour  rayon  la  dis- 
tance au  ceiitie  du  point  attiré,  on  avait  partagé  la  couche 
ephériquc  en  dcus  autres  couches  concentriques,  l'une 
extérieure,  l'autre  intérieure,  par  rapport  au  point  attiré. 
En  eflet,  l'attraction  exercée  par  la  couche  extérieure  est 
_  identiqttement  nulle,  tandis  que  l'attraction  de  la  couche 
intérieure  a'excrçant  comme  si  sa  niasse  ^  itp  (K* —  R*  ) 
^tait  réunie  en  son  cciilrc  de  gravité,  serait  ^ale  à 

Si  est  nul,  c'eat-à-diru  si  la  couche  sphérique  se  change 
«n  une  sphère  pleine,  la  résultante  devient 

et  l'on  en  conclut  ({uc  l'attraction  exercée  par  une  sphère 
homogène  sur  un  'point  situé  dans  son  intérieur  est  di- 
rectement proportionnelle  à  ta  distance  an  eentredn  point 
attiré.  , 

212.  Les  valeurs  de  la  fonction  des  forces  et  de  l'altrac- 
tîoii  auxquelles  jious  sommes  arrivés  dans  les  numéros 
qui  précèdent,  peuvent  se  déduire  sans  peine  des  équa- 

D^U  -t-  p;  U-h  d;U:?;o, 

■  ou 

D^U-+-p*U.+  D;U=4w*Jnp, 

<|ui  ont  lieu,  la  première  quand  le  point  est  exlérieur,  la 
I.  .  3o 


ITkTIQUE. 

seconde  q\iind  le  point  est  înlérieur  au  corps  attirant  ou 
OD  fait  parUe. 

En  cffel,  l'éqaation 


donne 


par  conséqnrni 

!■  —  d||  u(n,R)'-+-nni;    r  ~  ^  d;,u  -i- d„  u  — 

0  =  DiU(D,H)'+D„UD|R  =  ^,D;n  +  i  D,ll— ^  D,U, 

et,  cil  ajoutant  membre  h  moinlire, 

D^U-f-D^  U  +  D)  U  =  Dj,U  4-^  D,U. 
On  aura  donc,  ponr  un  (loint  exiéricnr  an  rorps  attirant, 

d;,U  4-|  D„U  =  o'; 
pour  un  point  rxit-rieur  nu  adhérent  au  corps  attirant 

symétrique  par  rapport  à  la  distance  R  du  point  nitiié, 
la  fonction  des  forces  U  doit  âti-c  une  fonction  de  R  seul  ; 
de  plus,  l'attracrion  de  la  coucbe  doit  nécessairemeni 
s'exercer  dans  la  direction  de  la  cïroïie  R  et  éiie  égale  a 
Dnll.  Les  premiers  membres  des  équations  qui  précédent 


sont  donc  Uns  diflti-ciiti elles  exactes  nu  TOniplélcs.  Dr  fait, 
multipliées  par  R>  et  intégrées,  elles  donnent  dans  le  cas 
on  le  point  attiré  ne  fait  spas  partie  du  rorps  attirant. 


«t  quand  ce  point  attiré  fait  partie  du  rorps  attirant 

^'DbV=  i^imf  yR'rfR  =  |if*™pH'+i»nstHnie. 

Admettons  que  le  point  attiré  est  tout  i  fait  intérieur  à  la 
GOndie  sphénqiie  ou  que  R  est  toujours  [dus  pelît  qAe 
B,-,  on  a  alors 

a=D^ll  =  amsianle; 
et  l'attratition  D,iU  est  donn^  par  l'équation 


Pour  déterminer  la  constante,  on  peut  remarquer  que 
si  II  est  nul,  ou  que  si  le  point  attiré  est  situé  au  centre 
de  la  LOuche,  l\ntr.<-liL.n  D,.Li  doit  C-lre  nulle;  la  mn- 
stanlc  rst  (lotie  Loiijoui  s  égale  à  zéro,  et  par  conséquent 
l'atiraction  est  elle-même  toujours  nulle  tant  que  lepoiiit 
est  dans  l'inlérieur  de  la  couche.  Comme  d'ailleurs  celte 
«tiraclion  est  ntte  fonction  continue  de  R ,  elle  sera  en- 
core nulle  lorsque  R  sera^al  à  R,-  ou  que  le  point  attiré 
sera  situé  sur  la  surface  intérieure  de  la  couche  sphé- 
riqoe. 

Admettons  en  second  lieu  que  le  point  attiré  fait  partie 
<lc  la  couche  attirante,  l'aitraction  sera  dans  ce  cas 


et  comme,  en  raiiion  de  latMmtinuité,elle  devra  approcher 
3d. 


^«8  -iiMvi  . 

de  zéro  a  mcfiuii'  qui'  li  ^  n|i|>ii)i  liura  iic  II,,  la  c()iis[aiilc  C 
devra  Êlre  ^alc  à  —  R,' ,  pi  l'on  aura 

D,i,=|.,,„!iT_!i:. 

Sur  lu  surface  extérieure,  ou  lorsque  R  =  R„  t'aiLTiGiioR 

■Jeïipiidra 

Supposons  ciiCii  <jiii!  k-  jiuînl  alliiù  esl  luul  à  fait  t»li'- 
riear  à  la  couche  spliéiique  aiiirantc  ou  que  R  est  toujours 
plus  grand  que  R^  ï  on  a  de  nouveau 


I.orsrjiip  R  cl:-vi,  iidr.i  égnl  ri  Ii„  coin-  c'i|iiaii..n  doit  don- 
ner [lOilr  l),iV  la  v.-ilcur  que  nous  a\ons  trouvée  lorsque 
\i3  |ii>iiu  aClii'.iiil  élail  s'iluv  à  i:i  su i  face  i^xlcricurc  de  ta 
coucbc  sphcriqup;  on  diivra  donc  avoir 

£  —  i^i; 

et  par  conséqncnt 

C  =  im{t,    D^13  =  -^^- 

Les  valeurs  trouvées  pour  l'aiiractian  par  celte  seconde 
méthode  coïncident  pleinement,  on  le  voit,  avec  celles  des 
numéros  précédent». 

213.  Les  mêmes  thcorcracs  relatifs  à  l'allraclion  trou- 
vent leur  application  lorsque,  au  lieu  d'être  cDiièromcot 
liomogàne,  la  splière  se  compose  de  couches  de  densité 


kirnACTlON    UHITEnSELLK.  ^6(} 

lUriérenlc,  mais  uiiifonno  pour  chaque  couclie;  puisque 
l'attracûoD  totale  «t.DécesMircmeni  égale  à  )a  somme  des 
attroctioiv  des  ctoucliM  individneilea.  Or  si  le  point  est 
extérieur  i  U  sphère,  îl  est  attiré  comme  si  la  masse 
entière  de'  la  sphère  était  réunie  en  son  cmlre;  et  la  ma- 
nière dont  la  deiïsîté  varie  d'une  couche  a  l'autre  est  tout 
à  fait  sans  influence  snr  l'attraction  exercée.  Si  le  point 
attiré  est  situé  dans  l'intérieur  de  la  sphère,  on  peut  con- 
cevoir une  surface  sphériqnc  coiici^iiiriquc  ijuî  passe  par 
ce  point;  l'attraction  de  la  couclic  cxttirieurc  usl  nulle  et 
l'on  n'a  jjIus  a  timïr  couiplc  ijui:  di:  celle  de  la  sphcro 
intérieure.  Mais  pour  an  ivci-  dans  ci;  cas  à  trouver  l'ex- 
pression ^éiiérali;  du  i'ailraclion  cxcrcci-,  il  faudra  néces- 
sairimcul  coiiuaitr  c  la  loi  suivaiu  laquMIc  U  ûcnsUé  varie 
d\ine  couche  à  l'aulnr. 

Admcliotis,  par  cïcmpk ,  iiu'à  partir  du  ctnli'c  i-IK-  di- 

ri;alc  ;'.  p„,''ct  qu"'!  l-'  'H^lain:''     'hï  tcrilrc  cllt^  devienne; 

— c/-.  Appelons  coninic  prtTcdoraracut  lï,  li;  rayon  (■\- 
térieur  du  la  sphère,  It  la  distance  au  centre  du  point 
attiré,  R  étant  plus  petit  que  R,.  La  masse  du  noyau 
sphériqoesnr  lequel  pose  le  point  attiré  Sera  alors  ^ale  à 

Cette  masse  euncciUrcc  au  centre  exercerait  une  allrae- 
lion  égale  à 

^[l-(-r")=i-"»(-r«)]- 

et  cette  allraciion  sera  pur  conscqucnt  ccUr  e\crcéc  pat- 
U  sphère  entière.  L'altraciion  sur  uu  point  intérieur  dans 
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l'iiypothise  d'une  deiuilé  uiûfonnéiiiiHit  décranunie  ■ 
partir  du  centre  tsai  donc  la  dilKrence  de  dem  termes, 
dont  l'un  est  simplement  proportionnd  *  la  diaUncc 
au  centre  du  point  aliîr^,  dont  l'antre  est  directement 

proporlioniiel  au  carré  de  cette  même  dislBD(.'C. 

214.  CoiisiJéi'uii^  le  LMs  uù  le  rorp  ;illii'aiiL  t;st  un  el- 
lipsoïde li(>nio};éiie  dont  la  surl'are  a  pour  équntion 


Conscrvuii.'.  le»  mêmes  notations  <|ne  précédemment,  et 
calculons  d'uburd  la  ronciion  des.fon^s  donnée  par  l'c- 
ijuaiioii 

•  .  '///^-  ■ 

l'intégrale  devant  s'étendre  à  toutes  les  valeurs  de  K,  y,  x 
.<]ui  âlisfoni  à  la  coiidilion 

Pour  intégrer  ou  peut,  suivant  une  méthode  proposée 
d'abprd  par  Lcjeune-Dirichlel,  commencer  par  étendre 
les  limites  de  l'intégrale,  en  multipliant  l'expression  à  in- 
tégrer par  le  fscteur 

■|ui  est  égal  à  rniiilf-  nnssi  longlcmps  qui;  le  trinôme 
,  +  -  t  -  l'si  |ilu?  |ie!it  (juu  1 ,  i;i  qui  est  nul  i[Uond  re 
Iheleur  devient  pluï  grand  ijuu  l'imilé  (  voi  uz  nos  Levons 


Digilized  by  Google 


de  Calcul  intégral,  p.  ^69).  On  aura  ainsi 

les  int^ndet  relativA  à  z,  y,  z  s'dtendant  actuéllement 
âe  —  00  à  +  00  .  Pour  simplifier  lu  calcul  on  peut  encore 
^ubsiilucr  à  l'intégrale  qui  prér.ède  la  suivante 


qui  a  la  mime  partie  rédle,  ou  qui  n'en  diflSre  que  par 
nn  terme  imaginaire.  Pour  faire  pasier  aussi  fn  exposant 
la  quantité  variable  r,  on  peut  recourir  à  l'intégrale  dé- 
finie {Calcul  intégral,  p.  3ot)} 


l'où  l'on  lire 

lubslitiianl  )ioiii'-sa  valeur,  on  trouvi: 

...  \ci,^ï^'%^,^i\^. 
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OU  bien,  . 


r'  =  {^-x]M-{j--y;'+(=-'.)', 

.... 

Or  nu  a  [Calcul  iiilrgml,  3.o) 

Les  deux  autres  intégrales  relalives  à  y  ei  à  x  seraient 
données  par  des  équations  tontes  semblables,  et  en  substi- 
tuant on  trouvera 
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CetlB  îttiégrale Be simpliiîura  beaucoup  si  ion  rcm])laGe [{>' 
partine  nouvelle  variable   définie  par  l'équation 
En  posant,  en  efTet,  pour  abréger, 


n  trouvera  par  la  substiluliun  de  ^  à  ^ 

u'=  — 2^mp^/^ 

VH)(-é)  H) 

!□  {iarii<- 1  éollu  de  cette  intégrale  donnera 


En  (IiiT(>r<;nlLahl  par  rapport  à  .r,  on  aura  la  composaille  X 
<Ir  i'allrailiori  suivant  l'axr  des  a-, 

\/r-fi-f.)(-J); 

On  a  d'ailleurs  (Calcul  intégral,  p.  369} 
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Il  M  présente  donc  deax  cas ,  suivant  que  le  poiat  attiré 
estîntëricur  ou  extérieur  à  l 'ellipsoïde.  EnelTel: 
t"  Pour  un  point  attiré  il 


et,  par  conséqueDt,  aussi 

2"  Pour  un  point  attiré  extéiieur,  on  a 

cl,  par  suite,  a  ]>  1  pour  =  o,  et  tant  que  )i  n'aura  pas 
atteint  la  valeur  correspondante  k  l'^uation 

à  partir  de  cette  valeur  de  x  îvaqn'i  l'infini ,  on  aura  an 
contraire  a  <;  1 .  Si  nous  repréiemons  par  la  racine  po- 
sitive unique  de  l'équation  7  r=  1 ,  l'ini^rale  qui  donne  X 
pourra  n'Être  prise  par  rapport  i  ^  que  depuis  x  =  X* 
jusqu'à  x  —  '»'i  on  aura  donc  dans  ce  cas 

^  _  ajt^mpj  r  "    . 


mais  celtu  réducliou  est  moins  une  question  de  méca-  . 
nique  qu'une  question  de  calcul  intégral  et  noue  ne  noDS 
j  arrêterons  pas. 

On  trouvera  de  même  pour  tes  deus  autres  composantes 
de  l'Attraction 


les  îutégrations  devant  s'étendre  pour  nu  point  intérieur 
de  o  à  «o ,  pour  un  point  extérieur  de  X\  jusqu'à  oo  ■  Ces 
intégrales  se  ramènent  par  les  méthodes  ordinaires  aux 
intégrales  elliptiques  de  premier  ei  de  troisiëiné  ordre. 

215.  L'atlraclion  d'un  Bllipsuïde  sur  un  point  inté- 
rieur ne  cliange  pas  ou  reste  la  même  lorsque  ses  aaes 
croissent  ou  décroissent  ensemble  dans  le  même  rapport, 
ou  tant  que  l'ellipsoïde  reste  semblable  à  lui-même.  En 
ellet,  si  l'on  calcule  au  mojeb  dct  formules  établies  dans 
les  paragraphes  précédents  rattracdon  d'an  ellipsoïde 
dont  les  demi-axes  seraient  {i~\-S)a,  (i-t-d)i,  (i-(t-^)<? 
sur  an  point  intérieur,  on  trouvera  pour  la  composante 
suivant  l'axe  des  a; 
„,  7,11  km  fx 

*  -(Hrj).5 


v/['W*)^OT'+KH-V]['-^(H^]' 

l'on  pose  ^      .  =  x'  et  que  l'on  remarque  que 


-  =HTIQUi:. 

,  i>oui-  X  =  "  on  aura         o,  poui 


cVsi'à-dirc  qu'on  reiombc  e\acicmcul  sur  la.  valeur  de  X, 

ou  s«r  la  composa  II  to  de  l'aUraclionj  exei-cée  par  l'ellip- 
soiik'  iliJiu  les  tlmiii-axes  étaieDl  a,  b,  c.  Il  en  résiil[e 
ùviilf'miiu'iii  ijn'iiiii'  c;oiicIii:  ellipsoïdale  liomogèiie  lerniï- 
nùi;  [)ar  (li-ii\  ellipsoïdes  coiiceiilriqtics  et  sembla) ilc's  ou  à 
axes  ]iro]iorlîoiiiiels  n'c\erct:  aucune  aetioii  sur  uu  point 

S'il  s'agit  au  contraire  de  l'attrarùon  exercée  sur  un 
point  extérieur  par  l'ellipsoïde  diml  les  demî-ases  se- 
raient (i+S)a,  {i-hS)h,  {i+i)c,  on  trouvera  pour  la 
composante  suivant  l'axe  des  :r. 


l  la  racine  irelle  uniquo  dr.  1  i:  jualion 


Mais  si  l'on  pose  —gy  =  z'<       "1™ .  V^ar  x  =  «> , 

^=<x>;  ctpour  x  =  X"  x'  =  y1:-  X,  la  racioc  réelle 
do  l'équation 
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dans  laquelle  a:''=-— y  =  -~-,  «'=p-j— ;  on 
aura  donc 


eo  appelant  X  l'auraciion  exercée  par  un  ellipsoïde  dont 
l<»  trois  demi-axes  seraienta,  b,  c,  sur  le  point  extérieur 
af,  y  y  i*.  On  trouvera  de  même 

,1         vu  roiu  lul  <|ur  .i  l.-.s  .iNi'r,  du  l^'lUpsouf:;  ainsi  que. 
i-ip|,orl-  cii  in^ijic  l,-i;,j>.  quy  In  .l.olti-  (jui  va  <lu 


'iHî,  Si  l'clHpsoido  iu-o|Hi5i>  ili'vicut  im  cirnisnide  de 
lévnliiiioLi,  los  iiilf'^rnlfs  fllipLitjinvs  qui  doiincnl  l'attrac- 
lioii  pciiM:]it  se  ri'diiirL-  ii  des  fiinrlioiis  ciirulaires  oa 
loi;nri(liiiiiqiips.  Prenons  [loiir  asc  dus  x  l'asc  <lc  révolu- 
tion, ce  qui  csigp  que  l'on  aïi  t  —  c,  il  viendra  , 

"    i(-i)H)^..i- ■  - 

L'intégration  se  fera  difTércmmeiit  suivant  qui?  a  sera  plus 
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grand  ou  plus  pptit  que  h.  Supposons  d'abord  O" 
aora  alori 


,  )/a--i-X'*'\'a'^--t 


Pour  un  poinl  attiré  înlérienr,  les  limites  sont  o  el  o 
on  aura  donc 


Pour  uu  point  aitiré  i' 
■ont  Z„  »  ,  ei  il 


r  Icx  limilea  (lil  t'inlégrulc 


■(i  rilBut  donné  par  l'ëquation  àa  second.degr^  ' 


Si  a  estpliis  petit  rjue  i 


/(-J)('^)V/-J 


n  en  conclura  :  dans  le  cas  d'un  point  a 
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(lana  le  cas  d'un  point  extérieur 

Les  deux  antres  composantes  de  ratlractîon  exercée  par 
l'elKpsoide  de  rérolutlon  seront  données  par  la  formnle 

Or,.sio>«, 


On  aura  donc,  da^ia  ce  cas,  ponr  nn  point  intérieur 
T  Z 


it  ponn  un  pohit  extérieur 

a  it/mpni'  ry;<:i  -i-  "■  i         |  v'^T+^'-f-v'"*—  '''1 
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Si  au  contrairu  «  <;  t,  on  aura 


et,  par  conaéquNit,  dans  le  cas  du  poini  aiiiré  iiiiùticur, 

ei  dans  le  cas  du  point  attiré,  extérieur,  - 

Y      Z_  ^rAmsnh' 


■Les  deux  coiiiiiosanlfs  Y  ci  Z,  par  suite  de  i'iigalilt- j  =  -- 
peuvent  se  corapostT  cii  une  forco  unique:  diiig.'a  suivant 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  attiré  sur  l'axe  de 
révolutÏDu  :  si  l'on  dppelle  Y'  celte  résultante  et  p  la  lou' 
guenr.dc  la  perpendiculaire  en  question,  on  aura 

Admettons  que  rcsceiilrifiié  de  Telliiise  est  irès-peliie;  ut 
en  supposant  d'abord  a]>  b,  posons 
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e  «tant  une  quaniiiiï  irés-petîte,  on  trouvera 
_  4«  ifrnt(i  J      I  +  e-  Vi-  [i  4-  e*)  -f-  X.  +  ^  ^^ï^ 


v'6'(i-f-«f'J-4-x.  — 6e  l'fi't"- 


I         'i^'-i-?:.)  4'-  y'i'(n-,-:|-|_j,.— 

formules  dans  lesquelles  -f^i  est  nul  pour  uu  point  atlirc 
inlérieur,  et  se  tmuve  dooné  pour  un  point  attiré  esl^- 
rieur  par  l'&pialîon 


Si  l'on  développe  Buivant  les  puissances  asoendanles  de  e' 
et  qa*on  néglige  les  quatrièmes  puissances  et  au  delà,  oi 
trouve  M 


ou,  en  posant  j:'  +;)'  =:R',  R  étant  la  distance  du  point 
attiré  an  rentre  de  l'ellipsoïde, 


on  les  tléïL'lopju^  siiniiiU  lis  jiiiissana's  ascendantts  He.  c' 
en  négligeant  les  lei  mos  l'u  e\  e\'oic.,  oji  trouvera  : 

i"  Poiir  un  pfiiïii  aulrv  inlérieur,  eas  pour  lequel 
Zi  =  0' 

.3°  Pour  un  point  attiré  extérieur,  jfi  ayant  la  valeur 
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précédemment  déterminée, 
v_4 


Supposons  cil  siTOiiil  lii'u  a<^/',  ou  quo  ]'ellipsoïde  de 
rcvoliiiion  esl  un  ellipsoïde  aplati;  et  posons 


X  =  ï  ^  i  ■■  a«t«ng   ...  |i 


formules  dans  lesquëlles  Xi  e<t  nui  pour  un  point  inté- 
rieur, et  se  trouve  donné  pour  un  point  extérieur  par 
l'éqnaiiojt 


,  On  tire  de  cette  dernière  L-quation,  en  n^ligeant  les  puis- 
sances supérieures  de  e', 


Alors,  en  développant  les  valeurs  des  composantes  X,  Y' 
et  négligeant  les  puissances  supérieures  de  e',  on  tron- 

1°  Dans  le  cas  d'un  point  Sntcrieur  etde  x,  =  o, 
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2°  Dans  le  cas  d'un  polnl  exiérîeur,  ayant  la  valeur 
qui  précède, 


217.  Appliquons  ces  principes  au  calcul  (k- l'attraction 
de  la  terre  sur  un  point  extérieur,  on  tenaoi  compte  do 
son  inQUvement  de  rotation  autour  de  son  axe.  La  forme 
de  la  terris  a  été  partiellcmcnl  déterminée  par  des  me- 
sures ijui  om  prouvé  qu'elle  dilïêre  très-peu  d'un  ellip- 
soïde de  révolution  aplati  dont  l'axe  de  révolution  a  est 
(i  356  ojg;  dont  l'axe  équalorial  b  est  G  377  398,  dont 

...                  .  ij'F^' 
I  exccntnciie,  par  conséquent,  e=  ■  —  =0,083. 

Quand  il  est  question  de  la  forme  de  la  terre,  il  est  sous- 
entendu  ([u'il  s'agit  de  la  forme  de  la  surface  des  mers  el 
des  continetits  ramenés  par  le  nivellement  à  l'iiorixon  des 
mers.  Nous  ne  savons  rien  de  la  structure  intérieuVc  de 
la  terre,  si  ce  n'est  que  Sa  densité-est  bien  plus  grande 
an  centre  cju'i  la  surface;  il  a  été. démontré  en  effet  que 
la  densité  mttyenne  de  noire  gjobe  est  deux  fois  plus 
grande  que  celle  des  minéranx  et  des  terres  qu'on  ren- 
contre le  plus  fréquemment  à  la  suriàce.  L'hypothèse  la 
plus  naturelle  reladvement  à  la  constitution  intérieure 
du  globe  terrestre  csl  d'admettre  qu'il  est  formé  d'ellip- 
soïdes de  révolution  concentriques,  d'excentiicilés  diUé- 
rentes,  mais  toujours  irès-pctilcs. 

Pour  trouver  l'attraclion  csercée  par  un  scmbloLIc  el- 
lipsoïde, cherchons  d'abord  celle  qui  correspond  à  une 
couche  ellipsoïdale  infiniment  petite  dont  a  serait  l'axe 
de  révolution,  da  l'épaisseur,  e  l'Exccntricilé,  et  p  la  den- 
sité. On  trouvera  les  composautes  de  cette  altractioti  en 


3i 
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(tiiréreii liant,  jiar  rap|)()i  t  j  «  i^t  [egardiiiit  p  et  e  commt; 
que  Von  aura 

«=|ïii?i[3..+  (3..^^;;V^')..]*, 

IiilégMiil  maiiil.'iiaiiL  par  i-a]>|i,.rt  -,  .^[uù-.  „  =  o  jiis- 
,;ua  a  L-Iniu  !^,^e  .1.- u-i..l„lioii  J.;  !ii  Irin-,  mais 

PII  ciiiisitlrraiil  ci;li«  fois  ia  lifu^ilc  p  ul  l' excentricité  e 
rumriiR  foncliniis  cli;  a,  on  trouvera  pour  les  coDipo* 
lianU's  de  l'attraction  iIe;  la  terre  parallèles  et  perpendi- 
miaircs  à  X'axc.  de  révolution 

ou  bien,  en  posant,  pour  abroger, 

U  étant  une  quanlllf-  très-piuitc  de  vni-M\r 

Si  Ton  connaissait  la  loi  Mlivn.it  b^iK-lk- lu  det.sitt-  et 
l'enceiilrieilé  varient  avec  l'axe  de  révolution  de  la  couche 
clUpsoïdale,  or  pourrait  calculer  les  intégrales  A,  B,  et 
par  elles  l'aitraciion  totale  de  la  terre.  En  l'absence  de  ces 
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données  fooda  mental  es,  on  peut  néaoïnoins  ubU'nir  ap~ 
proxiniaiivemeni:  les  valeurs  de  ces  intégrales  quand  on 
rDiinait  la  valeur  de  l'atuaciion  terrestre  en  on  lieu  dé - 
lerminé. 

Admettons  d'abord  que  le  point  attiré  est  situé  à  la 
surface  de  la  terre;  appelons  A  la  la^iade  géographl- 
'  que,  c'est-â-dire  l'angle  que  ta  normale  en  ce  point  fait 

avet  l'équatenr,  et  e  =  t'cxcentrictté  à  la  sur- 

face de  la  terre;  on  aura 

cos'l'  -«-l'COS'). 

ou  bien,  en  développant  suivaiite'  et  négliguantses  puis- 
sances supérieures, 

Substituaul  cts  valeurs,  el  tiégliguaiit  aveu  tus  peLÏIcs 
grandeurs  c'B  qui  leur  sont  comparables,  on  trouvera 

r  =  [(J  ,B)  +  to..l  (5  B  -  *)]. 

Le  mouvement  diurne  de  rotation  de  la  terre  autour  de 
son  axe  fera  nattre  une  fon;e  centrifuge  normale  !i  cet 
axe  et  égale  en'intensîté,  comme  on  le  prouve  eu  dyna- 
mique, à  —I  V  étant  la  vitesse  du  point  attiré.  Si  l'on 
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prend  pour  unii»:  de  wmps,  la  seeomio  de  li'iiips  moji-ti, 
comme  dans  un  jour  stellaîre,  il  y  a  86i64,og  secondes, 
oa  aura 

  3wp  _ 

""8611)4, og~ 
en  appelanl  u  pour  abréger  la  vitesse  de  rolation 
Cela  posé,  la  force  centrifuge  sera 

—  —  ntti'p  —  /nv'acosli  j^i  +  i'     —  -CO&'  ij  J- 

Lb  comixisarilc  V  de  raltrnclion  normale  à  l'axe  est  di- 
minuée du  la  foice  teiiliifii^i:,  i;l  di-vient,  par  conséqucnl, 
Y' — «iru'/i.  La  résullaule  Je  cette  nouvelle  force  et  de 
1,1  composa  [Ile  X  sera  précisément  le  poid>  du  point  at- 
tiré, et  r.iii^le  0  que  direction  fera  avec  l'équateur  sera 
donne  par  iVijuation 


Mais  la  direction  de  la  pesanteur  doit,  comme  nous  le 
prouverons  dans  l'hydrostatique,  fitre  normale  à  la  sur- 
face des  mvi'5,  on  devra  donc  avoir6  =  X  et,  par  consé- 


Substituant  dans  colIi'  l'qQaiion  les  valeurs  deX,  de  Y'  cl 
demta'p,  on  arrive  à  l'équation  de  condition 

4^[,a-b)  +  „».>(5a-,..b] 

=  l;^[(i+,.t_»B)+.».»(|i.-,..A)] 

-„...[,+...(,-l»..l)]. 
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OU,  en  réduisaat, 

+  =  f5Î  (.'A -B). 

Comme  cette  4c[ual!oD  doit  subsister  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X,  il  faut  néccssaii-cmciU  que  u'a:  soît  une  quan- 
tité de  même  ordre  que  t'  ou  couiparable  k  t',  et  cette 
remarque  permet  de  réduire  l'équation  qui  précède  à 

La  grandeur  (le  la  résultante  des  composantes  de  l'attrao- 
Uon  diminuée  de  la  force  centrifuge,  on  le  poids  P  du 
point  attiré  est  en  outre  donné  par  l'équation 

on  bien,  en  substituant  pour  X  sa  valeur, 

fe?(**ÎB-,...).4^(,..._5.).t„.. 

ttt,  en  remplaçant  t'A  —  B  paraa  valeur  tir^e  del'âpia- 
lionu'«=i!j^  (<'A  — B), 
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Mais,  cimimc  nous  le  vciions,  l,i  masse  m  est  égale  au 
poids  P  divisi!  par  la  pesanlciir  imiiiuve  jui-  >  itcssir 
qu'un  corps  acijuicrt  dans  une  seconde  en  tombant  dans 
le  vide;  on  aura  donc,  en  substituant  pour  ni  sa  valeur, 

S!  l'on  raitï=u,  on  aura  |)our  ta  pcsanicur     >  Téqua- 


d'on  l'on  lire 

substiluaiit  cette  vjlciii'  dans  l'cipressidri  do  g.  m  négli- 
geant avec  les  grandeurs  ijui  lui  sont  comparables  i*  11, 
f*  A,  on  aura 

Comme  o>'  gc  est  aussi  une  qaanlîté  comparable  a  s*,  od 
peut  à  la  place  de  ca*  a  prendre  une  grandeur  qui  n'en  dif- 
(hre  y\t  par  une  quantité  de  quatrième  ordre  comparable 
à  £*,  à  savoir  la  force  centrifuge  à  l'équateur  w*S,  déter- 
minée par  l'équation 

-  et  en  posant  it  =  ^-^  on  désignant  par  n  le  rap^iorl entre 

la  force  centrifujjc  cl  la  pesanleui'  à  l'équateur)  on  aura 
délinitivetneni 
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Cette  formule,  qui  exprime  la  pesanieur  à  la  surface  de 
la  terrie,  ad'abordétjdonDéeparLaplace,  qui  y  est  arrivé 
par  une  voie  incomparablcinent  plus  longue  et  plus  dé- 
tournée. 

Les  observations  du  pendule  faîtes  sur  un  grand  nom- 
bre de  points  de  la  surface  de  la  terre  ont  permis  de  cal- 
culer avec  assez  d'approximation  les  valeurs  de  et  de 
^  M  —  ^  E*  ;  ou  a  trouvé  ainsi 

f.=9"',58o3,    ^.n'— ^  t'=  (),oo5i75^  : 

^.  =9'°,58o3{i  -i-UjOoSi^Sjsin'l} 
=  [)'°,8o56 ( I  —  o,oo358i  cosal). 

Puisque  l'uxc  équaiorial  de  la  terre  a  été  trouvé  égal  h 

6377398  mitres,  ou  aura 

Et  puisque  par  les  observations  du  pendule  on  a  trouvé 


-.■=0,00349,  «-=0,083, 

valeur  qw  diffère  eu  réalité  très^peu  de  la  valeur  o ,  082 
qui  résultait  des  mesures  prises  et  dontuuus  édons  parti. 

âl8.  Des  équations 

..  =  4^(A^Î.-,«),....  =  45*,..A-n,, 
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on  tire 


Substituées  dans  les  équations  qui  donnent  les  coinpo- 
untes  de  l'attraction  sur  un  point  extérieur  quelconque, 
ces  valeurs  de  A  et  de  B  donnent 

Appelons  h  l'alUtude  ou  la  hauteur  du  point  attiré  au- 
dessui  de  la  surface  de  la  terre,  et  i.,  comme  précédem- 
ment, la  latitude  géographique  du  point  correspondant  à 
la  surface,  on  aura 

p=acoi'i.  j^H-('  ^1  — ^  cos'l^J  +  Acosl, 

B=a+A-l-^''cos'l.  {a+aAcosU}i 

on,  si  la  baùleur  A  est  très  -petite  par  rapport  au  rayon  de 
la  terre, 

x  =  (a-HÂ)sml(.-i.Wl), 
p  =  (a  +  k]cM\  j^i-Hf'^i  — 
R=(«-!-A)  fi-t-;"'  cos'i^, 


ATTnACTioR  uaivxnssLLB.  491 
et  en  subsliLuani, 

T'=»j.oojJ  j— -jp  [1  +  <■(.  —  a  cm'»)] 

La  force  centrifuge  agUsant  sur  ce  même  point  attiré 
R  pour  valeur 

parce  (juç  la  peiite  quantité  ni  bi*  -  est  de  même  ordre 

que  e*  et  peut  être  négligée.  Il  faudra  diminuer  delà  force 
centrifuge  la  composante  de  l'attraction  perpendiculaire 
k  l'axe,  et  l'on  aura 

Y.-»^,=„è.».»        +  (I— :■-)  "»■>]• 

On  en  conclut  y  ^^^^i'  =  tang  i,  et  par  conséquent 

]a  direction  de  la  pesanteur  à  la  luuteur  k  au-dessus  de 
Jasur&cedels  terre  est  la  même  qu'au  pmnt  situé  sur  la 
même  vertlcalp  à  la  rarfoce  de  la  ten-e  ;  c'est-à-dire  que, 
même  en  tenant  compte  delà  force  centrifuge,  la  direction 
de  la  pesanteur  est  celle  de  la  verticale  du  lieu. 

La  résultante  ou  le  poids  du  corps  sera  donné  par 


■19^  aTATIQVE, 

Si  l'on  rejiicsuiilo  par  la  vilesst  acquise  après  une 
suconde  par  un  corps  ([ui  lomberait  librement  dans  le 
vide  à  la  lalÏLude  X  et  à  l'altitude  h,  on  aura 

f-FT*).  [■+(;»-;•■)■'"■']=  «i      = irîTï=> 

d'où  il  résulte  <|iii-  la  [lesanietir  à  une  hauteur  au-dessus 
de  la  surface  Ans  mers  peliii^  relativement  au  rayon  delà 
terre  est  inVersomuut  |ir  o|ir)i  lioiiiiene  au  carré  de  la  dis- 
lancR  d<;  rt;  poiiH  i.u  i(;.iliT      h  Icrrt;. 

21i).  D.msloulc;  .jui  p.  .^ccdc  110115  avoii5  iioylig.;  l'a- 
lr;ietioit  produite  par  les  cuiilinciits  élcvcs  au-dessus  du 
niveau  des  mers.  Soit  ÂM'B  [Jig.  4S)  la  surface  du  con- 
tinent, DAMBE  la  surface  limite  de  la  mer  prolongée  au- 
dessons  du  continent.  Soient  en  outre  M' le  point  attiré, 
M'M  la  normale  la  surface  de  la  tner  prolongée,  A  la 
lianteur  MM',  et  admettons  pour  plus  de  simplicité,  ce 
qui  sera  vraï  avec  nue  certaine  approximation,  que 
MU'  est  aussi  normale  A  la  surface  da  conlïnenL  L'in- 
tensité de  la  pesanteur  en  M',  si  le  continent  AM'B 
n'exerçait  aucune  attracUon,  serait,  comme  ntfus  l'avons 

trouvé pi-écédcmnienl,  Si^^^i,y''  Si,  élaul  la  pesanteur 
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au  point  M}  il  reste  à  ajouter  à  celte  quantitiî  l'attrartion 
(lu  cantinent  AM'Bqui  s'exerce,  comme  nous  If  verrons, 
suivant  MM'.  Pour  trouver  cette  aiiraciion,  désignons 
j>arp' la  densité  du  contîneni  considéré  cnmmc  une  niasse 
liomogène,  |iar  y,  7.  les  coordonnées  d'nn  point  de  cvtic 
masse  pcrpcudiculaircis  cl  parallèles  à  MM'  pris  poui  axe 
des  el  par  r  U  dislaiice  :\!'P.  Conslruisons  mairil.^iiï.nt 
autour  de  MM'  comme  axe  deux  surfaces  cjlindiiques 
dont  les  rayons  soient  y  et  y-hdy,  et  parragcons  là 
eouclie  cylindrique  Oléiiieniairc  comprise  entre  les  deux 
eyliudres  en  nnucaux  circulaires  par  uue  série  de  plans 
horÏEontaux.  La  masse  i^m  de,raiuieRU  élémenlaiie  ren- 
rennanllepointpsera  . 

tlm  =  avf'jdjdt, 

U  distance  de  clucun  des  paîuts  de  cet  anneau  à  M' sera 
sensiblement 

et  la  composanlu  parallèle  è  MM'  de  l'aitraclion  de  l'an- 
neau sur  M'  sera  par  conséquent 

km  dm  — — —  > 

parce  ques  — o,  puisque  M'est  l'origine  des  coordonnées. 
Comme,  par  liypolhèsc,  tout  est  syméM'iqne  autour  di- 
MM',  la  direction  de  l'altraclion  exercée  parchaipu:  an- 
neau élémentaire  sur  M' devra  éuc  dirigée  suivant  MM' et 
titre  égale,' par  cornéquent,  en  intenslié  comme  en  diree- 
i-ection,  à  la  composanle  ci-dissiis.  Il  reste  à  iiitégier 

étendant  riniêgration  à  toiile  la  masse  du  loniinent  atti- 
rant. Si  nous  supposons  d'abord  que  le  continent  est  un 
cylindre  de  rayon  c  et  de  hauteur  sensiblement  constante 


4g4  sTAxiQi'E. 

6  =  HM',  les  limites  de  l'intégrale  seront  pour  j, 

7  —  0,  7  =  c,  pour  z,  z  =  o,  z  =  fi  ;  et  l'on  aura  pour 
l'attraction  cherchée 


Si  A  est  très-petit  par  rapport  à  c,  comme  cela  a  lieu  pour 
les  très^nmds  continents ,  on  pourra  négliger  les  pnis- 
sances  de  -  supérieures  au  carré,  et  l'aiiracdon  cherchée 

lie  Jim  f'      —        =  11!  km  f'  h; 

celle  espression  est  indépendante  de  c  li  la  condiiion  que 
c  sera  très-grand  par  rapport  à  A ,  et  on  peut  la  regarder 
comme  reprcseritant  l'attraction  du  continent  tout  entier; 
si  ou  la  divise  par  la  masse  m  du  point  attire  et  qu'on 
l'ajoute  i  g,  - — ^^-jr;*  on  aura  la  pesanteur  g,^  an  point 
M',     ,       '  ' 

lorsqu'on  donne  1>  masse  de  la  terre,  ou  du  moins  sa 
denùté  moyenne,  on  peut  trouver  do  la  manière  suivante 
la  valeur  du  coefficient  h.  La  masse  d'un  ellipsoïde  de 
révolndon  dont  la  densité  est  p ,  dont  les  deux  axes  sont 

a  et     dont  rcxceiuHcité  i:  =  ^  ^rst 

1*  =  s  "'"■('  +  ")• 
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Si  on  (Il  iTÂTeii  lie  celte  cxpreasion  parrappori  à  a,  en  r^ar- 
danl  p  et  e  comme  coDsunls,  puis  qu'on  intègre  entre  les 
Iinûtesa=o,  a  =  dr,  en  regardant  cette  foisp  et  e  comme 
des  fctncdons  de  a,  on  troaTe  pour  la  maa»  de  la  -terre 

p  =  4lr J  pfl'(l'-|-e')rfo  =  4«A, 

.et, en  subsiîtuaut  pour  l'intégrale  A  sa  valeur  déjà  trouver 


d'où  l'on  tire 

■  -^(-^-^)■ 

Si  l'on  déaïgne  par  j/'  la  densité  moyenne  de  la  tfîrre,  on  . 
si  l'on  fait  p=|  ^/a'  {i  +  t'),  on  aura 


Solxtitoant  enfin  cette  valenr  de  k  dans  celle  de  g^^^  et 
négligeant  avec  l' les  quantités  du  même  ordre  e*  ->  n  -« 
on  Iponve  ' 

La  densité  moyenne  de  la  terre  est  9,44i  celle  de  l'e(lu| 
étant  I  ;  die  est  donc  sensîfalement  double  de  celle  des 
minéraux  que  l'on  rencontre  le  pins  souvent  à,  la  auHace 


4(^6  STATIQDE, 


d'où  Ton  conclut  que  l'altraction  exercée  par  les  laides 
portions  de  contini^nis  qui  dominent  le  niveau  des  mers 
a  pour  effet  de  ramener  la  pesanteur  i  ce  qu'elle  serait 
si  le  rayon  de  la  terre  était  plus  grand  qu'il  ne  l'est  dans 

le  rapport  de  ^  à  i . 

230.  Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  que  le  cas  où 
l'un  des  corps  attirants  pouvait  être  ramené  i  un  point 
matériel  sans  dimensions  sensibles  ;  et  nous  avons  actuel- 
lement à  calculer  l'attraction  exercée  l'ime  sur  l'autre 
par  deux  masses  étendues  ou  par  deux  corps  de  dimen- 
sions finies.  Désignons  par.r,^,  z  les  coordonnées  de  l'un 
quelconque  des  points  du  premier  corps,  par  j:',  j  ',  z'  les 
cooiiUmnées  d'un  point  aussi  quelconque  du. second  corps, 
par  (■  la  distance  des  deux  points,  par  iJm,  dm!  les  masses 
clcnicntaires  ou  de  deux  sphères  infiniment  petites  ren- 
fermant ces  deux  points;  les  composantes  de  Tattraction 
mutuelle  de  ces  deux  points  serunt 

x'  —  x  y  —r  i'  —  t 

a  — — — dai'dm,     k    ^     dnf  dm,     h — ; — M  dm. 

Ces  trois  forces  attractives  élémentaires,  étendîtes  à  tous 
les  points  des  deux  corps  et  composées  entre  elles,  donne-  ' 
ront  naissance  à  une  force  principale  dont  les  rompo- 


saoïesX,  Y,  Z,  el  à  un  couple  pritiiipal  liont  les  morncnls 
linéaires  principaux  L,  M,  N  seronl  (itninés  pat'  ies  équa- 


Si  le  irinônie  LX  +  MY  +NZ  =  o  i-n  nul ,  l'attrac- 
tion mutuelle  se  ramène  ta  :i  ano,  rcsult:iiit<!  nniqiit;,  cl  les 
deux  corps  graviteront  l'un  vers  l'aulrc  lu  ligue  droite; 
dans  le  cas  contraire  ils  Ictidrotit  en  onlre  à  tourner  l'un 
autour  de  l'autre.  L'inli'gralion  de  ces  i-iju.i lions,  môme 
dans  les  cas  les  plus  simples,  ne  se  fall  pas  sans  do  grandes 
difficultés.  Nous  nous  bornerons  donr  à  considérer  îe  cas 
très-t'lémenlaii  e  oii  li-s  deux  eorps  qui  s  ailirent  mninel- 
lemeiit  son!  siiliéi  iijuea  et  lioniogèiies,  ou  du  moins  enni- 
posés  de  eourlu'5  .spliùriqucs  tonceiiiriqucs  cl  homogènes. 

Soient  lA  lu  m>issu  de  l'une  des  splicres,  C  son  ccnirc, 
fi'  la  masse  de  la  seconde  splière,  et  C  son  centre.  L'at- 
traction de  la  sphère  ft  sur  un  point  quelconque  O'  de  la 
sphirc  fi'  sera  la  même  que  si  la  masse  jt  était  réunie 
tout  entièro  dans  son  centre  de  gravité  G.  En  outre, 
l'attraction  de  la  masse  fi  réunieen  C'snr  tourles  ^ments 
O'  de  la  sphère  ft'  est  égale  et  opposée  &  l'attraciion  de 


I. 


49^ 

ia  =phen.  p^Mii,  C, 

=1  lOUi 

maiu,.llc,i.sdcux 

si  leurs  (]c\ix  mas 

-à-diri!  (juf  celle  atlraclion  i 

sera  simplemeDl 

,Ie  à         ,  R  étant  la  dïsla 

lice  de 

deux  centres. 

Au  Dioyea  de  la  balance  de  torsion  on  a  mesuré  la 
{{uantité  d'aitraclion  de  deux  sphères  dont  on  counaîssaît 
la  masse  et  la  distance  ;  ou  a  pu  ainsi  déterminer  Is  va- 
leur de  A,  cl  on  l'a  trouvée  égale  à         le  mètre  et  le 


kilc^rammc  étant  pris  pouriinitéf. 
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DIX-HUITIÈME  LEÇON. 


unco  m  deUdiiUiicc)  cskul  (le  M.  Muhi-j 


221.  Quoique  la  ihéorit-  générale  do  l  atiractïon  des 
sphéroïdes,  développée  dans  la  Leçon  qui  précède,  ne 
laisse  ries  à  désirer,  nous  croyons  cepciidani  deroir  la 
compléter  par  l'exposé  de  deux  méthodes  irès<remar- 
quables  de  M.  Chasles,  l'une  géométrique,  et  qui  nous 
donnera  la  démonsiraiîon  des  théorèmes  de  Newton  et 
d'Ivory,  qu'il  n'est  pas  permis  d'ignorer;  l'autre  analy- 
tique, qui  nous  conduit  à  ii[ii-foul<^  Je  tliéorèmes  généraux 
surraiiractioii  des  corps  cl  des  systèmes  de  corps.  On  nous 
saura  gré  en  outre  d'examiner,  au  moins  en  passant,  les 
questions  secondaires  de  l'attraction  des  paraboloïdes  ou 


50Q  STATigtE. 

des  poijidrcs,  et  un  cas  particulier  deraitiaciion  eu  laisna 
d'une  puiisan ce  paire  de  ladiitance  autre  que  la  seconde. 

2ffî.   Di-monirons  d'abord  quelques  théorèmes  on 

Icmmcs  de  Gcotncirie  qui  n  ouvoronl  leur  place  dans  un 
certain  nonibrc  de  quesuors  deMi'caniqiic  et  iIl-  Physique 
maihémaiii|uc. 

On  appelle  surfarcs  homofocale.s  dûs  surfaces  du  second 
ordre  dont  les  sections  priucip^ilcs  ont  les  intmes  foyiTS. 
Soient  «,  b,  c  les  dcmi-axcs  d'un  cllipsmdi;  :  si  l'on  de- 
mande l'équation  des  surOiccs  honiofocalcs  rapportées  à 
leurs  axes,  on  :mra,  en  désignant  par  a',  b',  c' leurs 
demi -as  es. 


et  en  désignant  par  u  la  valeur  commune  de  ces  trois 
différences,  on  aura 


l'équalio»  dcmaiidtée  sera  doi 


Tni'.ORi:\iE  I.  —  Pur  piiiiU  iti- 1  i-^j'iifc.  on  peut 

Jiiirc  passer  trois  swfacs  hon.ojocalcs  à  Vdlipsoùle 
donné  par  i'ét/itaiion 


Ces  trois  surjaces  se  coupent  orthogonaleiiieiit. 
En  effet,  si  dans  l'équation 


qui  représente  les  surfaces  homofocales  avec  l'ellipsoïde 
proposé,  on  regarder, s  comme  constantes,  on  obtient 
uno  équation  du  troiuèmo  drgré  eti  ii,  qui  fournit  bien 
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trois  surfaces  disliiictes  passaLit  jiai' J  ,  j',  s.  Nous  allons 
voir  que  cvs  surfaces  soni  réelles.  Pour  cela  mêlions 
l'équalion  en  queslioii  sous  la  forme 

+  +  ")(*'+«) 
_(fl.  +  „)[4.  +  ^)  (c>  +  «)=:o. 

Si  l'on  suppose  n'^i'^c*,  le  premier  membre  de  cette 
équ.iiion  a  le  signe 


-î-  pour  «  =  —  «', 
~  ...    tf=— fi^ 


A  l'inspection  de  ce  tableau,  on  voit  immédiatement 
qne  l'équatioD  (3]  a  trois  racines  rdelles  dont  les  valeurs 
absolues  sont  comprises  entre  a*  et  fi' et  c*,  c*et  +00  j 
ctquVu  outre  tes  ij-ois  surfaces  bomofocales  passant  par 
X,  y,  z  sont  d'cspèi'e  dillërenie. 

La  surface  qui  correspond  n  la  laleur  de  11  comprise 
enlre  —  a'  et  —  />'.  est  un  liyppiliolciïdc  à  di^nx  nappi-s; 
celle  qui  correspond  à  Li  valeui-  du  11  lonqiriso  cuire 
_i'cl— (.■'  est  UTi  Iupcrliolo.de  à  une  nappe;  er.fin 
la  dernière  est  iiii  eiiipsmde. 

Nous  désignerons  dorénavant  par  i,  fi,  v  les  r^iiinesde 
l'équation  en  u,  et  noua  poserons 

,  a''  =  a'  +  1,        =  i'     1,     c"  zt:  f=  4-  1, 
(3)       ■  n"' =  a' ■\- (i,   b"~li^-¥-p,    e"'  =  c'  +  ft, 
(o*'=rt'  +  v,    i"'=i'  +  ii,  e"=c'-t-v. 
Les  équations  de  deux  surfnres  faomofofiales  passant 
par  un  même  point  sont  : 


Digilized  By  Google 


Si  l'on  rctraihdic;  tes  pqiiaiiods  riiiit;  île  l'aulre  en  suppo- 

Or,  puisque  l'équalton  en  n  n'a  pas  de  racines  ^ales, 
1  —  f;i  estdilTéreiii  de  zéro,  donc 

Cette  équation  exprime  que  ios  normales  aux  suiTaces 
considérées  sont  perpendiculaires  entre  elles,  car 

fl^'  F"'  ^  proportionnels  respectivement  aux 
cosinus  des  angles  que  ces  normales  font  avec  les  axes; 
dtiuc  les  surfaces  tiomofoeales  passant  par  un  même  point 
se  coupent  orlhogonalement.  c.  q.  p.  o. 

TnâoBÈME  n.  —  Le  lieu  des  pôles  d\tn  plan  fixe  par 
rapport  aux  surfaces  tiomofoeales  relatives  aux  divertes 
vahw-s  du  paraïuéire  n  est  une  droite  perpendiculaire  à 
ce  plan. 

En  effet,  l'équation  du  plan  polaire  du  point  x,  y\  z 
est,  en  appelant  |,  v,  Ç  les  coordonnées  courantes, 


Si  l'on  exprime  que  ce  poim  est  fixe,  ou  a,  en  désignant 
par  ji,  Sf  C  trois  conslauics, 

Ceci  revient  évidemment  n  identifier  l'équation  du  plan 
polaire  avec  l' équation  du  plan  fixe 
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ATTRACTION  BES   SI'lIlinOÏriKS.  'lOZ 

Si  enire  \es  équations  précédentes  on  t'IIinineu,  on  a 

Ji  —  a'  =  B}-—  i'      Cz  —  c', 
cqaations d'une  dioîtc  pi?rpi^ndiculairc  nu  pian  fixe.  Cette 
droite  passe  cvidemiTient  p;ir  ti^  point  où  In  jilati  fixe 
louclie  l'une  des  surfaci'S  homofoo.ilts. 

TiiÉonÈME  III.  pur  un  poinl  S  (fig.  49)  mèrm 
il  lin  cilipsiiïitc  lies  sitcanti-s  SAIÎ  et  par  h  centre  O  les 
,!c»ii-fi;mii<'-rrcs  00  parallèles  à  ces  ircanleit,  le  lieu  de.% 

I         II     I  AB 

sectiiiles  pour  /psi/iu-Ut-s  h  nippon         i:>t  cotislaiit  est 

oc" 

un  cône  da  sucon-l  .legrè. 

En  cIVcl.  diiTciions  ré.|nai:oii  de  ce  tàiic.  Soient  «,  ^5,  / 
les  coordtjuiiécs  ilii  point  S,  l't  roijscrvons  pour  l'ullip- 
soide  li'S  nicmLs  iioinlirjiis  (jnc  ci-dt'ssus.  I.cs  équations 
de  SB  peiivenl  se  mellre  sous  la  forme 

Fil  siibslitiianl  ces  valeurs  de  x,  y,  z  dans  i'cquation  de 
l'eilipsoïde,  on  obtient  une  éqiinrion  du  second  dcgre 
en  p  dans  laquelle  la  (liirëreni-c  des  racines  est  préctsé- 
meutAIi^onaaiusi 

D'un  antre  cAlë,  on  a  évidemment 


Lt»  deux  foimules  que  nous  venons  de  trouver  donnent. 


5o4  aTATIQTIR. 

.  ,     ,  AU     Alt' .  . 

en  égalant  le  rapport ou        a  une  conalante 

oc"  oi: 

Si  nous  remeuans  les  équations  de  SA  sons  la  forme 

CD»/  eus/  COS* 

et  si  (laus  la  formule  (a)  nous  rcniplaçoiis  o'  par 
(cos'i  +  cos')  +  cos' A)  it',  leliminaiioii  de  i,  /,  k  se  fait, 
immédi  a  liment,  cl  l'on  a,  pour  le  cône  cherché,  l'équa- 

qui  peut  ùlrc  simpllGéc.  D'abord,  en  prenant  le  point  S 
pour  origioe  des  coordonnées,  on  a 


en  poMDt 
(5) 


Si  on  laissait  a 


'  l'oiiginc  au  centre  de  l'ellip- 


stdde,  l'équation       se  siuipli  lierait  encore  et  deviendrait 
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L'é<]iialKiri  (^)  moiilre  <]iil'  Ions  los  c^'iiics  ourL'fSpoiidaiils 
aux  diliiïrcnlus  valeurs  de  c'  oui  le.':  iin'  im  ?  axes  pi  ilici- 

smu  irult'perirl^iihs  il.'  t.  SI  (k.ii-.  I  wiiiiitimi  ((i)  ,ni  fait 
-7  =  0,  on  a  lr<mir  M,,m,M  iil  a  IVIIii.,(V„l..- ;  ,lo-ic  Kms 
les  rânes  en  question  ont  ]ei  mi^mcs  axes  que  le  cône 
circonscrii  à  l'elllpsoïdt;. 

Théorëwe  IV.  —  les  axes  du  c6ne  circonsnil  à  Vel- 
lipsoidcj  et  ayant  pour  sommet  le  point  S,  sont  les 
normales  aux  surfaces  homojbcales  passant  par  ce 
point  S. 

Ed  effet,  reprenons  l'équation  (4),  Iransrorinnns  les 
coordonnées,  et  prenons  pour  axes  les  norn];)le9  aux  aui- 
faces  homofocales  passant  en  S.  Il  faudra  chatigcr 


p',  eXf^  désignant,  pour  abréger.  Us  quantités  mi- 
rantes : 
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5q6  ■  STAi-jnvE. 

on  obtieni  alors,  au  iieu  de  (4),  Véquaiioii  suivante  : 

et  de  ces  deux  ^uations  on  tire  par  soustraction,  en 
ayant  égard  ans  relalions  (3), 

On  lire  de  niOtni:  pav  soiislraclion,  de  (y)  et  dt  (g), 
de(.. 

de  la  première  équation  [y)  pt  de  (  i  a  ] . 

Ea  tenant  compte  des  équations  (7),  (ta],  (lîi),  (14}, 
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ATTRACTION  DES  STBÉKOÏDBS.  5uJ 

l'équation  (8)  devient 

cVsl-à-iHre,  réductions  faites, 

Cette  dernière  équation  montre  qut;  les  ràncs  cousidurès 
tout  à  l'beurc  ont  mêmes  ast^,  «t  <juc  ces  axes  sont  les 
normales  aux  sui^aces  homorui':ik'S  passant  par  le  fiom~ 
met  S.  c.  Q.  p.  n. 

On  peut  remarquer  que  la  quantité  K.  est  précisément 
le  terme  constant  de  l'équation  en  u,  en  sorte  que 

Si  l'on  Tait  p  =  o,  on  a  l'équation  du  c6nc  circonscrit  à 
l'ellipsoïde  (i),  et  ayant  son  centre  en  S  : 


Ou  dit  <[iio  (liiux  ^Kiiiiis  sont  correspondants  sur  deux 
ellipsoïdes  homofoeaux,  lorsque  leurs  coordonnées  sont 
proportionnelles  aux  demi-axes  parallèles;  en  adop- 
tant cette  définition,  on  peut  énoncer  le  théorème  stû- 
vant  ; 


TntoBÈXB  V.  —  La  distance  de  deux  poînti  pris  au 


5(l8  STATIQtlB. 

/.t,,„>,l,  s„r  ,l>uix  rlUpfoïfles  hnmn  focaux,  lil  r^iilr,',  li, 

Prenons,  en  cU'el,  les  équations  des  cllijisniiles  sous  la 
foruie  : 

(i)  x—araif,    _i-  =  ft  cosjjt  zz^croi^, 

(î  ^■--h'c.iss.     i--È'rasx,  a--c'r04^, 

dans  l,ii|ui'lle  ^,  y,  ij-  di-signcnl  li:s  angles,  d'une  liroiic 
□  vee  les  OXL'S.  Kous  le  pouvons,  car  réliminalion  du 
îi  X'  'f  ces  trois  équations  el  cette  quatrième, 

cos'(f -f-cos'x+co*''!'  =  'i  conduit  sans  peine  à  l'équa- 
tion ordinaire  de  cette  surface. 

Soient  alon  acosf,  frcosj;,  ccosi/i  Ips  coordonnée» 
d'un  point  M  du.  promicr  ellipsoïde  ;  a'cos^',  b'eos](f, 
c'cost|i'  les  coordonnées  d'un  point  M'  du  second.  Le 
carré  de  la  distance  de  res  points  sera 

MM'  =  -iraisf  —  «'005^'}'  +  (icos^  —  i'cosj^J' 
+  {ccosi-t'co»f)'. 

Soient  K  et  N'iescorrespoiidanls  dt-  M  et  M',  et  o'cos  ,", 
b'coîx"'  c'coaili*  el  ncosç",  bcosyj",  Ci-ostj''"  Ic-urs 
coordonncîca ;  ou  aura,  pour  exprimer  la  condition  de 
correspondance,  ^"=(ï,x"=x,  '^^='^,  1?"'=^',  '/i" =7,' 
et  ^°'=     et  par  suite 

BT '=  (a'  HM  t  —  a  coï  f'  )"  +  (  i  ces  7;  -  //  cos  z)' 
+  (ccosf  — c'cosi)'. 

Si  Ton  prend  la  difiérence  entre  MM'  et  NIN  ' ,  eu  ob- 
acrrant  que  a' — a'*,  b*—b",  c'  —  c"  sont  égaus,  on 
trouve 

(o'  —  a'')  (cos'f cos'jr  4-  TOs'iji  —  ros'f'  —  cos'x' —  tos'^"), 
c'est-à-dire  zt^ro',  donc  MM'=NN'.        -  c.  q.  f.  o. 


.«TKACTIOa    DES   SPIllinOII-FS.  O.lg 

ââ3.  Nous  poiivoii:.  ac  tiii'lk'in^iit  aboixicr  la  lliéoj  ie 
géoméii'ji|ue  de  l'atiraciion  des  ellipsoïdes. 

CoDsidérons  d'abord  une  couclie  ellipsoïdale  compiîse 
entre  deux  surfaces  homothéliques  et  concentriques  : 
soit  S  {^g.  5a)  un  point  attiré.  Prenons  ce  point  pour 
sommet  d'un  c&ne  infiailésimal  ijui  deconpu  dans  la 
couche  deux  solides  ÂBCD,  A'B'C'D'. 

Si  l'on  suppose  la  couche  inûni  ment  mince,  on  pourra, 
dans  le  calcul  de  l'attraction,  négliger  l'action  de  la  por- 
tion annulaire  comprise  à  l'cxiiirieur  du  cAnc  tangent  à  la 
surface  int<'rnp.  Siiient  rvt  r'  les  distances  du  poîul  S  aux 
sali.!c3  ABCD,  A'Ii'C'D';  iaiicniiou  excrctc  en  ABCD 
se  calinlera  en  dtconiposiint  son  lolumc  en  tranches 
sphériques  Irès-minces  ayant  leur  rentre  en  S;  l'aciioii 
d'une  de  ces  tranches  est 


k  désignant  le  coefficient  de  l'attraction,  p  la  masse  spé- 
cifique de  couche,  u  la  surface  de  la  tranche  considérée 
et      sou  épaisseur.  En  inif'graiii,  un  trouve,  ponr  l'ac- 
tion totale  de  la  pariii;  ABCD, 
i  pli  Ali, 

a  .U-signanI  la  section  failcdans  1c  <'ônc  infinilcMm^ii  par 
la>plicrc  (]<■  rayon  t  dcrJ-île  du  p..in l  S  .oniinc  ocnlre. 
On  lionvccail  <U-  nn'ciic,  pourTaclion  ilc  A'Il'C'l)', 


Or,  lesi-paisM'ui-i  Ali  t^l  A'Ii'  sont  ci;alcs.  car  Ici  Eiufaa'S 
de  la  ctiudic  .onsiJùrc-f.  étant  Iwmotlii'li.iu.is.  plans 
diamélrauji  il'nnc  mcniL"  dircirioii  dans  les  di;us  ellip- 
soïdes sont  idciiliqnes,  cl  par  suite  It-s  cordes  AA'  et  liB' 
ont  mômes  milieux,  donc  A'B'  =  AB;  donc  aussi  les  ac- 
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ÛIO  STATIQUE. 

lions  de  ABCD  et  A'B'C'D'  sont  égales,  cl  l'on  peut 
énoncer  le  théorème  suivant  dû  ù  Newion  : 

Théohèhb  VI.  —  L'attraelion  tTiinc  couche  eUip- 
soîdale  comprùe  enfro  deux  surfaces  homothèiiques  infi- 
nimeRt  voisines  l'âne  de  l'autre,  sur  un  point  intérieur, 
est  nulle,  el  par  conséquent  tattraction  exercée  par  une 
couclia  finie,  formée  da  couches  compiles  entre  deux 
surfaces  ellipsoïdales  homothétiques  et  homogènes,  est 

Bevenons  avec  M.  Cbasles  au  cas  où  le  point  altiiéS 
est  eilérieur  à  la  coucbc.  Prenons  le  pointS  pour  origine 
des  coordonnées  et  l'axe  du  cAnc  circonscrit  à  la  surface 
externe  de  la  couche  pour  asc  des  e.  Si  nous  faisons  usage 
de  coordonnées  polaire»,  l'élément  de  volume  attirant 

r'driiti6d6d^, 
dr  désignant  la  portion  de  rayon  vecteur  comprise  entre 
les  deux  suifaces  de  la  couche,  6  la  colatitude  et  i|i  la  lon- 
gitude. Pai  suite,  l'attraelion  exercée  parle  volume  en 

question  Sfia 

(■)  ipdri„>6.n,l-^. 

Son  SA  {fig-  5 1  )  le  rayon  r,  O  le  centre  de  rdlipsoïdc 
extérieur,  OC  le  diamètre  parallèle  à  SA,  joignons  SO. 
On  aura 

SA  .SB  _Ôc' 


i]iii>E,  et  qu'un  pcuiénancBr  ainii:  51  l'en  aiiit par  mpciai  S  fwfeanfire 
Je  l'espaer  Ji-uj:  liemua  de  UretOoa  Jixe,  le  rapperl  iet  prodia'U  âeà  Kg- 
inenii  inierrrpiés  lar  dnqia  licmnte  a»  tmttani  /Mnr  fouiei  lei  païUleni 
cl>  polM  S. 

Pdut  démoatccT  cctta  propoiilion  on  prtaâ  pagr  »«•  deux  des  téetaui 


1  SPHÉROÏDES. 

OU  bien,  en  désignant  par  G  ïc  milieu  de  AB, 


sg'  -  ga'  "  ~  (so'  -  od'  }. 
OD 

Si  l'on  applique  vetie  relation  à  la  sui'facc  ÏDteme,  le 
point  G  ne  changera  pas,  puisque  les  ellipsoïdes  sont 

liouioihiii<|u::s,  cl        restera  aussi  Je  même,  en  sorte 
OD 

que  l'un  pourra  (ïcrîre,  en  reirancliaut  l'ëqnaiioti  rela- 
à  la  surface  interne  do  la  préi-édenle, 


en  observant  que  d.GA  u'est  autru  chose  que  tir, 


canilddn!c*ct  l'on  Cilt  x  =  a  dans  l'aqualion  de  II  courbe.  Dam  l'dciuu- 
linn  en  ^  linil  obtenue,  lu  produit  des  racines  reprjietilc  l'un  d«  pro- 
duits de  >^[metils  eontidérësi  or  il  B  diSsigne  le  coefflelenl  de  la  plus 
lunle  put eMDce  dsj-  elCla  terme  Indapsndaut  des  mriibles,  le  preduil 
en  qoeslloii  seri  igal  il  L^anlre  produit  s'obtiendralld'npo  miaiin-  ' 
umbUble  et  sentit  ^il  '  AdésienitDlIeiweBldcntde  la  pln>biiuli> 

Bt«ll,kl«eoiniilii"i  <l'ir,  ,1  s  .  (!,■  |)..-ili..ri,  lii  cliivt- 

d'o^ineD'alljrGpiMlanï  I3  lrai»r.iimniiuii  di>>  roorilonuïe^  Icb  loclli- 
deols  des  Uimet  do  degrs  le  plut  életé. 
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5l3  ST&TIQUe. 

L'esprcstion  (■)  de  l'atlraction  devient  alors 

,  Ôc'  rf.OD  .  „  ,„ 

«t  si  l'on  atlribuf  à  ^''I<^'"'s  (lélcrmiNécs,  <iii  oli- 

tifiiilra  (li's  ulémcnis  ilo  voliiuics  ioiilr|Ui'S  [l'oir  ilii'O- 
rèmcs  III  ei  IV)  ayant  pour  axe  la  ilroiie  choisie  pour 
asc  des  z.  Pour  deux  valeurs  de  iji  différentes  de  n,  les 
éléments  seront  égaux,  car  $  prendra  des  valeurs  égales; 
donc  l'attraction  des  deux  éléments  correspondanis  à  ces 
valeurs  de  fournira  une  attraction  dirigée  suivant  l'axe 
des  z,  et  l'on  arrive  au  théorème  suivant  : 

ThéobèmeVII.  —  L'iiiliticlio/i  il' une  l  oiic/ic  boiiioghie 
injiiiiiiient  mince  liinilcc  à  ilciix  (;liip.\iiïiies  coni  riilii- 
qiicf  et  liQinolhèliqiws,  sur  un  point  cxlriir.ur,  c-il  rlirigi-i: 

de  la  couche  iiyiiiil  sitmiiii-l  nu  point  iiHiif;  celle 
direction  caiiii  iilr  du  n-.'l,;  uvi  c  In  noinm/e  il  In  .'w  fni  c. 
hon,„fo,:,l<:  ,le  h,  .^nrf.u;:  ferm: la  ,:n„rl„:  pr,.f,anC 
p.rlrp.,àn  omn:.     ^  ,  . 

rlm^e  (juc  des  ellipsoïdes  lioiiiofocaux  à  la  surface  externe 
de  la  couche.  Rappelons  ici  que  l'on  appelle  surfaces  de 
niveau  relies  qui  sont  en  tous  leurs  points  normales  aux 
dtrccdons  des  forces  qui  sollicitent  rea  points.  Sï  X,  Y, 
Z  désignent  les  composantes  (le  l'a tli action  suivant  trois 
axes  reclaiigulaires,  on  ili.'vi  a  àimr  iniiir 

dx,  djr,  dz  étant  proportionnels  aux  cosinus  que  fait  la 
noi'male  aux  surfaces  de  niveau  avec  les  axes.  Cette  ex- 
pression est  une  diUérentiellc  exacte,  puisque  X,  Y,  Z 


sont  les  dérivées  du  la  fonciioii  des  forces  U,  ù  laquelle 
nous  dunnerons  désormais  le  nom  de  potentiel.  On  peut 
donc  dire  que  loui  le  long  d'une  surface  de  niveau  le  po- 
tentiel est  coostani, 

lorsqu'on  connaît  les  surfaces  de  niveau,  il  est  facile 
d'eu  déduire  la  valeur  du  potentiel  U  qui  saiisfiil, 
comme  nous  l'avons  vu,  à  l'équation 


(l)         D].U  +  D;U  +  DJU  =  o    on  il'lU^o. 


Cela  posé,  l'équatii 

]n  des  surfaresde  niveau  renferme 

un  parami'Mro  »,  i  .ms 

tant  SI.I-  une  niùnic  stii-rire  (vl  va- 

,  Fauur.  U.  fi.n.tinn  <!.■  ir  i-nia- 

Cl  variable  d'imc  suii 

ililSLu-  i.iif  iiiijm,.'  5Mil';.ic  de  Jiivi'aii 
ace  a  l'aulrc.  U  <;[  11  varifnL  donc 

et  sont  constante  en  i 

nCme  temps,  et  puisque  U  est  fonv- 

lion  de  H,  on  a 

D^U  =  D„UD,K, 

UÎU  =  d;U[D.hi'  +D„tJD;,«. 

En  cliangeniit  3  ' m 

y  et  en  z,  on  obtient  deui  autres 

formules  analogues  à 

la  prérédenlo  qui,  combinées  avec 

elle  p.-ir  vole  d-a<idin< 

(2'  I);U{at 

"w)'  +  D„IjAC:nr-_o. 

Cette  équation  différentielle  du  second  ordre  peut  s'in- 
tégrer par  lc>  quadratures,  et  si  l'on  pose 


on  trouve 


C  et  C  désignant  deux  consianios. 

324.  Appliquons  cette  théorie  aux  ellipsoïdes.  Nous 
avons  trouvé  que  les  surfacâ  de  niveau  relatives  à  l'at- 
I.  33 
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tnctiou  exercée  ji a r  un  cUip^oidc  élaîciii  des  cllipsoïiics 
homofocaux;  l'équâiion  îles  surraccs  de  ttivcauj  dans  )e 
cas  actuel,  peut  donc  èiro  présentée  sous  la  forme 

En  posant  alors 

+  «)■       (Ï^T^  H-  «)' 

''''  [<.'+«)■ 

On  tire  facilement  de  ces  <!(jualions  et  de  relies  que  l'on 
obtient  par  une  ou  deux  permutations  circulaires 

l'i'qualioTi  (a)  (ic  tout  n  l'heure  devient  donc 

On  en  eonclut,  en  désignant  par  C  une  conslanle, 
ïl.D.C  +  1  (C  («'  +  I.)  (i'  +  .)      +  .))  =  o 

D.U  =  IC(»'  +  »)(4.  +  «)(•■  +  «))-'  i 
et,  eu  désignant  par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  Vallrac- 
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tion  suiviiiii  k'ï  u\c5, 

[X  =  D.II=D.U± 

lï  =  »(C(«'  +  .)(4'+«)(.'  +  «)] 

\  Z  =  .[C1.'+ .)(«■+ »)(<■  +  .)]■' j^^. 

Rrsie  à  déterminer  C.  Pour  y  parrenir,  M.  Clissles  plaie 
k-  point  aliiré  .sur  )a  surface  externe  de  la  couche,  ce  qui 
revient  à  fsuc,  u  =  o.  L'espressîon  trouvée  pour  l'atlrac- 


a  déjà  V 


d'où 
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Faisons  toïiit  ider  le  poiut  S  avec  !a  siirrace  ;  dévier 
-'—        •         deviendra  -  OD;  Sli  pourra  Élre  reinplac 


AB  '  SD 
SK 


5a)  et  l'équation  (a)  deviendra 
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mais  en  menant  OP  perpendiculaire  sur  SX,  c 


(b)  devient  alors 


l'attraction  de  l'élcm 


La  Gomposanle  de  cette  attraction,  suivant  l'axe  du  cAue, 
est 

et  l'attracliou  totale  s'obtient  en  intégrant  cet  élément 
de9  =  oà  S  =  )T,  etde<^  =  o  itfi=r  an,  ce  qui  donne 

Si  Ton  place  lo  point  S  à  l'cxlri'mité  de  Vase  principal  a 

d(i  rdlipsnidc,  l'altrai'lion  <ie\icnt 


D'un  autre  côté,  si,  dans  ia  pr.-niiiire  des  ronimlts  (3), 
on  fait  u  =  o,  on  a  une  autre  valeur  de  cette  attraction, 
et  en  égalant  ces  deux  valeurs  on  a 


Digitizedby  Coo 


*TTRic[i'i>  nr.'i  M'jîÉnoïDBS.  5iy 
les  formules  (3)  devieutiLMit  alors 

Z  :--  in  K  =  bc      J^-  {(„■■  ^„)[l,'  +  „  )  {c>  +  «  f  \ 

'/X'  +  Y'  +  Z'  =  4 n ip  if  f/« /j  r; „ t      „  ■,  7, :_^„-,^^,^„  jj" ï 

Telle  est  l'expression  de  Iniiivii  limi  d  um-  cou  die  ellip- 
soïdale sur  un  point  exl<'ri(.'ur  :  p  1  ejji  ést-nic  dans  celle 
expression  la  distance  du  cctilre  di;  l'ellipsoïde  an  plan 
langent  à  l'ellipsoïde  homofocal  passant  en  S. 
Dansjes  cqoaiions  prcoédentes,  posons 

Bemplaçons,  pour  plus  de  symétrie,  dans  la  suÏEe  des  cal- 
culs, X,  Y,  Z,  x.y^z.  I',  par  X,,  Y, ,  Z,,  Z|,  pi  ; 
supposons  que  la  roiiclni  agisse  jioii  sm-  lui  simple 
point  matériel,  mais  sut'  roltiiitnl  i/'wj  iln  la  surfait'  de 
niveau  passant  en  S,  cimetioiis  un  évidence  la  masse  f/u, 
de  l'élément  attiré  implicitement  contenue  dans  le  fac< 
leur  k  :  nous  trouverons  ainsi 

rfw,  =  dx,  dz,  ^  y/^  -H  1^  +  ^, 

d'où 

Pidoi  =  djr,dîi  —1  ■ 
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Ou  trouverait  de  la  mâine  manière  [lour  ii 
de  turfacn  de  niveau 


Mais  si  r/u,  et  di^t  sont  deux  élcmcnls  cori'cspundants 
sur  les  deus  surfaces  de  nivo&u,  on  a 


Cette  équation  coiiduil  au  tbéoreiiic  suivant  : 

TufioRfeME  VIll. — Les  composantes  de  l'attraction 
muluelle  de  deux  points  correspondants  sont  entra  elles 
en  raison  inverse  des  axes  des  surfaces  homojoeales 
auxquelles  ils  appartiennent. 

S3S.  Noua  terminerons  ces  considérations  géomé- 
triques par  uncremanjue  intéressante  consigné  dans  le 
Mémoire  de  M<  Cbasles  sur  l'attraction  des  ellipsoïdes. 

Si  l'oa  reprend  la  valeur  de  l'attraction  totale  exercée 
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sur  un  poiïil  <;\[i;ricHr, 

élément  de  sui-farc  ilo  [ilicau  il'it,,  ccue  exprcssiou  de 
l'attraction  preudra  b  foruii; 

",'':r, 

dû  niveau,  ut  si  Pou  remarque  (jue  2/),  t/w  cslii;  triple  du 
volume  du  l'ellipsoïde  diini  les  axes  sont  a,,  b,^  c,,  on 
trouve 

l6ir*p6erfo. 
On  peut  donc  dire  que  : 

Théorème  IX.  —  La  somme  îles  allruciiuns  cxcnéo 
par  la  coucha  sur  loiis  les  éléments  d'une  même  surface 
de  niveau  est  constante. 

226.  La  théorie  de  M.  Gbasks  résout  complètement  le 
problème  du  l'attraction  d'une  coucbc  inGaîmeul  mince. 
L'attraction  d'une  Goucbe  d'iipaisscur  finie  ou  ménte  d'un 
ellipsoïde  plein  est,  comme  on  sait,  beaucoup  plus  dif- 
fidle  &  évaluer;  niais,  d'utie  part,  si  le  point  attiré  est 
intérieur  i  l'ellipsoïde,  en  vertu  du  théorème  de  Newton, 
l'attraction  exercée  par  la  coucbc  comprise  entre  la  sur- 
face de  l' ellipsoïde  et  l'ellipsoïde-  bomothétique  et  con- 
centrique passant  par  le  point  aitiri5  est  nulle,  et  lu  cas 
du  point  intérieur  se  ramène  ou  cas  il'uii  poitit  situe 
sur  la  surface.  D'autre  part,  Ivory  a  fait  coniiaitrc  un 
théorème  très-remarquable  qui  jiermet  de  ramener  le  cas 
du  point  extérieur  au  eas  du  point  intérieur,  en  sorte 
qu'en  demicrc  analyse  on  n'a  plus  à  considérer  que  le 
cas  d'un  point  situé  sur  la  surface. 

Considérons  un  premier  ellipsoïde  dont  les  demi-axes 
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sont  tr,  b,  c,  l'attraction  exercée  par  lui  a  |iour  com- 
posantes 

Y  =  km  ^  dm, 

Z  —  kmj         '  tim, 

x.y,  /.(lésigiiaiil  ifs  coorcloiinti's  tlt;  l\'li!i]icii t  ailiraiit i/ui, 
,r,  j',  z  ies  c  oordoDTii-cs  du  poïiil  nllirii,  r  \i  liisiaiici;  du' 
1  elL-meiil  ilin  au  point  aiiin;  :  A  iL'prtseiilc;  toujours  le 
cofllififiit  de  l'allraclioi],  et  //(  la  massi;  du  point  attiré. 

ConsidtroDs,  en  [larliculier,  la  composante  parallèle  n 
l'axf  des  x  :  on  peut  la  mt-Llre  sous  la  forme 

p  désignant  la  densité  conslanlc  (le  l'ellipsoïde.  L'inlé- 
gratiou  par  rnpjiort  à  x  peut  sV'IR'ctncr  et  donne 

-'-//(^-^). 

r,  et  ri  désignant  les  valeurs  de  r  correspondant  s  deux 
points  situés  sar  la  surface  de  l'ellipsoïde  et  sur  un 
prisme  parallèle  à  l'axe  des  x. 

Faisons  actuellement  passer  par  le  point  s  un 
ellipsoïde  homofocal  avec  l'ellipsoïde  attirant:  l'action 
de  cet  ellipsoïde  idral  supposé  plein  sni'  le  point  cor- 
respondant di!  J\  y,  :  ^luni  pour  loniposaiiie  suivant 
l'axe  des  a: 

x',  j  ',  /'  désignant  lei  toonluiiiiuos  il  uii  puint  du  nouvel 
ellipsoïde,  et  r',,  r\  lus  distances  du  point  correspondant 
du  point  attiré  à  deux  points  situés  sur  une  parallèle  à 


l'axe  lies  X  cl  sur  la  suiface  du  m'coiiiI  cllijisoïdc.  Rien 
o'empâcbe  de  choisir  pour  rc.^  points  les  pninis  corres- 
pondants X,  jr,  z,  S,  y,  z  des  poinis  cjui  se  prt^scnlent 
dans  la  formation  de  la  composante  X;  on  aura  alors 
r,  — /'i  el =       CM  vertu  (lu  llitorcme  V,  p.  aiij. 

Si  notij  J<;:i!;iHiri5  alors  par  ^t}',  ib',  itc'  Icn  axes  de 
l'ellipsoïde  passant  par  lu  point  X,y,  i,  ci  homoroeul  avec 
l'ellipsoïde  proposé,  on  aura 

^  —  -     'lï.^^     .if'  — 
rfï  ~  o'     ily  '~  b'     </i  ~  p  ' 

et,  en  vertu  de  ces  .l'luations,  la  formule  qui  donne  X' 
ponna  s'écrire 

ou  « 


On  aurait  de  même 


C'est  dans  ces  trois  cgalili's  ipio  loiisïjtr  le  lln'iirèmc 

Tréoiiëmb  X.  —  Les  attiaclUms  rlrnx  ellipsoïdes 
homofoiaux  exercutit  pantlli-lriucnt  à  chtif/iie  axa  sur 
ilciir  poi'ii.',  ciii  /Tspoiii/aiiis  places  sur  leurs  surfaces  res- 
pcciivc-s-,  siini  t  jiln;  elles-  Comme  Its  prodiiils  lies  deux 
axes  perpciiilicidiiircs  à  chaque  composante. 

Poisson  a  remarqué  le  premier  i]uc  ce  tliciiréiiie  est 
indépendant  de  la  loi  d'attraction. 

Ajoutons  que  si  nous  convenons  d^appclcr  è/cnieiits 
eorrei pondait  ta  deux  élémcnls  de  surfaces  de  niveau  tels, 


quu  ciiaque  point  di'  l'un  ait  son  correspondant  dans 
l'autre,  nous  pourrons  énoncer  le  iliéorémc  suivant  : 

TnËoftÊHE  XI,  —  Les  altmctions  t:ierccvs  par  une 
couche  comprise  entre  deiix  ellipsoïdes  liomothèliqiies  et 


coirciporidant.-;.  foiil 

Soi, 

■m.  ,n  dlfl.  «,  l 

c  de- 

ml-axos de  la  suif;icc 

<■       1,1  coni  li,., 

là  d-Misilc 

di:  ctlte  oouclie  ;  a„ 

fil,  '■, 

l'nn,;  di;s 

1  éléinciu  (1,.  c.Lie 

'  la  distance  du  contre 

de  la  ( 

•ouclie  au  plan  de 

cul  i-lument,  l'attraction  exercée 

t  éléineni  sera 

Soil  ilio'  l'élément  coiTCspundanI  de  ilra  sur  une  ■surface 
de  niveau  dont  les  demi-axes  soient  a\,  h\,  c',;  soit 
aussi  p'  la  dislance  du  cenire  de  la  couche  au  plan  de 
l'élémetil  da>'  :  rallraction  exercée  sur  cet  élément  sera 

Le  rapport  de  ci'5  dt-ux  aiir.ii  iions  csi 
^'  p'du'  a,b,c. 

Mais  pdtù  cstéga[  kifydz-^,  p'dta' eitégallidy'ds'—; 

x.j,  x\  y',  2'désigtiant  Ii's  coordonnées  des  élémeiits 
ll''^,  du  plus,  comme  ces  éléments  sont  correspoo- 


OU  biL-LI 
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jIttr\cti03  des  ellipsoïdes. 

dx  a,  dy  £,  dx  e, 
'^"7',^    '^~V,'  d7~7,'' 

le  rapport  (i),  ca  tenant  compte  de  ces  relations,  se 
réduit  A  l'uait^,  ce  qui  démontre  le  théorème  que  nous 
avions  énoncé. 


227.  ConcL-vons 

rps  niaiéricl  de  forme  ijnel- 

conque,  mais  Icniiii 

né  par  i 

inc  surface  fermée,  c'est-à-dire 

ne  s'ûlcndaiil  pas  à 

Hnlin 

i,  et  donc  du  pouvoir  atlractif 

des  distances.  Coi.c 

à  son  allJ'action;  il 

y  aur 

a  uois  cas  à  distinguer  :  les 

lopperonl  loiue: 

^  paMs 

;  daulres  srronl  en  librement 

comprises  dans  i'ii 

■  du  corps,  cl  d'autres  enfin 

pourront  iin  eu  partie  extérieures  au  corps  et  en  panie 
dans  son  intérieur,  à  moins  toutefois  ([ue  la  surface  du 
corps  ne  soit  cllc-m6uie  une  surface  de  niveau,  auquel 
cas  il  n'y  aurait  que  des  surfaces  intérieures  et  des  sur- 
faces extérieures.  Quoi  qu'il  en  soit,  nous  iic  consi- 
dérerons que  lea  surfaces  entièrement  extérieures  au 
corps. 

Soit  A  l'une  de  ces  surfaces  :  concevons  sa  normale  en 
un  point  m,  et  soit  iln  la  portion  de  cette  normale  com- 
prise, c\lcri [purement  ii  la  surface  A,  entre  le  point  m  et 
la  surface  de  niveau  infiniment  voisine  de  A.  Enfin,  soit 
K  un  cocilieii-iit  constant  ipii  sera  un  infiniment  petit  du 
deuxième  ordre.  Prenons  sur  ta  noritialc,  inlérieurcnicnl 

à  la  surface  A,  un  segment         sou  (.-slréniilé  aura  pour 

lieu  géométrique  une  certaine  surface.  Cette  surface,  et  la 
surface  primitive  A  qui  a  servi  n  la  construire,  compren- 
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ilroDt  entre  clli-a  une  couche  intînimciit  mince,  <loiii 
l'épaîssuur,  variable  en  chaque  poinl,  aura  pour  exprcs' 


Sur  chaque  suj  fuce  de  niveau  oci  jj'm. 

('e  sont  ci'S  cim  lies  nous  allons  considérer  pour 
'icmonlicr  divtrftïs  pnipiiêlés  relatives  à  l'altr^clioii 
qu'elles  c>\ercrni  siii'  les  poiaisdu  l'espace,  et  comparer 
eetit'  atirnciioii  »  celle  qu'exerce  Je  corps  lui-même  sur 
ces  mêmes  jioïnis. 

228.  Soiciit  r<-!ni:i„t  supcriicici  delasuifaccA 
au  point  iri,  il^  l'clénuMU  de  toliimc  de  la  couelic  en  ce 
poiul,  [X  étant  le  volume  de  la  eomlie  entière.  On  aura 

■'•'  =  ^: 

Prenons  sur  une  autre  surface  de  niveau  quelconque  A' 
le  point  m'  situé  sur  la  ligne  trajectoire  orthogonale  aux 
surfaces  de  niveau.  Soient  rl'ii'  l'élément  superlïeiel  de  A 
en  CI'  [loi lit  lin'  la  normale  à  A'  Icrminée  à  la  surface 
iiiliiiiiiiMil  \oisiiK',  et  ilii'  ri-liinunt  de  volume  de  la 


J'apjicllcrai  points  convipoiirlunls,  sur  deu^  surfaces 
de  niveau,  deux  points  situés  sur  une  ligne  trajectoire 
orlliogonàlc  à  toutes  ces  surfaces  :  ainsi,  ni,  m'  seront 
deux  points  corii-sponrltint!.  J'appellerai  de  mâmc  efc'- 
ments  superficiels  conesponilunls,  sur  deux  surfaces  de 


de  volume  compris  dans  le  même  petit  canal.  Ainsi, 
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m  et  m'  étant  deux  points  carresponAinis,  du  et  rfu' 
seront  deux  éUmentssuperficièli  coiresponJants,  et  <^f>, 
deux  éléments  de  volume  correspondants. 
Soit  U  la  somme  des  molécules  du  corps  attirant  divi- 
sées par  Icui-s  (lislanccs  respectives  ati  point  m.  Vaitrac- 
lïoa  du  corps  sur  ci-  poîiii  est  dirigée  suivant  la  normale  dn 
à  la  surface  Â ,  l'I  cïI  égale  à  ^i  d\}  étant  l'ai 


de  valeur  que  reçoit  U  quand  on  passe  de  la  surface  A  à 
la  surface  de  niveau  infiniment  voisine;  et  l'nl 


du  coq)s  sur  l'élément  da  est  dttt. 

Pareillement,  U'  représentant  la  somme  des  molécules 
du  rorps  divistcs  par  leurs  distances  respectives  au 
pmur  «/lie  la  Mi[  fjirc  de  niveau  A',  l'atti-action  du  corps 

Mil-  l'eléni.'iLi  -/'.i'  ,![■  1  Tiii'  Mii  face  sera  dirigée  suivant  sa 

normale  et  aura  pour  valeur 

Or,  c'est  une  propriété  des  éléments  correspondants 
(théorème  XI,  p<  5aa),  que  les  attractions  du  corps  sur 
ces  éléments  sont  égales  entiv  ellrs;  on  a  donc 

Il  résnlte  de  là  que  la  somme  des  attractions  du  corps 
sur  les  éléments  d'une  mâmc  surface  de  niveau  a  une 
valeur  constante,  quelle  qne  soil  cette  surface.  Vous 
allons  prouver  que  cette  valeur  m  4'"^^}  ^  Vtant  la 
masse  du  corps;  t'cst-à-dire  que  l'on  a 


ff 


rfntcgrale  étant  étendue  à  tous  les  éléments  de  la  surface 
de  DÏveaa  A. 
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La  fonction  V  cs(  nue  somme  du  termes  de  la  foriUL- 
iiyi  représentant  une  ntol^cule,  ou  un  élément  de  la 
nlaSsc  du  corps,  et  r  la  distance  de  cette  molécule  au 
point  fil  di?  la  surface  A  ;        'l'a  se  compose  donc  d'une 

suite  de  termes  de  la  forme  f/M  ■  — f/w.  Cooséqueui- 
meiit  J J^^'^'^  *°  compose  d'une  suite  de  termes  tels 
d- 

qne  d}i\~d(e,  dont  chacun  donne  lieu  à  l'intégrale 


■  dot  étendue  A  toute  la  surface  A.  On  a 


on 

ponu  m  l'iil  i,U';-  la  tioim^i !<■  ,//;,  a.,^.lc  c,I,(us,  parce  que 
nous  sup|ios()]is  \i:  corps  renrei  mé  ilajis  l'inlcricur  de  k 
surface  A,  et  la  normale  dn  extérieure  à  celte  surface; 
ou  aura  dr  =  —  dn  cosi,  et  îl  vient 

Or,  d'apr&s.an  théorème  bien  connu  de  Gausg,  l'in- 
tégrale du  second  membre  est  égale  à  4'^)  pan;e  que, 
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d'une  pan,  la  stirfai^e  de  niveau  Â  est  fcrnit'e,  puîsqiK^  le 
corps  n'est  pus  infini,  el  que,  d'autre  part,  tous  les  points 
d'où  partent  les  ]  ayons  r  sont  situés  daiis  l'intérieur  de 
celte  surface,  par  hipgtlièsc  (1  ).  On  a  donc 

THÉonÈWB  XJI. — La  somme  tirs  valeurs  numériques 
tics  atlraclioiis  <ju  un  t  olps  ext-rcv  sitr  les  élùments  su- 
perficiels d'une  lie  ses  surfaces  tin  niveau,  quand  cette 
surface  entoure  le  corps  de  toutes  parts,  est  égale  h  la 
masse  du  corps  multipliée  par  4^  {*)- 

Dans  l'expression  JJ^^da,  f/U  est  constant,  puis- 
que l'inlégralc  se  rapporte  à  une  même  couehe;  on  peut 
donc  écrire  l'équation  (a]  sous  la  forme 


II-.. 


— ^  est  le  volume  de  la  couclie,  que  nous  a 
pelé  Pi  on  a  donc 
,3)  ill  =  ll55;.  ■ 


l'inoncer  aîoii  1  Quand  an  corpi  eit  eimtepfi  dt  loua  parli  pur  âne 
mr/mce  Jrrntéf,  ta  mmam  dci  ailrwtioiu  Jaterpinr  let  élémenli  n/itrfi- 
eleb  de  eellt  a^ce,  tillmiti  juivanf  la  nenulei  à  eti  itimcuu,  tU  ipU 
à  ta  miue  du  cnrpi  nmlllpliéa  par  ^  s.  la  d^monttnlliui  da  ce  Ihéorèmit 
|[jiiénil  wt  la  aima  qne  povr  l«  c»  d'une  urhiM  de  ninian. 
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Celle  expression  irès-sîmple  de  dU,  en  fonction  i!u  volume 
de  la  couche  construite  sur  la  surface  de  tilveau  à  laqnellc 
se  rapporte  la  valeur  de  U,'nous  sera  Ir'ls-ulite  plus  loin. 
Reprenons  l'équation  (i)  etécrivons-la  sous  la  forme 


ainsi  quuKul  K';  l<;  ii.fuila.  inrii.l.i!- csi  i\„n<-  toiKlani^ 
Or  il  pvpnmc'  le  rapport  de  deux  éléiiit-uls  (!«  voiimit; 
corre«pondanis,  pris  dam  les  couclies  construites  sur  les 
deux  surfaces  Â,  Â'.  Ce  rapport  constant  est  évidemment 
égal  k  celui  des  volumes  entiers  des  deui  rourhes;  de 
sorte  qu'on  a 

''y  _  f  ^ 


(4) 


T.EÉonkME  XIII.— A-  ro»  romyù  „n  cm,u/ r/„r!,.on</,.c 
orl/iogoirnl  à  lonlcs  /i-s  iuifm;-s  ,lp  niveau,  1rs  voluni,-! 
qu'il  iiilercepiern  ilaiis  driix  couches  seront  ciiire  eiijr 
dam  le  rapport  des  volumes  des  deux  couches. 

229.  Considéi-ous  lus  deux  coucbés  construites  sur  lea 
surfaces  de  niveau  A  et  A',  et  supposons  maintenant  que 
cc«  surfaces  soient  infiniment  voisines.  Soii  la  dis- 
tance du  point  m  de  la  première  i  un  point  S  iMéi  ieur 
aux  deux  couches;  fonnous  l'espression  ^— :  jij  ,  r/p 


ATTRACTION  SBS  KLLIPCOlOES.  Sai) 

étant  l'élément  de  Tolame  de  U  rtniche  [i,  au  point  m. 
La  diiïéren délie  de  cette  expression,  quand  on  passe  du 
volume  dfi  au  volume  correspondant  dp.'  de  la  couche 
ïn&niment  voisine,  est 

\  f      }       \v-     I      CP  fP' 
Nous  faisons  sortir  ^  de  dessous  le  signe  d,  parce  que 

nous  venons  de  prouver  (228)  que  le  rapport  ^  est 
constant. 

Soit  i  l'angle  m'mS  que  la  ligne  mS  =  p  fait  avec 


V  p    /    p  p' 


A  la  place  de  i/ft  metions  — r — i  il  v 


_K  lia  cos/ 
f*      P'  ' 


ËiendoDS  celle  expression  à  tous  les  élénit-Dts  de  la  sur- 
face, nous  aurons 

Il  y  a  deux  cas  à  examiner,  suivant  que  le  point  S  est  an 
dehors  ou  au  dedans  des  deux  couclics. 

1.  34 


S3o  STATIQUE. 

S'il  est  en  dehors,  ou  aui-a,  comme  on  sait, 
et  coDséfjaemtncnt 
d'où,  en  intëgi-ani, 


Faisons  I" p''^  =  u,  i,  .-taiil  ia  .omnio  des  moléruk-s  du  la 
cotK  Iii!  divisi'c--  [Kii'  li'iii's  (lisiaoccs  respculivcs  au  ]>oii)l  5, 
cl  appelons  ;/  l.i  s'iiiimi: semblable,  rclalîve  à  une  autre 
roiii  lii-r  (ju.'lcojjijiic  :  cm  aura,  d'après  réc{uation'à  laquelle 
nous  menons  d'oniv.T, 

(«)  "  =  -„ 

c'e£t-n-dire  que  : 

TstonÉME  XI\'.  —  La  somme  des  molécules  tîUmc 
couche,  dU-isèes  par  leurs  distances  ivspeclives  à  un 

rapport  coii.'Iaiil,  i/iici/i'  que  'vil  lu  fii:iclic. 

Nous  pouvons  coiitluic  tout  du  juile  de  là  que  : 
ThAdhémb  XV.  —  Les  coudies  ont  toutes  les  mêmes 

surfaces  de  niveau  extérieures. 

Dans  le  cas  où  le  point  S  est  dans  l'intérieur  des  deux 


□igifeedby  Cooqli] 


et  l'équation  (5)  devient 
■ou,  d'après  l'iSqualion  (3), 

•//(7'-)4- 

Lb  cnraeli']  isliquc  fl dans  <-/U  a  la  mcme  sifinilicatioii  que 
la  caiaciérisliiiuc  o,  piiiMiuc  //L  iiidiqiiL-  k>  jiassage  d'uni- 
couche  à  la  couche  înlïnliu''ui  viilsiiic.  On  puni  douo  in- 
t^rer  comme  s'il  v  avait  oL.  11  vienl 

La  coQstamc  est  nulle;  car  si  l'on  siqi|ir)SL'  la  couclic 

inGnîmenl  ctenduL',  chaque  Itrrnic  —  vii  mil,  puisque  le 

pol]]l  S,  d'où  part  lu  rayon  p,  est  dans  l'inlpi'ieur  de  la 
couche  ;  le  pi  eriiicrmembrc-sl  donc  égal  à  léro.  On  a 
aussi  U  =  o,  puisque  chaque  point  de  la  couche  est  inS- 
niment  éloigné  de  chaqai!  molécule  du  corps  attirant. 
La  Gonitante  est  donc  nulle.  Ainsi  l'on  a 


La  valeur  de  U  se  !  lij>j>oi  ii;  ï<  un  [loiiit  de  la  sui  facc 
la  couche  el  est  conslaiile  dans  toute  l'étendue  de  ci 
aurifice.  L'équation  exprime  ce  théorime  : 


Théorème  XVI,  —  La  somme  des  molécules  d'une 
couche,  divisées  par  leurs  distances  respectives  à  un 
point  pris  dans  son  intérieur,  est  à  la  masse  de  la  cou- 
che comme  la  somme  des  molécules  du  corps,  divisées 
par  leurs  distances  rcspcctii>rs  à  un  point  de  la  surface 
externe  de  la  couche,  est  à  ta  masse  du  corps. 

Il  résulte  de  uni;  pi'0|)ii(:(ij  imjionante  çt  caract^iis- 
liqiie  lie  nos  coiidics,  savoir,  que  : 

TatoiiÉME.  :^\n.  —  Le  somme  des  molécules  d'une 
conclu;  divisées  par  leurs  distances  respectives  à  un 
point  pris  dans  son  intérieur,  a  une  valeur  constante, 
quel  que  soit  ce  point. 

Desdeux  llitiri  l  imes  XIV  et  XV  s'en  déduisent  plusieurs 
au[rc5  ri^liitils,  soit  à  une  COUche  seole,  soit  à  l'ensemble 
de  dctiv  l'ouchc:.,  soiL  à  unecouclie  et  aucorps  lui-même, 
ton  sidérés  ensemble. 

Supposons,  dans  le  thforâme  XIV,  ejtprîmé  par  l'dqtia- 
lîon  --  =  --;>  que  la  couche  fi'  enveloppe  la  couche  jk.  Le 

point  S  auquel  se  rapportent  les  fonctions  u,  u'  est  exLé* 
rieur  aux  deux  couches,  mais  il  peut  être  aussi  prés 'de  la 
couche  fi'  qu'on  le  voudra;  la  surface  externe  de  celle 
couche  est  donc  une  limite  de  laquelle  le  poiiitSpeuE 
s'approeher  inili'finiiiviH;  t-leDcnine,  dans  le  déplacement 
de  ce  point,  la  fonriion  u'  varie  d'une  manière  continue, 
on  en  conclut  que  le  iliëorèmc  a  encore  lieu  quand  le 
point  S  est  situé  sur  la  surface  exieniedela  couche  ft'. 
Pareillement,  dans  le  théorème  XVI,  exprimé  par 

l'équaiion  —  =  le  point  S  auquel  se  rapporte  la  fonc- 
tion Il  est  situé  dans  l'intérieur  de  la  surface  externe  de 
h  couche  fx;  mais  il  peut  s'approcher  indéfini  ment  de  cette 
surface,  et  l'on  voit  aisément  que  si  l'on  considère  deux 
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points  S,  Si,  dont  le  pruiuicr  soit  trèï-près  de  la  surface 
et  le  second  sur  la  surface  même,  la  tlilTércnce  Riiire  le« 
valeurs  de  la  fonclion  u  relatÎTcs  i  ces  deux  points  sera 
d'autant  plus  petite  que  le  point  S  sera  plus  près  de  la 
surface.  El  puisque  la  valeur  de  u  reste  loujoui's  la  même 
dans  toutes  los  positions  du  point  S,  on  en  conclut  que  la 
valeur  de  celle  fonction  est  aussi  celle  relative  au  point  S| 
situé  sur  la  surface  de  U  couche.  Nous  pouvons  doue 
énoncer  ce  nouveau  théorème  : 

TiiÉORÈHe  XVni.  — ta  somme  des  molécules  d'une 
couche,  divisées  par  leurs  distances  respectives  à  un 
point  quelconque  de  ta  surface  externe  de.  la  couche, 
est  constante  et  égale  à  la  somme  de  ces  molécules  divi- 
sées par  leurs  distances  respectives  à  un  point  pris  dans 
l'intérieur  de  la  couche. 

La  première  partie  de  ce  théorème  montre  que  : 
THÉoskiiB  XIX.  —  La  surface  externe  d'une  couche 
est  unesurface  de  niveau  relative  à  l'attraction  de  cette 
couche. 

Or,  d'après  le  ihcorcmc  XV,  ccUc  surface  est  aussi 
une  surface  de  tiivcau  relative  ii  l'auractiou  de  toute  autre 
couche  comprise  dans  la  première,  et,  par  hypolhèsc,  elle 
est  une  surface  de  niveau  relative  à  l'attraction  du  corps  ; 
OD  en  conclut  donc  celle  aulre  propriété  des  couches  : 

Tbéohèue  XX.  —  Une  couche  quelconque  a  pour 
surf/iies  ili:  niveau  extciwurei  les  surfaces  de  niveau  du 

Rcp] L'Tiotis  rw[i[ii[i(i[i  -  =  -75  dans  laquelle  ii  et  u'  se 
rap]K)r[riil  li  un  inÏTiie  point  S  situv  an  ddiors  dos  deux 
touches.  Supposons  la  rovicliR  fi'  e\trrieure  à  le  point  S  « 
pourra  être  situé  sur  sa  surface  externe;  or,  dans  ce  cas,  u' 
aïs  même  valeur  que  pourun  point  situé  dans  riniérieur 
de  U  couche  (Ihforëme  XVII);  on  peut  donc  supposer 
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que  ii'  se  inpporle  h  un  point  île  la  surface  externe  Je  la 

couchi;  il.  On  :<  iloiii-  ic  llitiii  i;niL>  l  elalif  :'i  deux  couclies  : 
T.1ÉOH1.MK  X\I.  ~  /m  .ujinm^-  molécules  d'une 
couche,  itivitiies  par  leurs  ili\riincr-s  rc.^pi-rih'es  à  un  point 
de  la  sutf ace  externe  d'une  II  titre  loiiclic,  esta  la  somme 
des  molécules  de  cette  secomle  coiir/rr,  divisées  par  leurs 
distances  respectives  à  un  puiur  de  /ii  surface  externe  de 
la  première,  fo'iimr  l/t  imi.'fe  de  ccNr  pn-iiiH'iv  couche 
est  à  lu  fiia^u- dr  tu  ^,r,„„l,: 

Cous  idt' l'on  s  ('nroru  l'L'qii.ilion  -  —  ^,  en  siipjiosanl  le 

point  S  sur  la  surface  (le  la  coiiclie  u'  ;  on  aura  alors  par 
le  Ihëorèmc  XVIH 

(*'~  M* 

U  se  rapportant  à  ce  même  point.  On  a  dnnc 
u  _  U 

u  ~  m' 

équation  qui  se  traduit  par  \c  tlirorèmc  suivant  : 

THÉonÈME  XXII.  —  La  somme  des  molécules  d'une 
couche,  iliii'rcs  pur  Irurs  dîsiaticcs  respectives  à  un 
point  exlcririir,  esi  ii  la  soiiifiii:  /les  nioli'rulet  dit  corps, 
divisées  par  leurs  diiliuircs  rrspei  lives  au  même  point. 

On  ii'connait  aiv-t.'nn.'ril  (|U','  ton.-.  Ic's  llirorimcs  précé- 
dents peuvent  se  Jeduin'  d'une  seule  é(|imtio]i,  sjvoir  : 

r^r 

pourvu  qu'on  attri!)ue  à  U  deiix  significatieus  dillërcntes, 
suivant  que  le  point  S,  auquel  se  rapporte  u,  est  situé 
au  dehors  ou  dans  l'intérieur  de  la  couche  fi. 

Quand  le  point  S  sera  situé  au  dehors  de  la  couche,  la 
fonction  U  se  rapportera  à  ce  point  ; 

Et  quand  le  point  S  sera  situé  dans  l'intérieur  de  la 
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couclic,  la  fulicliull  U  sr  iuji|)orlcra  à  un  poiiil  qilcl- 

La  discussion  telle  Jqiialiori.  .I.nii  ces  deux  hypo- 
lliëse^,  riiii,iiiit:iM>:.lilli'icrUcsi>eopLic[és  des  couclu-i  qiK 

allraclions  exercées  par  les  eouelics  et  par  le  corps  Inî- 
mënie.  On  les  déduit  naiurcllcmcnt  soit  de  celU-  équa- 
tion (8),  soit  des  lliéorcnie.'i  rclalirs  aux  fonctions  Uet  ti. 
Pour  cela  îlsulBl  de  se  rappclei'  i|ue  les  coefficients  dilïTé- 
rentieli  de  ces  fonctions,  pris  par  rapport  aux  coordon- 
nées du  point  auquel  elles  se  rapporieat,  e:iprimeDl  Ict 
composantes  des  atlraclions  du  corps  et  de  la  couche  sur 
ce  point. 

Le  ihéorème  XVII  nous  apprend  que  : 

Théorëne  XXIII.  —  Une  couche  n^exerte  aucune  ac- 
tion $ur  un  point  quelconque  siiiié  dans  P intérieur  tfe  sa 
satface  interne. 

NoDB  avons  vu  [iheor.  XIX)  que  la  surface  externe 
d'une  coucbc  est  une  surface  de  niveau  relative  k  son 
attraction.  Cela  signifie  que  : 

TnAORbifE  XXIV.  —  L'altraclion  exercée  par  una 
couche  sur  un  point  de  sa  surface  externe  est  dirigée 
suivant  la  normale  à  cette  surface  en  ce  point. 

Du  iliéorèmc  XXII  ou  conclut  que  : 

TiiÉonÉMP.  X\V.  —  rrs  alirnclwns  pxrrcées  par  le 

coLhc' lesquelles  on(  la  mdn,c  dùLhn  (  tliéor.  XX), 
sont  entra  elles,  en  i;ranilciir,  connue  la  musse  du  corps 
est  à  la  masse  de  la  canclw. 

De  là,  ou  bien  du  lliéorèmc  XIV,  ou  eonelut  que  ; 

TuÉOBàiiE  XXVI. — Les  attractions  exercées  par  deux 
couches  sur  un  même  point  extérieur  ont  la  même  diiec- 
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(loA,  Bt  ont  !ours  inionsitcs  proporiionnelUt  aux  moMet 
des  deux  couches. 
Noui  avons  trouvé  (3),  p.  Sa^, 

d'où 

4bK  m 

dn        Ha  y. 

^  est  l'épaisseur  de  la  conche  ft,  sur  laquelle  se  trouve 
le  point  S;  représentons-la  par  e,  il  vient 

—  — 4^.- 

cxpression  irùs-slrii|ili'  cK;  r^inociioti  'lu  corps  sur  un 
point  extérieur.  Cctiu  aiir.iciiou  (!si  pniiioriionnclle  à 
l'épaisseur  de  la  coutlic?  ([ui  [lassc  par  ce  point. 

D'après  le  théorème  XXV,  l'attraction  du  corps  eat  à 
celle  de  la  couclie  sur  le  même  point,  comme  la  msssedu 
corps  est  à  la  masse  de  la  couche.  Il  s'ensuit  que  l'attrac- 
tion de  la  couche  est  égale  à  ^wt.  Donc  : 

THâoRkME  XXVII.  —  L'attraction  exercée  par  une 
couclie  sur  un  point  de  sa  surface  externe  est  égala  à 
l'épaisseur  de  la  couche,  eu  ce  point,  multipliée  par  4  :r. 

Nous  avons  toujours  parlé  d'attraeiion  dans  1  énoncé 
de  DOS  théorèmes,  mais  il  est  évident  qu'ils  conviennent 
au  cas  où  l'on  coDsïdéreraît  des  corps  doués  du  pouvoir 
répulsif,  Buivaui  la  même  loi  du  rapport  inverse  dn  carré 
des  distances.  On  peut  même  considérer  ce  que  nous 
avons  toujours  appelé  \ecûrps  attirant,  comme  un  assem- 
blage de  diverses  masses  douées  les  nues  du  pouvoir  at- 
tracUf,  et  d'autres  du  pouvoir  répulsif.  La  démonstration 
des  divers  théorèmes  reste  la  même;  la  seule  condition  n 
observer,  c'est  que  les  surface^  de  niveau  soient  fermées 
et  qu'elles  enveloppent  tontes  les  masses.  Elles  seront 


fermées  si  elles  ii'on 

lappes  à  l'iiilini.  tlela  3  lou- 

jours  lieu  quand  loutcs  les  r 

nasses  sont  di:  mcmi;  signe, 

r  est-à  dire  louies  ; 

Lllraclive! 

i  ou  lOUlM  n^piilsivi-s;  cil- 

alors,  dans  l'étiuatiii 

n  U^cO) 

■ismiilc,  L.>us!rs  HTinessoni 

de  ni(:mesii,'ne.  cl  <: 

■onsé(iiu-i! 

im,-(il,  [Kiui  ([uvbi  ^''^'llll^^'^' 

enldcs  poiiiLSH  l  iiif 

ini,  il  r;m 

fût  ,;gaW,zé,o;c,.,| 

V' 

s  liun  i|na'id  les  masse.-,  sont 

de  même  si^nc,  .na 

is  .-L'  .pii 

sont  de  signes  dilliT 

230,  M.  Kourgct. 

llii'  -c  pour  le  doclDral,  pu- 

iniiiimi^rdaiis  \cJoun,a/Hc 

M.  J.iouviUi-,  a  riii>  lu  .Mili  iif  i-  lUm'i-sl-s  propriétés  rela- 
tives à  l'allracliou  des  parabuloïiles  elliptiques,  analogues 
à  celles  que  nous  venons  de  faire  conuaitre  relativement 
aux  ellipsoïdes,  et  pouvant,  pour  la  plupart,  s'en  déduire 
parla  méthode  des  limites,  en  considérait  1  le  paraboloïde 
comme  un  ellipsoïde  infiniment  allougé. 

Lorsque  les  axvs  principaux  de  deux  ellipsoïdes  homo- 
tliétiques  et  concentriques  grandissent  indéfiniment,  de 
telle  sorte  que  l'un  des  ellipsoïdes  tende  vers  un  parabo  - 
loïde  Pg'cn  même  temps  que  les  sommets  des  deux  citîp' 
soldes  situés  sur  l'axe  prineipal  restent  fixes,  le  second 
ellipsoïde  dégénère  en  un  second  paraboloïde  Q  idenlique 
à  P,  et  qui  n'est  autre  rliose  que  lu  paraboloïde  P  ti  an?^- 
porté  parallèlement  a  son  axe.  Les  paraboloïdes  P  et  Q 
sont  désignés  dans  le  Mémoire  de  M.  liourgct  sous  le 
nom  de  paraboloïdes  isothéiiques;  et  partant  de  celte 
propriété  fondamentale, que  deux  ellipsoïdes  liomofocaux 
dégénÈrent  en  paraboloides  isotbétiqucs  lorsque  l'un 
d'eux  devient  un  paraboloïde,  on  pourra  énoiioi'i'  les 
théorèmes  suivants  : 

TatoRkuE  XWm.—L'anmclionil'une  couche  com- 
prise entre  deux  paraboloides  isolhétiques  sur  un  point 
inténeurest  nulle. 
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XXIX.  —  L'atiraetîo  luU:  lu  mt-V„t;  c-mc/ie 

ciito',.'rnf  au  paniholoïih:  cxii-rinii-  tniini  ivn  'oiiiiiwl 
au  point  fitliiv,  on  cncorp,  si  l'on  vo„l,  siiifiiiil  ht  nor- 
male au  paraholoulc  iso<hi:liqiie  passant  pur  le  point  en 
question. 

Tbéobèïie  XXX.  —  L<^s  surfaces  ,1c  „h;-ansonl  >l<:s 
parabaloïdes  isolhéliijiws;  i-t  si  l'un  iK-si^n.-  pur  --'.p  et 
iq  les  paramètres  de  la  sitrj'iivc  exii  rh-nrc  de  la  coiichr, 
l'allraclion  sera  donnée  par  hs  formules  snivanles  qui 
font  connaître  ses  composâmes  : 

X        — — ^'-/-'"'^"^  , 

oï/l/'-t-'")    '/  +  =") 

^  .        — 4irpcto.»S^  r 

Dans  ces  formules,  que  l'ou  obtient  en  modifiant  les 
formules  de  M.  Chasles  relatives  aux  ellipsoïdes,  Ha  re- 
présente l'épaisseur  de  la  couche  mcsurt'e  parallèlement 
i  l'ase;  «  est  donné  par  k  formule 

x-\-tt=~  ■'■-,---(--  ■■  '  -.-I 
»/'  +  •(" 

dans  laquelle  :r,j',  z  sont  led  coordonnées  du  point  at- 
tiré; II  représente  la  quantité 


raltraclion  elle-même  est  donnée  par  la  formule 

\l\p  +  su)  [q  ■+■  2«)  a 
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Les  points  correspondanls  dans  les  paraboloïdcs  isolht-- 
tirjues  seront  définis  par  les  relalions 

et  le  lltéorème  d'Ivory  s'appli<iiiurn  aux  para  h  ol  nid  es. 

231.  Dans  une  livraison  des  Ècrifs  de  la  Société  îles 
Naturaiistes  de  Dantsick,  ittipriméc  en  1 8â5,  M.  ÎMolilcr 
a  publié  sur  l'altraclion  des  polyèdres  homogéucs  un  Mé- 
moire qne  nous  croyons  devoir  analyser  rapidemenl.  Sup- 
posons d'M.ord  .].r;i  s'iiyls'^.Mrév^.luer  11'  p(U,'.iti<..l  nO^inr 
à  l'ainacliori  .■xertéo  par  uiu^  py.amiile  sur  son  suinnu^r, 
et,  pour  réduire  ie  problème  h  sa  plus  siiupk'  e\piessiou. 
supposons  qu'il  s'agisse  d'une  pyramide  iriangulaiie 
POST  [fig.  53)  dans  laquelle  l'arètc  PO  sera  perpendi- 
culaire à  la  base  OST;  nous  supposerons  le  point  attiré 
en  P,  sa  masse  sera  prise  pour  uniié.  Soient  : 

/  le  coefficient  de  l'ailraction  ; 

p  la  masse  spécifique  de  la  pyramide; 

X,  y,  z  les  coordonnées  du  point  P,  rapportées  à  trois 
as»  reciangnl  aires  ; 

X,  y,  z  les  coordonnées  courantes  d'une  molécule  de  la 
pyramide; 

U  le  potentiel  de  l'attraction,  X,Y.  Z  ses  coniposanies; 

h  la  hauteur  PO  de  la  pyramide,  //  la  dislance  de  P 
au  point  x,  y,  z  mesurée  parallèlement  à  la  hau- 
teur PO; 

r  la  dislanre  du  point  (x,  y,  z}  au  sommet  P  ; 

R  la  distance  du  point  de  la  hase  qui  se  trouve  sur  la 

droite  joignant  le  point  P  au  point  (s.y, /.); 
d-ù  un  élément  de  la  surface  de  la  hase  SOT. 
Décomposons  la  pyramide  en  une  infinité  de  petits 
troncs  pyramidaux,  en'prenant  les  éléments  dm  pour 
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STATIQUE. 

bases  de  pyramides  élémentaires,  ayant  leur  sommet  en  P, 
et  GOnpant  ces  petites  jiyramîdcs  par  des  plans  parallèles 
à  leurs  bases,  Ircs-rapprochés  les  ans  des  autres.  Con- 
sidérons le  tronc  qui  passe  au  point  x,  y,  z.  Sa  hau- 
teur ctLdk';  les  aires  de  ses  deux  bases,  qnc  l'on  peut 
supposer  égales,  sont  données  par  la  formule 


le  potentiel  sera  donc 


On  peut  donc  écrire 

d'où,  eu  intégrant  par  rapport  à  h'. 

Le  problème  est  ramené  au  calcul  de  l'iul^ralc  ^'p^' ^ 
qni  n'est  autre  que  le  potentiel  de  la  surface  de  la  base  de 


ITTUCTIUH   DES  POLYÈDRES.  àil 

notre  pyramide.  Posons,  pour  abréger, 

fi- 

Pour  évaluer  l'inlégrale  Cl,  prenons  dans  le  plan  SOT 
denx  axes  coordoDnés  OX  perpendiculaire  à  ST  et  0¥. 
Soit  PB  =  B,  daignons  par  6  l'angle  OPB;  on  anra 


L'élément  ilia  (jui  passe  en  B  est  égal  h  dx  dy  ("]  ;  et,  eti 
appelant  t  l'angle  MOQ,  on  a 

j-=:BC=AtangBrîD  i, 

*;^0C— Aiangflcosi. 

D'ailleurs, 

et  si  l'on  change  de  variable  sous  le  signe  d'intcgraiioii, 
il  faudra,  en  vertu  d'une  règle  donnée  parCauchy,  mulli- 
plicr  l'élément  diOerenticl  par  le  déterminai! t  du  système 
des  anciennes  variables  considérées  comme  fonctions  des 
Douvelles,  en  sone  que  l'on  trouve,  en  prenant  pour  va- 
riables t  et  6, 

ou  bien 


|.lol  dd  l«Urei  x  el  j-  «tt  loul  à  Ut  tnnilloira,^ 


S4a  Statiqvb.  . 

Intégrons,  en  laissant  f  constant,  il  vient 

■>-/(^-.).'- 

edéslgiiaiiL  l'aii(^K>  OPAI.  Cela  posé,  décrivons  une  sphère 
ayant  sou  iciiuc  eu  P,  et  pour  rajou  l'iinïté}  les  plans 
passant  P  découperont  celte  spbére  en  triangles  sphé- 
riquL's,  et  si  l'on  pose 

angle  (XM'Q'  =  n,    CffM'  =  fi„    O'T'Q'  =:  m , 
Q'H'  =  m,       (yS*  =  m„      QT  =  m„ 

on  a  dans  le  triangle  O'Q'M' 

C03(  =rin(IC(MBf, 

et  en  prenant  ta  (liirdrentielie  logarithmique, 

lang  i  rfi  ^  —  COI  [1  rf(i  +  lang  m  dm. 
Mais  dans  le  iiiÈme  Irinnglf  on  a 

uose  ~  cot t  cotfi    ou  — ^  =  tang  f  tangfi, 
■inin  =coi((  ungg, 

d'où 

La  formule  (a)  devient  alors 

ou  bien 

in;.  —  A  p,  -H  S'O'T'  —  jr'r 

+  »"s5i[c«(j-^)~,(--=)]. 
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Si  l'on  appelle  y  la  rarface  du  triangle  sph«!rïquc  S'OT* 
et  si  l'on  pose 

»■"'["■•(?-=)«■■(?-?)]='■ 

on  pcul  écrîi-e 

(a)  a  =  ~/h-i-gh  =  h{q-/). 

Par  conséquent. 

De  cette  valeur  de  U  on  déduit  sana  peine  les  conipo- 
sanles  de  l'atiraction  rtierchée 

"  S' 

232.  Sup|)Osoiis  aciLiv1lL'mi]iU  qu'il  s'a^^'lssc  d'tvaluer 
l'atlraclioii  d'iiii  po!vi;ili  i' sui  uiijiuini  t.xii'T  u;iir  ou  inté- 
rieur. Du  poiiil  altîiô  ou  abaissiTa  des  jioi'pcniiiculaires 
surlesfaccsdu  polyèdri-,  ou  joindra  ce  point  aux  somiucls, 
ainsi  que  les  pieds  des  perpendiculaires  aux  sommets  des 
fàcescorrespondantes;  ou  formera  ainsi  une  série  dcsolidés 
analogues  A  celui  dont  nous  veuons  d'étudier  l'aitractiou, 
et  il  est  clair  que  le  poienliel  relatif  au  polyèdre  sera  la 
différence  de  deux  sommes  de  potentiels  relatifs  à  des  py- 
ramides analogues  à  celles  que  nous  avons  considérées, 
et  pris  par  rapport  à  leur  sommet. 

Nous  ferons  d'^rd,  pour  chaque  face  du  polyèdre, 
la  somme  des  valeurs  de  U  relatives  aux  cAtés  du  poly- 
gone; conservant  alors  une  valeur  cousianic,  on  aura 
2^'/  =  '*'Fi  où  F  désigne  la  surface  du  polygone  sphé- 
rique  compris  entre  les  droites  qu'on  peut  mener  du  point 


544  STATtQlK. 

BUiré  aux  somniels  du  polygone  donné,  ou  bien  la  gran- 
deur apparente  de  et-  pulysouc,  vu  du  polul  alliré. 
Par  luiie,  la  somme  en  qucsliou  deviendra 


polyèdre,  ee  ^ui  donne,  pour  le  poleiiliel  du  polyèdre 
entier, 


On  pouirail  inaintenani  chercher  les  rompneaiilcs  de 
l'aUraction  en  prenant  les  dillërenli elles  de  U  suivant  des 
directions  données.  Mais  ces  composantes  s'obtiennent 
d'uKC  manière  bien  plus  simple,  à  l'aide  des  considéra- 

L'expression  générale  de  la  i:ou)|iosaiiic  X  est 

La  sommation  s'étend  aux  \aleui  s  de  —  qui  correspon- 
dent aux  intersections  de  l'axe  des  x  avee  la  surface  du 
coi  ps  cousidciu-,  on  donne  à  R  le  signe  +  ou  le  signe  — , 
suivant  que  l'axe  des  x  pénètre  dans  la  masse  ou  qu'il  en 
sort.  Mais  on  [icul  aussi  prendre  R  toujours  positif,  eu 
rempla,_:^int(/)  dz  par  cos  a  l'angle  a  étant  (elui  .;ue 
l'axe  des  x  lo'rme  avec  la  normale  iuléricuie  de  féléinent 
de  surface  (l<ù.  Par  conséquent,  puisque  a  est  c 
potir  des  surfaces  planes. 
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l'inlégralion  étant  nlative  aux  dilleicntcs  faces  ilu  po- 
lyèdre. On  TOil  donc  <nie  la  rechor.  lic  <îc  la  composante  X 
revint,  comme  ccUc.  du  polemie!  liii-mènir,  à  la  Hcict- 
mînaUon  de  l'inlégrale  il  =  h(^  —  /) .  Nous  avons,  ('■vi- 
demment, 

c'est  la  composante  de  l'altraclioii  du  polyèdre  dans  un<; 

direction  qui  fait  avec  les  normales  à  si  s  faces  les  angles 

,  „  .M 

ce,  et  , ... .  Un  trouve  encore,  puisque  ^  =  eos  st, 

x,=,,2;*«».(-F*2')=S 

le  dernier  terme  est  donc  nécessairement  égal  à  téro. 

233.  Enfin,  nn  jeune  mathémaiiden,  M.  Mathey,  a 
résolu  de  la  manière  suivante  un  problème  qui  lui  avait 
^té  proposé  dans  son  examen  de  doctorat  :  Déterminer 
V attraction  exercée  par  un  ellipioTde  homogène  tur  un 
point  donné,  en  supposant  faction  élémentaire  en  rai- 
son inverse  ele  la  puissance  m  delà  distance,  n  étant  un 
nombre  entier  plus  grand  tjuei;  proufergaedanscecas, 
conformément  au  théorème  de  Oirtcldeil,  les  intégrations 


Soil  un  ellipsoïde  dont 

.  les  axes 

coïncident  avec  les  axes 

coordonnés,  et  soient  a. 

h,  ^  les 

longueurs  de  ses  derai- 

Soient  £,      Ç  la 

i  coofdoi 

iiiiécs  d'u"  point  inlé- 

lieur  à  l'ellipsoïde,  et  su 

ipposnns 

que  l  e  point  soit  alllré 

parla  masse  de  Icllipsoï 

liaoïi  h\  \  l'isf  de  la  puis- 

sance  art  de  la  distance, 

un  nombre  entier  plus 

grand  qne  i . 
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Imaginons  l'ellipsoïde  décomposé  en  éléments  infini- 
ment petit!,  par  des  sphères  concentriques  au  point  ctonn^, 
et  par  des  angles  solides  infinïmentpelilsajant  leur  som- 
met en  ce  point.  Soient  p  la  ligne  menfe  du  point  n, 
à  un  point  M  de  l'ellipsoïde,  et  dta  la  mesure  d'un  angle 
solide  înËniment  petit  comprenant  p;  l'élément  infini- 
ment petit  de  l'ellipsoïde  sera  p^dfudp.  Donc,  si  A  est 
l'auractioa  de  l'unité  de  masse  à  l'unité  de  distance,  ei 
lî  nous  prenons  pour  unité  la  densité  de  l'ellipnAde, 
l'attraction  exercée  par  cet  élément  sera  représentée  par 
].  ''9 

rayon  iniulcompc  r^,  uni;  sphèii',  et  Ji-signons  par  r  la 
longueur  du  rajuu  p  prolongé  jusqu'à  la  surface  esté- 
rieuru  Jii  rfllijisoïilc,  L'cMpression  prceédeolc,  intégrée 
par  rapport  à  p,  entre  les  limites  /'o  et  r,  nous  donne 
l'attraction  exercée  par  la  portion  de  la  masse  de  l'el- 
lipsoïde compiise  dans  l'angle  solide  dut,  entre  la  sur- 
face extérieure  de  l'ellipsoïde  et  celle  de  la  sphère  /-,; 

cette  atiraclion  est  donc  _  (    '  iî-:.li  et  si  a, 

y  sont  les  an(;les  que  fait  r  avec  les  axes,  les  compo- 
seront 


L'équation  de  rdlipsoidc  (louiii:  |iour  le  ravrin  r,  qui 
fait  avec  les  axes  des  auglcs  a,  %  7,  deux  valeurs  de 
signes  contraires,  et  la  valeur  négative  correspond  au  pro> 
longement  du  rajou  r  considéré  ci-dessus.  Soit  r'  cette 
valeur  négative.  Les  composantes  de  l'attraction  exercée 
par  la  portion  de  l'ellipsoïde  comprise  dans  le  prolonge- 
ment de  l'angle  solide  considéré  ci-dessus,  entre  la  sur- 
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face  extérieure  de  l'ellipaoldeet  la  sphère  i  g,  s'obtiendront 
«nretnplaçantjdans  les  expressions  qu'on  vîentde  trouver, 
rpar  —  r'et  a,  |3, 7  par  leurs  suppléments.  11  vient  ainsi 


Si  l'on  ajoule  ces  coiti|iosari[<.'r.  ri'spL'flivcinfiil  avec 
relies  qu'on  a  irouvét^s  ci-dessus,  il  vient 


Le  rayon  disparaît  ;  on  peut  donc  le  prendre  aussi 
petit  que  l'on  veut,  et  par  conséquent  nul. 

Soient  X,  7,  Z  les  composantes  deVattracUon  escrcéc 
par  l'ellipsoïde  sur  le  point  ((,  f,,      on  a 

-^32(;ir*pM-«.  

Le  signe  ^  s'étend  à  toute  la  surface  de  la  sphî-re  sur 
laquelle  est  pris  dtà. 

Si  x,j,  s  sont  les  coordonnées  du  point  de  l'ellipsoïde 

r  -s.-.  î  -f-  /-dis ï,    y-  =  n-h  reoii,  reosy, 
l't  l'équaiion  de  l'ellipsoïde  devient 

/>!■'  +  37r  +  1  =  0, 

p.n  posant 

cos'a  ,  cos'6     cos'7  Çcosa    qcosB  l^cosy 


548  STATIQUE. 

Celte  ^uation  peut  s'écrire  encore  aînti  : 


/.i^  +  ao-i  +  D  —  o, 

d'où 


Ces  quantités  ~  vl  '-^  sont  des  foi 

is  en  lié 

res  et  ra- 

lionncllcs  ili^s   cosinus:  donc  i! 

cil  est  de 

môme  de 

H — r.'—j'  'pii          loujouis  1 

;"expi 

1  fonciioii 

cnliéi'e  t't  ratiounellc  de  — i  r 

ot  de 

Un  terme 

quelconque  de  la  quantité  sous  1 

.e  si  SI 

ei'a  de  la 

forme  Ac0ï"a  cos^'ê  cos"'"y  ;  et  pai 

;s  lermi 

;s  il  suffira 

de  conserver  ceux  dans  lesquels  le 

s  triii 

is  entrent 

avec  des  exposants  pairs,  puis(|ii' 

on  pt 

/■dc'us 

(iirL-ctions 

pour  lesquelles  ic  Iraisième  cosiiiu 

s  a  dr 

U-i  *,ll,' 

u,  s  éî;nles 

qu'iii 

qui  ron- 

,  [.our  ces 

deux  directions,  deux  valeurs  qui 

sc'dO 

Pour  faire  Vinlégralion,  on  pi 

cUause 

r  <!c  coor- 

données,  et  prendre  l'angle  S  que 

fait  7 

avec  r 

et  l'angle  <f  que  fait  avec  le  plan 

XOY 

le  plan 

mené  par 

l'axe  des  x  et  le  rajnn  r.  On  a  ainsi 

ros  n  =  rosO,    cos  p      sin  0  cos  f,     eosf  —  sinO  siii 


On  intégrera  de  zéro  à  a«  par  rapport  à  ç,  et  de  zéro 
à  n  par  rapport  à  6. 


iTTnACTIOH  DES  ELLIPSOÏDES.  Si^ 

Appliquomceqai  précède  au  cas  o&n  =  3.  On  a  alors 


Sabs^tooDS  dans  X  ;  le  seul  renne  qui  doive  être  conservé 
est  le  terme  en  cas' a.  Donc 

ou,  eu  changeant  de  coordonnées. 

Intégrons  par  rapport  à  ^,  de  zéro  &  aie,  il  vient 

x=Mir''»...™M.=-^. 

On  aurait  de  même 


On  passe  au  cas  d'un  poiut  extérieur  au  moyen  du 
théorème  d'Ivory. 
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BIX-NEnVIÊME  LEÇON. 

Tb^iia sénénio du  poMnilel.  —  Dollnlllun  du  poienlla].  —  SurTucts  àe 
alnua.  ~  Éfilualion  dii  pnramèirc  difTiTCtuirl  Ju  second  onlrg  du 
paMnlIrl.-Folenl[el  relalifà  rnirarlion  d'unp  surface  jur  laquallc 

UD  ismia^taliinir'  su.  un  |i.iinl  i'vls-ritiir  ri-'iil        irmpU™  l'iU- 

mïnt  diilrlJiuée  une  «naine  iti!is>c.  —  Calciil  de  cciis  disiriIjuitoiL 
dîna  un  «s  simplv,  —  AiijilicaCïon  des  ilicnriee  précéilenlcs  au  nin- 
Bnftlims  Urraslre  pur  Uauu. 


LiiLMju'il  s'asil  iIV-\^iI:lit  I.i  n'sulLMiilc  ilc  iniile.. 
!cn  allniclions  [iiii  lï'jmlsiotts )  (!Xl']  rt'KS  suivant  uni'  foiir- 
lÎDti  de  la  dislanic  jiai'  i.'l('m<'ii[!>  J'uiic  masse  ilonnéi^ 
sur  un  |iuî]il  (jucii-onijni;,  ou  est  amené  à  considérer, 
(.'ujiime  nous  l'avons  déjà  vu,  une  cciLainc  fonctÎDQ  des 
eoiiidotiiitcs  df  !■<■  jjiiiut  doul  les  dérivées  partielles  re- 
préseiilciil  lostrjmposanic's  ilr  r.illMr  liori  (ou  de  la  i-épul- 
sion)  totale.  Ccltf  foii.-iimi,  ;i  ta.pirllc  M.  G.mss  a  donné 
le  nom  do  potmlifl,  jonc  itn  rùlc  si  important  dans  la 
Mécanique,  (]uc  nous  a  vous  juge  à  propos,  an  risijuc  de 
nous  répéter,  du  cousacrcr  an  développement  de  sa  théo- 
rie et  de  ses  propriétés  généi'ales  une  L<!çon  particulière 
que  M.  Lindelorf!!  tvdigoe  avpc  unft  très -grande  lialiilcié. 

Soient  M  une  inoléi  iilc  allirniiir  de  massL"  m,  0  Ir  point 
attiré,  et  désigiiuiis  |iar  «,  h,  <■  les  coordoiiiu'i-s  di-  rn, 
par  j:,  y,  z  celles  de  0,  par  r  la  dislanei- MO;  rattracliou 
exerce-;  par  M  sur  O  sera  •',/[,•)  J-[r)  étant  une  certaine 
fonction  dont  la  forme  dépendra  de  la  loi  de  l'attraction. 
La  droite  OM  faisant  avec  les  axes  coordonnés  des  angles 
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dont  les  cosisus  sont 

n  — j__rfr       «  —  .T  _  dr 

les  composantes  suivant  les  axes  coordoii 
qnt  agîl  sur  O  seront 


1  pose 


is  trots  composantes 


Les  autres  molécules  m',  ni"] . . . ,  de  la  masse  ai 
donneront  des  expressions  semblables.  En  les  ajoutant, 
ou  tiouii',  pour  les  coiiiposanti-s  de  l'attraction  totale 
exerci^t^  en  O. 

.r2"'^ir)  'l.-^'"y,r)  -^.^-^V) 

X  =   ,       Y  =  ■  r   Z  =   ;  , 


la  somme  ^  devant  sV-ti'iidiP  ii  tiiutes  les  moii'cules  m, 
m',  m'  Posons  maintcnaut 

ces  composantes  prendront  la  forme  très-simple 

X^— ,     Y^  — ,    Z  =  — ■ 
lia:  dy  dz 

U  est  le  polentîel  de  l'attraction  exercée  par  la  masse  que 
l'on  considère.  Il  n'est  fonction  que  des  coordonnées  x. 
Y,  z  du  point  attiré,  et  ses  dérivées  partielles  représentent, 


■  >33  5T4TIQWE. 

comme  nous  venons  de  le  voir,  les  composantes  de  l'ac- 
tion totale  cxcr<:ée  en  ce  point. 

Concevons  que  le  point  O,  indt'peiiJammi^nt  des  forciis 
<[ui  agissent  sur  lui,  viciine  a  se  déplacer  suivant  une  di- 
rection quelconque,  ou  prenne  un  mouvement  virtuel  : 
—  tnf{r)  ih\  —  '"'/{''']  '^'^j  ■  ■  ■  I  seront  les  moments  vir- 
tuels des  allraciious  exercées  par  les  points' n>,  m',..,, 

et  — ^^"<f{i')'^''t  ou  la  somme  de  tous  ces  moments,  «era 
le  moment  virlnel  de  la  rànltanie.  Le  poieniïel  n'est  donc 
autre  chose  qnc  l'intégrale  de  la  difléreotielle  qui  exprime 
le  moment  virtuel  de  l'altraclion  exercée  sur  le  point  O. 
Soit  ds  un  élément  de  la  courbe  décrite  dans  le  mouve- 
ment virtuel  du  point  0,  et  faisant  avec  les  axes  coordon- 
nés des  annics  dont  les  cosinus  sont  —t  ^ i  la  com- 
"  dt    di    dt  . 

posante  suivant  la  direction  th  de  l'attraction  totale  exer- 
cée sur  le  point  Osera 

dV  de     du  df     rfU  (fa  _  rfU 
dt      dy  dt      dt  lU  "3r 

Une  surface  qui  contiendra  tons  les  points  odle 
potentiel  U  a  une  valeur  constante  séparera  d'abord  les 
parties  de  l'espace  où  U  est  inférieur  à  celle  valeur  con- 
stante,  de  celles  où  il  lui  est  supérieur.  Pour  une  ligne 
quelconque  .1  située  sni'  cette  surface,         011  la  ronipo- 

sante  de  l'attraction  siiivacil  la  langente  à  ii  lic  ligne,  est 
nulle.  Il  suit  de  ,]uc  h  résnllanle  en  cliaquc  pidnl  de 
la  surfare  considérée  est  norm.de  /.  celte  suj  faec-  et  qn'ell.- 
agit  du  eôld  de  l'aspacc  coutigu  au\  valcui's  plus  grandes 
de  U.  Kous  donnerons  à  cette  surface  le  nom  de  j(ir/aca 
de  niveau.  Quand  la  ligne  s  nc  scra  pas  tout  entiire  SUP 
une  même  sm  facc  de  niveau,  on  pourra  par  cbacun  de 
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ses  points  mener  une  surface deniveau;  et  si  J  coupe  toutes 
ctb  surfaces  n  angle  droil,  une  tangente  menée  à  cette 

I      .    ,     '      ,       ''U        .  „. 

la  lesullaiilL',  dont  -^exprimera  l  inteiisite. 

Soient  R  la  résultante  el  6  l'angle  que  sa  direction  fait 
avec  l'élément  ds  d'une  ligne  qnelcon([ue,  la  projection 
de  R  sur  la  tangente  à  cette  ligne  sera 


L'intégrale 

étendue  à  un  segment  arbitraire  de  la  ligne  s,  est  évidem- 
ment ^ale  à  U]  —  Ug,  Ug  et  U,  étant  les  valeurs  du  po- 
tentiel aux  extrémités  de  la  ligne.  Il  en  résulte  :  i"  t|ue 
la  valeur  de  l'intégrale  est  indépendante  de  la  nature  de 
la  courbe  qui  unit  les  deux  points  extrêmes,  et  a"  que 


si  s  est  une  ligne  fermée,  Fi] 

Qtégrale  étendue  à  la  ligne 

entière  sera  nulle. 

Dans  ce  qui  suit,  iinu 

rementle  ras  de  la  loi  d'aitra. 

clion  iinivrj-sclli;  qui  s'ob- 

serve  dans  la  nature,  ou  du  Vi 

directeduproduitdcs niasses  ( 

:t  en  raison  iuïi'rse  du  carré 

desdistanccs.  Soient  M  une  nio 

léculc-illiranlcdc  masse/", 

fi  U  masse  du  poitii  niaiéric 

l  attiré  0,  /  leur  distance; 

l'atlraclion  réciproque  dvs  dcii 

m..léculesscru^,ella 

force  accéléraliii'c  qu'elle  fail 

naître  au  point  0  sera  par 

conséquent  ;  ta  consiaote  k  étant  nécessairement  l'at- 
Iraclion  qu'une  masse  concentrée  en  un  point  exercerait 
à  la  distance  i  sur  une  autre  masse  aussi  égale  à  i ,  égale- 
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mentœncenliéecMunp.l.u.Enc 

lioisîssaiii  pour  la  mas 

uueuiiilL'fùnvoiiable,  ou  peiii  iaii 

alors  la  foin;  agissi.nt  e,i  0  ile^lc: 

On-mia  donc,  dans k  cas  quel 

Cl  le  poleiHiel  (ievii'ndra 

Lorsque  les  masses  m,  au  lieu  d'ùli'e  cODi^cntrées  claus  des 
points  isolas,  remplissent  sans  inlervalle  une  ligne,  nue 

surface  ou  un  espace  iiialcricl  (juelronqncs,  la  somme 

doir  (HiT  rcmplaci'fi  par  une  Inii'giaiiou  simpli-,  double 

est  ({iiciqucfois  utile  de  substituer  aux  forces  réelles  des 
forces  fictives  concentrées  sur  des  lignes  ou  des  surfaces. 

U  est  ëvident  que  le  potentiel  a  une  valeur  finie  et  dé- 
.  lennince  en  tout  poini  silné  en  deliors  des  niasses  at- 
Urantes.  Il  en  est  de  même  de  ses  dérirées  partielles 
du  premier  ordre  ou  d'ordre  supérieur,  puisque,  dans 
celle  supposition,  elles  deviennent  des  sommes  de  parties 
assignables,  ou  bien  des  intégrales  dans  tcsqucllcs  les 
s  devenir  in- 


iiuan 

ti  lés  sou 

s  le  signe 

iiniei 

}.  On  au) 

dU 
dx 

dU 

dV 
dt 

=2'- 
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et  en  ajoutant  on  trouve 

rf'U      d'V  d'V 

ce  qui  exprime  une  propriélé  importanlc  de  la  f'uticlioii  U, 
propriété  dont  la  difcoUverie  est  due  à  Laplace. 

Lorsque  le  point  attiré  est  situé  dans  l'intérieur  du 
corps  attirant,  il  suffit  de  remplacer  les  coordonnées  rcc- 
tiligncs  par  des  roordonnécs  polaires  pour  prouver  que 
le  polciiticl  U  et  sCs  dOriïiics  parlicllcs  du  premier  ordre 

IH,  restent  oiirorc  finis  et  rontiiius  Mais  les 
eipressions  des  denvces  sitonilcs  -^t  -^5-'  '^on- 
liendront  sous  le  signe  ^  j'^'^''  fonction  qui  devient 
ioGnie  pour  r=  u,  et  leur  somme  ne  sera  plus  nulle. 
Nous  avons  déjà  démontré  (209)  que  la  vraie  valeur  de 
celte  somme  est  dans  le  cas  actuel  donnée  par  l'équation 
./•U      (/'U      rf'U  ,  , 

+ 4- — 4"f        4t''o  =  — 4"?. 

p  étant  la  densité  du  corps  attirant  an  point  occupé  par  U 
molécule  attirée  fj..  On  doit  à  Poisson  cette  csleusion  du 
théorème  de  Laplace. 

Le  théorème  de  Laplare  et  lolii!  di'  Poi-son  étant  de 
la  plus  haute  importance  dans  In  théorie  du  potentiel, 
nous  en  donneinns  ici  une  .nutre  démonstration  plus 
rigoureuse,  .|ul  ,  si  au  foTid  oelh-  d<;  Gauss.  Admeltons 

dont  V  soit  le  volume  >:[  S  la  surface,  01  soit  la  densité 
variable  de  ce  corps;  on  aura 


Digilized  by  Google 


556  STATIQUE. 

l'intégrale  devant  s'étendre  &  tontes  les  parties  du  corps  V. 
Concevons  que  x  reçoive  un  accroissement  s,  c'esi-à-dire 
que  du  point  x,  y,  :  on  passe  au  point  x  +  j',  =-  La' 
position  rdaiivu  <lu  corps  et  du  point  attire  sera  la  même 
(pie  si,  au  lieu  de  déplacer  ce  dernier,  ou  avait  fait  subir 
à  chaijue  molôcule  du  corps  un  déplacement  égal  eti  sens 
contraire,  ou  diininué  l'alisclsse  a  de  chaque  molccule  de 
la  mbiue  quantité  e.  L'accroissement  de  la  composante  X 
sera  évidemment  le  même  dans  les  deux  cas;  donc,  pour 

obtenir  la  dérivée  —  =  ^r^i  il  snffit  de  donner  à  a  une 

variation  constante  3a  et  de  chercher  la  variation  cor- 
respondante de  rintcgr<tlc  X;  car  on  aura  ensuite 

SX 

rf.E  ^~  s»' 

Remarquons  d'abord  qu'après  le  déplacement  du  corps 
la  valeur  de  p  con-espondante  à  un  pointa,  l>,  c  sera  pré- 
cisément la  m^me  que  p  avait  au  point  a  +  e,  b,  c,  avant 
le  déplacement.  La  densité  p  sera  donc  devenue  une  nou- 
velle fonction  des  coordonnées  a,  6,  c;  elle  aura  pris  une 

variation  3p  =  —  Quant  à  la  distance  r,  elle  res- 

tera toujours  la  mËme  fonction  de  a,  b,  c,  et  sa  variaUon 
sera  nulle.  Enfin,  les  limites  des  intcgraUons  seront  in- 
variables, excepté  celles  de  la  première,  relativo  A  a,  qui 
prendront  l'une  et  l'autre  la  même  vaiîatîon  Sa.  Cela 
posé,  ou  trouve,  d'après  les  règlcJ  du  calcul  des  varia- 

tX^    j    '£  '£  '  da  ,1b  de 
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Or, 

dadbde^idV  et  rfirfc=  ±  cos  a.rfS, 
a  étant  l'anitle  que  la  normale  â  l'élémeni  superficiel  r/5 
élevée  en  dehors  fait  avec  l'axe  dei  le  signe  +  corres- 
pondant au  cai  où  cet  angle  eat  aigu,  c'csi-à-dire  à  la 
limite  supérieure  a^,  le  signe  ~  au  cas  où  l'angle  a  est 
obtus,  c'est-A-dire  à  la  limite  inférieuie  a,.  On  pourra 
donc  simplement  remplacer  l'expression  difTérentielle 

[-J^T- -]'■'»•''  p"  f'°~T'°*Vs, 

pourvu  qu'on  intègre  ensuite  le  long  de  toute  la  surface  S. 

Il  en  résulte  qne  >t  l'on  divise  par  la  variation  con- 

i       .       ,         ,    .       d-V     dX  3X 
slante  Sa  el   qa  on  subslitue  -7^  =  -r—  =  —  1 
^  dit'       de  -  ta 

^  =  —  ^>  l'équation  précédente  deviendra 

Cette  formule  est  vraie  lorsque  le  point  O  est  ai  tué 
dans  l'inlérienr  du  corps,  aussi  bien  que  lorsqu'il  est  eu 
dehors.  Mais  elle  cesse  d'èirc  applicable  si  le  point  0 
est  sur  la  surface  même  du  corps,  parce  que  quelques 
éléments  de  la  seconde  intégrale  prennent  des  valeurs 
infinies. 

On  aura  de  mt-mc 
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P  et  y  étant  les  angles  que  ).i  normale  extérieure  fait 
avec  les  axes  desj-  el  3. 

Observons  mainienatit  que 

c»  désîgnanl  par  ^,  r,,  ^  les  ani;les  que  l.i  dioile  r,  menée 
du  poinl  fise  X,  y,  î  au  point  vavialilr  a,  b,  c,  fait  avec 
les  axes  coordounés.  Si  l'on  fait  \arier  la  longueur  de  r 
seule,  en  laissant  sa  direction  consianie,  on  aura 


d'où  il  résulte  que 

a  —  X  b  —  y     dp  c  —  -  dp 

da     r         db     r         de     r  dr 

RemarquoDS  aussi  que 

a—x  b—r  c—i 

 -COSa+  coïP+  cos7  =  MS^, 

a,  7  étant  les  angles  que  la  normale  à  l'élément  itS  fait 
avec  les  axes,  et  ^  l'angle  que  cette  mCine  normale  es- 
lérieure  élevée  sur  dS  fait  avec  la  droite  r  prolongée. 
Enfin  posons,  pour  abréger, 


ces  deux  intégrales  étendues,  la  première  à  tout  le  vo- 
lume V,  la  seconde  à  toute  la  surface  S.  Nous  aurons 
donc 

.  d'V     d'V     d-V  ,„ 
dx'     dy      rft*     '  ' 
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237.  Pour  eOecIuer  la  première  ÏDiegraiion,  conce- 
vons que  le  point  0  soil  le  centre  d'une  surface  sph^riqUB 
d'un  rayon  égal  à  l'unité  et  partagée  en  éléments  ifS.  I.es 
droites  menées  du  point  O  à  tous  les  points  du  contour 
de  dS,  et  infiniment  prolongées,  forment  une  surface 
conique.  Celte  surface  conique  découpe  dans  le  volume  V 
une  tranche  (composée  de  plusieurs  volumes  élénieD' 
laircs,  suivant  les  circonstances),  dont  i^dSdr  est  un 
élément  indéterminé.  I.a  portion  de  M  qni  M  rapporte 
à  cette  tranche  sera  donc 


pourvu  que  i'inlégratiou  s'étende  à  toutes  les  parties  de 
la  droite  r,  menée  du  point  0  à  l'élément  i/S  et  suffisam- 
ment prolongée,  qui  se  trouvent  interceptées  par  le  vo- 
lume V.  Si  cette  ligne  rencontre  la  surface  de  V  en  plu- 
sieurs points,  soient  0|,  0|,  0|,  0(,...  ces  différents 
points;  r,,  r,,  r,,  n,...  les  valeurs  correspondantes  de  r; 
dS„  dSt,  dS„  dSi,...  les  éléments  de  la  surface  de  V, 
découpés  par  le  cône  élémeniaire;  p„  p„  p„  pi,...  les 
valeurs  de  p,  et  ^i,'^t,'^i,  les  valeurs  de  <p  relatives 
à  ces  éléments.  Nnus  distinguerons  deux  cas  : 

1°  Le  point  0  esi  en  dedans  de  V.  —  Dans  ce  cas  les 
points  sont  en  nombre  impair,  et  rintégralion  doit 
s'étendre  depuis  r  =  o  jusqu'à  r  =  r,,  depuis  r=r,  jus- 
qu'à r  =  rt,  etc.;  d'où  l'on  voit  que  si  la  densité  an 
point  O  est  désignée  par  p„  on  aura 


Comme  les  angles  i^i,  i^iv         aliernativement  aigus 
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et  obtus,  on  aura 


./S, 

lis. 

cof^.  —  rldj. 

et  par  conséquent 

la  BommstioQ  derant  s'étendre  &  tous  les  éléments  ds 
qui  correspondent  à  l'élément  i^S.  En  intégrant  pour  tous 
les  ds,  on  aura 

U-^-^.,.^f?^dS. 

Or,  l'intégrale  uonicDue  dans  le  second  membre  de  cette 
formule  devant  être  étendue  à  tout  le  volume  V,  n'est 
autre  chose  que  N;  on  aura  donc 

ou 

rf'U      rf'U     rf'U  _  _  , 

dx^        t/j-'         rfl=  ~  ^ 

a"  Le  point  O  est  cxlérîeur.  —  Dans  ce  cas,  on  n'aura 
à  prendre  en  considération  que  ceux  des  éléments  de  la 
surface  spbériqne  pour  lesquels  la  ligne  droite  menée 
par  0  et  un  point  de  atteint  le  volume  V.  Le  nombre 
des  poinbOi,  Oi,  0|,. . .  est  toujours  pair,  et  les  angles 
^1)  <f'<i  '!'■<■■•  ^iit  alternativeniCDt  obtus  et  aigus. 
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Donc 

<fS,m5^,  =  — rjrfi, 

L'iiilégration y^rfr  devant  s'élendrcde  r  =  r,-ù  i'=rf, 
de  r=  T)  à  r  =  /-,,...,  il  en  résulte  que 

J-J*  ,fr  =  JS,  +  JS,  + . . . 

La  somme  ^  (levant  s'étendre  a  lous  lis  élrmenls^S 
qui  se  rapportciil  k  ce  cas,  nous  auront 

et  parcons^quenl,  commenousIesavioDsddjà, 
rf'U  ^  rf'C  ^  tf'U  _  ^ 

TiitonÈMii  I.  -ie  /.«ra-;ii//e  <Ufférc„>U'l  du  sccoml 
ordre  du  pocciilio!  est  nul  pour  un  point  extérieur,  et 
égal,  pour  un  point  intérieur,  à  la  densité  en  ce  point 
mu/iiplièe  par  — 4'^- 

238.  Considérons  ni.iliiienaMi  I.-  ras  id<%il  où  d.s  r.irces 
attractives  (ou  n'imUiws)  unis  li-s  poiiiis 

d'une  surface  limiiér,  sur  Ij^jul'IIi'  on  sujijkjsc  (ju'iuic 
masse  attirante  (.'st  disiribiiéc.  Ditiis  ct^  cas,  nous  appelle- 
rons densité  en  un  point  quelconque  de  la  surface  le  quo- 
tient de  la  masse  d'un  élément  divisée  par  l'aire  de  cet 
élément.  ' 

En  admettant  qu'en  aucun  point  la  densité  ne  soit  infi- 
I.  36 
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nie,  on  prouve  aîsdment,  comme  pour  des  masseï  remplis* 
tant  un  volume  lini,que  le  potentiel  aura  pnchaquepoini 
une  valeur  finie  et  déiermioéc,  et  qu'il  variera  d'une 
manière  continue  le  long  d'une  ligne  quelconque,  alors 
même  que  celte  ligne  sera  située  sur  la  surface  ou  qu'elle 
k  traversera. 

II  n'en  est  pas  de  même  des  di-rivées  du  poienliel; 
celies-ci  au  t'oniraire  varient  brusquement  quand  on 
passe  d'uii  côté  de  la  surface  à  l'autre;  de  sorle  qu'en  un 
point  même  de  la  surface  elles  ont  en  général  deux  va- 
lions liruEqiics,  prcnoiis  pour  origine  un  i>oint  Ode  la 

décrivons  du  point  O  comme  centre  une  splière  d'un 
très-petit  rayon  p  :  celte  sphère  découpera  dans  la  sur- 
face donnfe  une  petite  portion  sensiblement  p]ane,. qu'on 
peut  identifier  avec  un  cercle  ei  sur  laquelle  la  densité  m 
sera  sensiblement  constante.  Pour  un  point  quelconque 
pris  sur  I'bxb  des  .r,  le  potentiel  de  la  masse  reportée  sur 
le  petit  cercle  sera 

XPanmarfs  ,  ;  js  ,  ,   , — . 
 L_r  —        ^^jJ-i-  p')  =2irm(i/*'-»-p'— ^«'J' 

où  il  faut  prendre  toujours  la  valeur  positive  de  \/x*. 

On  aura  donc   

U  =  a  tr  m  (  *)> 
formule  dons  laquelle  on  devra  prendre  le  signe  +  si  a; 
est  négatif,  et  le  signe  —  dans  le  cas  contraire.  Pour 
j;  =  u  les  dcuK  valeurs  de  U  deviennent  identiques. 
La  dérivée  partielle  de  U  par  rapport  à  x 
dV  /     '  ^\ 

acquiert  an  con  traire  pour  j;  =  o  deux  valeurs  distinctes, 


doni  la  différence  est  4nm  ;  c'est-à-dire  qu'en  iravcrsant 
la  snrfaee  et  passant  des  x  négatives  aux  x  positives, 
.  snbîra  un  changement  brusque  de  — 47rni.  Quant 
anr  masses  situées  en  dehors  du  petit  cercle,  la  dérivée 
de  leur  potenUel  est  nfeessairement  une  fonction  finie 
et  continue  pour  toùs  les  points  de  l'axe  des  x.  Donc  la 
dt-nvec  — dupoicniiel  de  ic.to  les  masses,  prise  re- 
iaiiveniL-ntà  unedroiit  normale  à  la  surface,  a,  au  point 
où  la  droite  traverse  la  surface,  deux  Yaleiirs  différant 
enirc-^elles  de  4iim,  m  éUnt  la  densité  au  point  que  l'on 

239.  Pour  coiiimcucei-  par  un  cas  Iria-aimple,  notu 
nous  pro^wsons  d'évaluer  le  poleniiel  d'une'masse  répan- 
due unifornitment  sur  la  surface  d'une  sphère.  Soient  R 
le  rayon  do  la  spliére,  ,/S  un  élément  de  sa  surface,  m  la 
densité  cons<a„ie  de  la  masse,  a  h  dislance  du  point 
alt.ré  O  au  centre  de  la  sphère  C,  ianglc  que  le  rayon 
mené  a  un  point  de  l'élément  dS  fait  avec  la  droiie  OC, 
et  <(t  i'augle  que  le  plan  mené  parce  rayon  et  la  droite  OC 
r«t  avec  un  plan  fixe  mené  par  cette  même  droite  :  on 
aura 

dS  =  B'sino  rf«(/A 


—  aAncosf  -+-  o' 
légrale  devaiitêire prise  depuis  ifi=ojusqu'à  i/-=  iz 
et  depuis  ç  =  o  jusqu'à  y  =  it.  En  cfiecluant  les  deux 
intégrations,  on  trouve 
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Lp  radical  (]ui  doii  toujours  âirc  pris  avec  sa  valeur  posi- 
tive sera  cgal  àR  —  a  ou  à  a  —  R,  suivant  que  le  point  O 
sera  intérieur  ou  extérieur  i  la  sphère.  On  aura  par  con- 
séquent 

,  U  =  4irpR 

pour  an  point  siiiié  dans  l'intéiienr  de  la  aplière,  et 

pour  un  point  situé  m  dehors  de  la  spbérc.  Sur  la  surface 
même  de  la  sphère  les  deux  valeurs  de  U  deviennent 
identiipics. 

S40.  Avant  de  considérer  dea  surraces  en  général,  noiu 
devons  ét«blir  le  tliéorème  suivant  : 

TnÉOKfeME  II.  — Soient}}  le  potentiel  d'un  système  de 
masses  M|,  Mi,  Vit,..  •  concentrées  dans  les  points  Pi, 
Pj ,  F| , . .  <  ;  u  le  potentiel  iVun  système  de  masses  mu 
Ml,  n>i,. . .)  concentrées  dans  les  points  pi,  /?,,..,; 

U(,  Ua,. . .  les  valeurs  de  V  en  ces  derniers  points  ; 
u„  (/,,»,,...  /es  valeurs  de  II  aux poiiUsV,,  P„P„...: 
on  aura  l't'qiialion 

H,u,  +  M,u,  4-  H,uj  -+  . .  .=  m,U,  +  w.U,  +  m.U,  +  . . ., 
OK  bien 

En  cflct,  l'une  et  l'autre  des  deux  sommes  représentent 
la  somme  totale  de  quantitéi  telles  que  dans  les- 
quelles les  masses  M  et  m  sont  combinées  de  loutus  les 
manières,  r  étant  U  distance  des  masses  que  l'on  consi- 
dère. 

Quand  les  masses  remplissent  sans  intervalle  un  espace 
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on  ane  surface  continue,  ruquaiion  prétûdcnle  subsiste, 
i  la  condition  de  remplacer  chaque  somme  par  l'iolégralc 
qui  en  est  la  limite,  c'est-n-dlre  qu'on  aura 

j'urla  =jvdm. 

Supposons,  par  exemple,  que  l.i  iiins^o  m  sr>i(  dislri- 
buéed'une  manière unifoimc  siir  U  surfarcd'uiic  s[ih6io  S 
(le  rayon  R,  et  que  la  masse  M  sl-  Iiouïc  eu  partit;  dans 
l'intérieur,  en  partie  à  l'cdérictir  de  la  sphère,  !c  po- 
tentiel u  sera  égal  a  ^vpVi.  pour  tout  point  intérieur, 
et  a  pour  des  points  extérieurs  k  la  sphère,  p  éiaxtl 

la  densité  de  la  masse  m,  et  r  la  distance  du  point  attiré 
au  centre  de  la  sphère.  Od  aura  donc 

JudVL  =  ^jiftM,  +  4irp  R'U,  ; 

en  désignant  par  M,,  toute  la  masse  située  dans  l'intérieur 
de  la  sphère,  par  Uo  le  potentiel  de  la  masse  extérieure 
relative  au  centre  de  la  sphère,  et  en  regardant  à  volonté 
comme  intérieure  ou  «tlérieure  la  nasse  distribuée  sur 
lasnrfàcs  même  de  ta  sphère.  On  a  en  outre 

y Udm  =  èjvdS, 

d'où  il  résulte 

yu</S  =  47r(RM„+  R'U.), 

l'intégratioa  devant  être  étendue  l'i  la  surface  sphérique 
entière.  C'est  là  un  théorème  important  dont  nous  ferons 
usage  dans  la  snîie. 

Celle  proposition  nous  conduit  très-simplement  an 
théorème  suivant  : 
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THÉoninE  III.  —  Lû  potentiel  U  niasses  situées  vu 
dehors  (l'un  espace  limité  ne  peut  avùir  tme  valeur 
constanta  dans  une  partie  de  cet  espace  et  une  valeur 
différente  dans  une  autre  partie. 

En  eiïet,  supposons  que  dans  chaque  point  de  l'es- 
pace A  le  potcnlid  ait  une  valeur  constante  a,  et  que 
dansimcspaneli,  coniigu  à  À,  il  puisse  avoir  une  valeur 
plus  grande  que  a.  Construisons  une  aphcre  dont  une 
partie  soit  en  B,  et  l'autre  par^e  avec  le  centre  en  A, 
ce  qui  est  toujours  possible.  Si  R  désigné  le  rajon  de 
cette  sphère  et  ds  un  clément  quelconque  de  sa  surface, 
on  aura,  d'après  ce  qui  pixcùdc, 

et  par  conséquent 


Or,  c'est  imjiosaible,  puisque,  pour  la  partie  de  la  surface 
située  en  A,  U  —  n—  o,  tandis  que  pour  l'autre  partie 
U  —  d  ]>  o.  Dunt  U  UL-  peut  pas  èlre  plus  grand  que  a 
dans  un  espace  coiiliyu  à  A.  On  verrait  de  même  qu'il 
ne  peut  pas  y  ttre  plus  petit  que  a.  c.  q.  p.  o. 

Corollaire  I.  —  Si  l'espace  qui  contient  les  niasses 
renferme  un  espace  vide,  et  que  le  potentiel)  dans  noe 
partie  de  cet  espace,  ait  une  valeur  constante,  cette  va- 
lenr  conviendra  à  tootl'espace  vide. 

Corollaire  II.  —  SiU  potendel  de  masses  contenues 
dans  uu  espace  fini  a  une  valeur  constate  dans  une  par- 
tie quelconque  de  t'espace  extérieur,  cette  valeur  con- 
viendra à  tout  l'espace  extérieur. 

On  voit  du  reste  qtie  cette  valeur  constante  du  poten- 
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tiel  ne  peul  Être  que  zéro;  car  it  csi  (ïvidcnt  que  pour  un 
point  irus-tiloif^nc  des  masses  agissaDtcs,  le  potentiel  doit 
devenir  moindre  ([ue  toute  quantité  donnée. 

2H.  Soient  i/S  l'élémunl  d'une  suiface  S  enveloppe 
d'un  espace  fini,  P  l'aclion  exerci-e  suivant  une  direclioii 
nurmale  à  l'élément  ilS  p:ir  des  masses  distribuées  d'une 
manière  quelcpnque,  la  force  P  élanC  regardée  comme 
poiitive  ou  D^alive  suivant  qu'elle  est  dirigée  <tn  dcdaus 
DU  en  dehors,  et  pioposons-nous  d'évaluer  l'inlégrale 
J'pdS  étendue  à  la  surface  entière. 

ConsidérouB  on  élément  de  masse  dtA  séparé  de  VAê- 
ment  snperGcîel  JS  par  la  distance  r,  et  désignons  par  i 
l'angle  qu'une  normale  intéricnre  menée  sur  l'élé- 
ment dS,  fait  avec  la  distance  /'  comjttée  dans  la  direc- 
tion dM;  la  partie  de  VimégraleJ' ¥dS  provenant  delà 
masse  dH  sera 

Pour  eâèctiier  cette  dernière  intégration,  concevons  la 
masse  placée  au  centre  d'une  surface  spbériquc  dont 
le  rayon  soit  égal  à  l'nniié,  et  qui  soit  partagée  en  élé- 
ments ds  par  de  petits  cônes  ayant  leur  sommet  au  centre 
de  cette  snrface  sphérique.  Si  l'on  prolonge  suffisamment 
un  de  ces  cAnes  élémentaires,  il  peut  arriver  qu'il  ren- 
contre plusieurs  fois  la  surface  S,  dans  laquelle  il  découpe 

chaque  fois  nn  élément  dS  =  ±  ds  ;  on  prend  le 
ngne  +  onie  signe  —  snirant  que  l'angle  i  est  aign  ou 
obtns,  c'esi-ft-dire  saivant  que  le  cAne  sort  de  l'espace 
enfermé  par  la  surface  S  on  y  pénètre.  H  faut  distinguer 
trois  cas  ; 
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1°  La  masse  dM.  est  exlérieure,  —  En  adecuat  d'un 
indice  i,  3,  3,...  les  quantité!  r,  t,  relatïvea  au 
point  où  le  i:ane  éléiuentaire  parlant  de  dM.  et  auffisam- 
ment  prolongé  rencontre  la  surface  S  la  première,  la  se- 
conde, la  troisième  fois,  etc.,  on  a. 

<ii=  —  —p.  riS,  =  4-  !~rfS,  =  —  ~  (/S,  

et  comme  te  cAn^  rencontre  la  surlkce  S  nn  nombre  pair 
de  foii,  il  s'eusnît  cjug  la  somme  des  âëments^^iJS 
correspondant  à  l'élément  sphérique  Hs  est  nulle.  11  en 
est  de  mtme  pour  ('L  i|ui  couciTiie  tout  autre  élément  </S. 
On  a  donc 

pour  lont  point  exléiiL'ur. 

1°  La  mm.'if.  ilM  est  iitli-ricuie.  —  En  adoptaiil  les 

et  l'oramc  le  r6iic  rt'iiLoiitrc  la  surface  S  un  nombre  im- 
pair di;  t'ois,  il  s'ensuit  que  la  somme  des  élénienls^^irfS 
correspondant  ii  l'éU'incnt  Bphérique  (//  est  égale  à  ce 
dernier  ék'mL-nl.  La  même  chose  ayant  lieu  pour  tout 
autre  élément  dS,  on  aura 

/^-=/"- 

l'intégraUon  devant  s'étendre  à  toute  la  surface  sphé- 
rique.  Il  en  résulte  qu'on  a  pour  un  point  intérieur 
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3°  La  maste  dîA  est  placée  sur  la  surface  S.  —  Con- 
cevons un  plan  tangentà  la  surface  Smené par  t/M.  Ponr 
lis  parties  de  S  situ^  i  l'extérieur  dn  plan  tangent,  on 
IrouTC,  comme  dans  le  premier  cas, 


Ponr  les  parties  île  S  siiiiéi^s  à  l'iniiirieur  du  plan  lan- 
gent, on  tronve,  commu  dans  le  second  cas, 


mais  cette  dernière  in t^rale  ne  doit  évidemment  s'éten- 
dre, dans  le  cat  acluel,  qu'A  la  moitié  de  la  surface  spbé- 


pour  un  point  situé  sur  la  surfacie  S  elle-même.  Celle 
dernière  conclunon  cependant  n'est  rigoureuse  qu'au- 
lant  que  la  surface  a  une  courbure  continue  au  point  que 
l'on  considère.  Si  cette  continuité  n'a  pas  lieu,  si  le  point 
est  situé  sur  une  nrële  ou  dans  un  angle,  il  faut  rempla- 
cer air  parl'aire d'une  portion  de  surface sp h éri que  ayant 
pour  rayon  rnniié,  pour  centre  le  point  en  question, 
[101  [ion  Uiicoupêc  par  le  côiii:  formé  de  toutes  les  tan- 
gcnles  à  la  surface  en  ce  point.  Mais  ces  exceptions, 
qui  n'ont  jamais  lieu  dans  une  portion  Unie  de  surface, 
restent  sans  iniluencc  sur  la  proposition  que  nous  allons 
établir. 


En  résumé,  l'intégrale  /  VdS,  étendue  à  la  surface 


entière,  sera  égalei4icAI+9<iAI,,  M  désignant  la  somme 
des  masses  placéesdans  l'intérieur  de  la  surface,  et  M,  la 
somme  de  celles  qui  sont  distribuées  sur  la  sur&ee  m6me. 


lïqae.  On  aura  donc 


S70 

Dans  le  cai  où  il  n'y  a  que  des  masses  ext^rienrei, 

rinit-grateypfiS  esl  nulle.  Or,  si  l'on  appelle  n  une 
portion  indéiL'VmiuL'e  de  U  normale  iniërieure  élevée  inr 

l'élément  <;S,  on  a 


fi 


pour  lies  masses  extérieures. 
Admettons  que  les  masses  aitirantes  soient  tontes  en 
.  dehors  de  l'espace  V  enfermé  par  la  surface  S,  et  cher- 
d\,  étendue  à  tout 
l'espace  V,  k  étant  la  force  totale  agissant  en  un  point 
de  d\.  On  a  d'abord 


l'intégrale  J"  k* 
la  force  totale 

rà 


d'V 


donne,  en  înt^rant  le  long  d'une  droite  parallèle  i  l'a 
des  X  et  comprise  dans  l'intérieur  de  V, 

/[(sy-s]- 
=-("S),-("S),-("S),-- 
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("S),' ("S).' ("S).  «S"""- '•>•"• 

de  V  aux  points  où  la  droite  menée  dans  la  direc- 
tion des  X  positives  et  suffisamment  prolongée  perce  la 
surface  S  la  première,  la  seconde,  la  troisième  fois,  etc. 
Désignons  par  a,,  a,,  a,,,,,  les  angles  que  les  normales 
intérieures  élevées  en  ces  points  de  la  surface  S  font 
avec  l'axe  des  x,  et  par  dS,,  dStt  dSt,—  les  élém^ts 
BUperQciels  correspondants,  on  aura 

i^ift  =  cosa,ifS,  =:  —  C0S3|CfSi=  cMnit/Si,..., 
et  par  conséquent 

///[(S)'-S)]'— 

riiUégral,;  U-'.plr  .'él<-iM..H  h  Ini.t  V,  l'inlé- 

grak  double  ^  loLik' la  siufaco  do  \,  Oi,<-o..a  =  ~,  ,t 
étant  la  normale  intérieure  élevée  sur  dS.  Nous  trouvons 
donc  la  première  des  trois  équations  suivantes,  et,  par 
analogie,  les  deux  anires  : 

/L(sy-ï^]-=-/«fi- 

Eo  ajoutant  et  sn  observant  que 

dV  dx  au  dr  dV  ds  _  da 
dx  dn      dy  dn      di  dn  da 


on  trouve  (Inalemcnl  cette  formule  importante 

Si  V  conserve  une  valeur  consianie  A  sur  loulc  la 
surface  de  V,  on  aura  donc  (u"  240) 

/'■■"'  =  - "/S ''S  = 
d'oà  résulte  k=o  pour  tous  les  points  de  l'espace  V,  et 
rfU  _       rfU  _       -JU  _ 

dx  ~         dy  ~  "'     di  ~ 

Le  potentiel  U  sera  Joiu-  consiam  dans  tout  l'espace  V, 
et  conune  il  varie  d'uuc  manière  coniiiiuc,  il  aura  en 
chaque  point  de  cet  espace  la  même  valeur  qu'à  la  sur- 
face. Par  suite,  iious  pouvons  énoncer  le  théorème  sni- 
vani: 

Tbéobëhb  IV,  —  <S(  le  poUntiel  U  tJ'uR  système  de 
masses,  toutes  extérieures  à  un  espaceV,  a  une  valeur 
constante  en  totd  point  de  la  surface  S  i£ï  V,  caite 
■vnlpiir  TPste  la  même  pour  tous  les  points  de  Vespace  V 

hu-mcnw. 

Il  y  aura  ainsi  dans  tout  l'espace  une  destruction  totale 

dfs  forces. 

Cu  llit'arètuc  subsiste  cii:^ore  lorsque  les  masses  sont 
loiHM  ou  eu  partie  distribuées  sur  la  surface  même  de  V. 
Admcitons,  en  cllct,  quu  lu  poicniicl  U  conserve  sur 
toute  la  surfare  de  V  la  valeur  tonstaiiLc  U  =  A,  mais 
qu'il  preune  en  un  certain  point  iiUéricur  O  une  valeur 
difrércnle  lî,  et  soit  C  mie  quantité  com|iiise  cuire  A  et 
B.  Puisque  U  est  une  foiiclioii  continue,  il  ne  peut  passer 
de  laïaleurBàh  valeur  A  mus  passer  par  1^  valeur  in- 
termédiaire C.  Doue,  si  l'on  mène  du  poinlO  des  lignes 
droites  dans  toutes  les  directions,  il  y  aura  sur  chacune 
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deccfl  droites,  cDlrcIe  poiut  0  cL  ]a  surface,  un  point  0' 
pour  lequel  la  valeur  dn  potentiel  sera  C.  L'entemble  de 
tous  les  pointa  O' formera  an«  surface  fermée  aur  laquelle 
le  potentiel  U  a  la  valeur  constante  C  ;  il  faudrait  donc, 

d'après  le:  ihéorème  déjà  établi,  qu'il  eût  en  Ions  les 
points  de  l'L'spate  îiuérieur  la  mi'-me  valeur  C.  Uais  noua 
avons  admis,  au  coïKi  airc,  pour  le  point  O  une  valeur  B 
diiïérente  de  C  ;  l'Iiypoilièse  que  le  potentiel  puisse  avoir 
en  O  une  valeur  dillerenic  do  la  valeur  constante  A,  qu'il 
a  sur  la  surface  Je  V,  conduit  donc  h  une  contradiction 
inanifcsie  et  doit  ùtie  rtjciéc. 


242.  Co 

nsidûioijs  des  ) 

masses  situées  dans  l'inltri 

d'nn  espat' 

e  ferme  et  dlsti 

ribuécs  sur  la  surface  S  de 

V, 

ins  qui;  le  pult^i 

iiii'l  U  de  CCS  masses  couse 

r  les  iioiiits  de  la  surface  S  ; 

:  je 

dis  qu'en  chaque  point  0  de  l'espace  înlini  extérieur  la 
valeur  du  ^tenticl  sera  comprise  entre  les  limites  xéro 
et  A,  sauf  à  coïncider  avec  l'une  de  ces  deux  limites. 

En  effet,  admettons  que  le  potentiel  poisse  avoir  en  0 
une  valeur  \i,  non  comprise  entre  les  limites  zéro  et  A,  et 
désignons  par  C  une  cjuaiitité  arbitraire  comprise  à  la  fois 
entre  B  cl  tcro,  el  cutic  U  et  A.  Menons  par  le  poïnKO 
des  lignes  droites  dans  toutes  les  directions  :  il  y  aura  sur 
cliacnnede  ces  droites  un  point  (^ponr  lei{uel  la  valeur  du 
potentiel  sera  C  Eu  effet,  si  cette  droite  renconii-e  la  sur- 
face S,  pour  laquelle  11  =  A,  en  un  point  Q,  il  faut  qu'eu 
un  certain  point  de  la  droite  OQ  compris  entre  U  cl  Q  le 
potentiel  prenne  la  valeur  C,  Si,  au  i  oulrairc,  la  droite 
ne  i-cncoutre  ]ias  la  surface  S,  il  faut  cju'cii  pn^uant  sur 

ptnnt  sur  la  surface  pour  lequel  U  =  C  ;  l'ensemble  de 
tout  les  points  O'  formera  une  surface  fermée  loulexté- 
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Heure  à  l'espace  V,  et  sur  laquelle  par  coiuéqiietit  le 
potentiel  eltGOlUtainment  égal  i  C;  il  faudrait  donc  qu'il 
eât  la  même  valeur  au  point  O,  ce  qui  eit  eonlraire  A 
l'hypothèse. 

Il  en  résulte  eu  particulier  que  si  la  valeur  du  poten- 
tiel est  coQStamniciU  nulle  sur  la  surface  S,  elle  sera 
nulle  dans  tout  l'espace  extérieur. 


Mais  ; 

ii  la  v.iK-ur  constaule  A  du  |.olfniîel  sur  la  sur- 

face  5 

l  Jlfi-cj  cnic  de          sa  valeur  dans  l'i-space  ex- 

c  sera          ni  ?.  A  »>  k  wro,  à  aucune  dÎMnnce 

finie  <!osj 

ayls.aiLK-s.  Kn  .'ffet,  soit  1!  la  ï.ilcur  de  li 

eu  uu  i>o 

inleïtériL-urO,et  a,;,  ilvoiis  du  point  0  consme 

coiilrc,  £ 

lïcc  un  rayon  R  plus  pelil  rjuc  la  jilus  courte 

distance 

de  0  A  S,  une  surface  spliéiique,  l'inlégrale 

Jl>,,S, 

étendue  à  tonte  celte  surface,  sera  4icR*&.et 

l'on  aura 

par  suite 

En  supposant  B  =  o,  on  aurait  donc 

et  comme  U  ne  peut  pas  changer  de  signe,  puisque  nous 
BaTonadéjà  qu'il  est  compris  entre  zéro  cl  A,  il  en  résnl- 
terait  U  =  o  sur  toute  la  surface  sphérique.  D'autre  part, 
en  supposant  B  =  A,  on  verrait  par  la  mfime  raison  que  U 
ne  peut  excéder  les  limites  zéro  ti  A;  on  serait  forcé 
d'admettre  U  —  A  sur  toute  la  surface  spliériinie  ;  et  l'on 
en  conclurait  d'abord  que  U  serait  aussi  égal  à  zéro  ou  à  A 
dans  tout  l'intérieur  de  la  sphère,  et  ensuite  qu'il  en  se- 
rait de  mËme  dans  tout  l'espace  extérieur  à  \.  Or,  dans 
des  points  très-éloignés,  le  poieniiel  ne  peut  pas  avoir  la 
valeur  A,  puisqu'il  tend  vers  zéro,  et  que  A  est  diffé- 
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rcnt  de  zéro.  Dana  le  ToiuDBge  de  la  surface  S,  le  poten- 
tiel no  peut  pas  non  plus  être  nul,  puisqu'il  a  sur  la  sur- 
face etle-mëme  la  valear  A,  et  qu'il  varie  d'une  manière 
continue. 

Donc,  si  A  est  difTércnt  de  zéro,  la  valeur  du  poienliel 
sera  dans  toutcapace  extérieur  comprise  entre  zéro  et  A 
sans  coïncider  avec  aucune  de  ces  limites. 

Si  la  somme  de  toutes  les  masses  est  nulle,  la  valeur 
constante  A  du  potentiel  est  nécessairement  nulle. 

Concevons  en  efTet  une  surface  spliérique  renfermant 
la  surface  S  et  par  conséquent  aussi  toutes  les  masses,  et 
soit  (js  un  élément  de  celle  surface  sphériqne;  l'intégrale 
yUiir  étendue  &  toute  la  surface  de  la  sphère  sera 

nulle  (n^SU);  or  le  potentiel  U,  éiantcompris  entre 
zéro  et  A,  ne  peut  pas  cliaugcrdc  signe.  On  aiwa  donc 
C=osurtoutelasurface  sphérique.  MaisU  ne  pourrait 
atteindre  la  valeur  nulle  qu'è  une  distance  infinie  des 
masses,  si  la  constante  A'étaît  différenie  de  z^ro  ;  on  aura 
donc  nécessairement  A=:o.  c.  q.  k.  n. 

Tontes  ces  conclnsîons  subsistent  encore  quand  S  est 
nne  surface  non  fermée  et  qu'il  n'existe  de  masses  que 
sur  cette  surface.  Dans  ce  cas,  il  n'y  a'  plus  d'espace  T, 
et  tout  poîut  qui  n'appartient  pas  à  la  surface  appartient 
à  l'espace  infini  extérieur.  Si  le  potentiel  a  eu  tout  point 
de  la  surface  une  valeur  constante  A  différente  de  îéro, 
il  aura  en  dehors  une  valeur  plus  peiiie  cl  de  même  signe. 

Ces  conclusions  resient  encore  les  mciiies  quaml  une 
partie  des  massus  est  atlraclive,  uni;  ^ulrc  lépiilslvc,  i 
la  condition  de  donner  à  ces  mrjsics  dazi.  le  calcul  des 
signes  contraires.  Cela  posé,  l.i  distribution  d'une  masse 

lorsque  tous  les  éléments  de  la  masse  ont  le  même  signe; 
hétérogène,  lorsqu'une  partie  des  masses  est  positive, 
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l'autre  négative  :  il  Tant  absolument  tenir  compte  de  celle 
(listinclion  dans  k's  tliTOiÈnics  (]«e  nous  allons  établir. 

213.  Uiu-  masM-  ni,  *iLi.-  I.0.1S  pouvons  regarder  comme 
posilivc,  étant  (iistribiitr  d'une  manière  liomogtne  sur 
une  surface  S,  il  est  tvidcnl  ijuc  la  valour  de  son  poten- 
tiel V  en  chaque  poiiil  de  la  surface  esl  plus  grande  que 
^9  R  étant  la  plus  grande  distance  de  deux  points  de  la 
surface.  Soit  u  une  ToBCtion  ayant  en  chaque  point  de  la 
surface  une  valeur  déterminé,  finie  et  continue,  plus 
petite  que  la  constante  a»,  on  aura  congtamment 


et  par  suite,  si  l'on  iniiliîplic  par  rnelS,  ni  étant  la  masse, 
et  qu'oA  intégre  sur  toute  la  sui  face  S, 

•  ■  J'(U-a«)™rfS>(|-a«.)Mî 

d'où  l'on  conclura  qu'il  existe  un  mode  de  distribution 
bonu^ne  de  la  masse  M  pour  laquelle  l'int^ale 


a  une  valeur  minimum. 

Pour  déterminer  ce  minimum,  concevons  que  dans 
l'élément  la  masse  wiiS  soit  remplacée  par  (m-|-fi)rfS, 
en  sorte  que  [tdS  représente  un  petit  accroissement  po- 
sitif on  négatif  du  produit  mdS,  assujetti  à  la  condition 
une  j'iidS  =  o,  et  que  m  H- fi  >■  o,  puisque  sans  cela  la 
distribution  de  la  masse  se  serait  plus  bomcgène.  On  aura 

ta=  feVmdS-i-  MU  — 4H)(trfS. 


Digilized  by  CoogI? 
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Or  su  n'ëunt  autre  cboso  que  le  potentiel  de  tontet  lei 
masses  ftiiS,  on  a 

et  par  conséquent 

On  aura  donc 

Pour  aatisraîre  n  )a  coiidÎLion  du  minimum,  qui  exige 
que  la  variation  SSl  ne  puisse  pas  devenir  négative,  il 
faut  d'abord  que  U  —  u  =  W  soit  une  quantité  con- 
itanin  A  dans  toute  la  partie  pleine  de  U  surlàce.  Car, 
ai  dana  cette  partie  W  était  variable,  taniAt  plna  grand, 
tantôt  plus  petit  quj  A,  il  snfBrait  de  faire  ft  négative 
dans  la  partie  oà  W]]>A,  positive  dans  la  partie  où 
W  <^  A,  nulle  dans  les  autres  parties,  pour  rendre  néga- 

liïo  riiilési-ak- J'{W— A),ir/S^jV|x//S,  cl  par  ron- 

sécjiicm  aussi  la  ïariaiioii  oSl.  Pour  l'existc-ncc  du  mini- 
uuim,  il  faut  eu  second  lieu  que  W  ne  snil  plus  petit 
ijue  A  daua  aticuue  partie  viite  de  la  suiface.  Eu  eliei, 
si  était  plus  petit  que  A  dans  une  partie  vide,  et  qu'oit 
couvrit  cette  partie  de  masses  positives  [itiS  enlevées  ù  la 
partie  pleine,  l'intégrale  J" —  A)fidS  deviendrait 

évidemment  négative,  puisqu'on  aurait  pour  la  partie 
pleine  W — A  =  o,  pour  la  partie  vide  ou  W  était  plus 
petitqueÂ,  W — A<;o;  en  même  temps  que  fi>o,  et 
pour  la  partie  vide  où  W  était  plus  grand  que  A,  u  =  o. 
Donc  il  existe  un  mode  de  distribution  d'une  masse  M 

I.  3, 
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nu- la  Eurfacc  S,  pour  laquelle  l'inlégralc 

3  la  plus  pclite  valeur  possible;  el  lorsque  ce  mode  de 
disiiibuiioii  a  lieu,  la  différence  II  —  u  =  W  a  une  va- 
leur consiantc  dans  toutes  les  parties  di'  la  suiTacc  occu- 

En  appliquai!  1  CCS  résultais  au  cas  particulier  où  »  =  o, 
on  voit  que  dans  la  distribnlion  homogène  correspondante 
au  minimum  de^Um^S,  U  a  une  valeur  consianie  A 
lur  la  parlie  plctue  de  la  surface  et  une  valeur  ^us  grande 
que  A  ou  ^le  i  A  >nr  la  partie  vide.  Hais  (n°  340) 
il  faut  an  contraire  que  U  toit  plus  petit  que  A  pour  la 
parlie  vide;  car  on  peut  regarder  les  parlies  pleines 
comme  appartenant  à  une  surface  non  fermée,  el  la  pal- 
lie vide  comme  apparicnant  ù  l'espace  ciIiSrieur,  Pour 
faire  disparnllrc  celle  coiitradicliou  évideniCj  on  est  force 
d'admettre  des  deux  choses  l'une  ;  ou  qu'il  n'existe  au- 
cune parlie  vide,  ou  bien  que  la  valeur  conaianlc  A  du 
potentiel  sur  la  partie  pleine  est  iiitllt.  La  sccoiide  hy- 
pollièsf  n'est  pas  admissible;  car  si  L  clait  nul  sur  la 
pallie  pleine  de  !a  surface  il  serait  tiOecssaircineiil  nul 
dans  tout  l'csiiarc,  et  il  ii'v  aurait  plus  ni  attraction  ni 
répulsion,  ce  qui  est  impossible,  la  masse  M  étant  dis- 
tribuée d'iiue  manière  lioinogènc  sur  la  surface  S.  La 
première  hypoilicse  est  doue  seule  vraie,  et  nous  pouvons 
énoncer  le  théorème  suîvaui  : 

Théorème  V.  —  Une  masse  M  étant  distribuée  sur 
ane  suiface  fermée  S  d'une  manière  homogène  et  lelli; 


que  l'intégrale  JumdS  soit  un  minimum, 'aucune partie 

lie  la  surface  no  peut  rester  vide  et  le  potentiel  a  sur  la 
surface  entière  une  valeur  constante. 

2ii.  Ce  (|ui  pi  éi'èdi;  suffit  pour  tlémoiiti'er  (ju'il  oxisie 
loujoui's  titi  iiiudi'  tic  dlsl['ibtilioji  liumogèue  ou  lictûro- 
i^i'Tie  d'une  iiiassi'  douiiOe  M  sur  vae  surface  fermée  S, 
pour  l<!C|ui;l  U  —  u  a  une  valeur  conslante  dans  tous  les 
poinls  de  1.1  surface,  U  élanl  le  potentiel  et  U  ane  fuoc- 
tiou  quelconque  iiiiic  el  continue. 

CoDsid^rous  d'abord  trois  disiribniions  différentes,  et 
dàignons  la  demité  m  et  le  potentiel  U  dans  chacune 
d'elles  de  la  manière  snivanie  : 

s"  >»-^m„  V  -  L,, 
3»    m  ^jx,      V  7^  II. 

La  première  est  une  distribution  lioinogèDO  de  U 
masse  M,  et  correspond  au  minimum  de  JVmdS 

La  deuxième  est  également  homogène  et  se  rapporte 
à  la  mi>mi:  niasse  M;  maïs  elle  correspond  au  minimum 

de  l'inl.'srale 

J{V^a,a)„.ilS, 

«  étant  un  coellîdent  constant  arbitraire. 

La  troisième  est  liée  aux  deux  premières  par  la  rda- 
don 

c'est  donc  une  distribution  hélérogènu  dr  la  masse  lé- 
tale M. 

D'après  ce  qui  a  été  déjà  démontré,  U,  est  constant  dans 
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loutc  l'étendue  de  la  surface;  U|  —  tu  est  constant  dans 
la  partie  où  a  lie»  la.  seconde  distribution,  ef  dans  cette 
même  partie  U  —  u  est  nécessairement  constant,  pnisque 
_U.  — U. 

Suivant  la  valeur <Ic  î,  la  sceoude  disli  ibuliou  ronvi'ira 
la  surface  entière,  ou  en  laissera  une  partie  vide.  Mais 
cette  seconde  distribution  devenant  identique  à  la  pre- 
mière quand  E  =  o,  il  en  résulte  que  ponr  c  infiniment 
petit  aucune  portion ^nie  de  la  surface  ne  peut  rester 
TÎdc.  Donc,  si  nous  prônons,  dans  le  troisième  mode  de 
distribution,     c'gal  à  la  limite  vers  Ia([uclic  converge  le 


rapport  —  '-<  quanti  e  décroit  indéiii 

liment,  U  — u 

aura  en  tous  les  points  dn  la  surface  une  val 

iiodc  de  distri- 

butiou  ilatis  lc(]ucl  on  ail  m  —  in,  ■+-  a,  ! 

a  niasse  dislri- 

buée  sera  M,  le  poiontici  U  =  U,  +  u,  c 

■l  la  ilillérence 

U  —  H  aura  sur  toute  la  sui  face  uih-  valeui 

Ajouious  qu'il  n'ejiistc  pour  la  masse 

M  qu'un  seul 

mode  de  distribution  pour  lequel  U  —  h 

soit  une  quan- 

tît^i  constante  sur  toute  l'étendue  de  U  surface.  En  cflei, 
si  deux  distributions  donnaient  ce  résultat,  m  et  U  étant 
désignés  dans  la  première  par  m,  et  dans  la  seconde 
par  m,  et  Ut,  le  potentiel  d'une  troisième  distribution, 
dam  laquelle  on  aurait  ni  =  m,  —  m, ,  serait  U,  —  U,. 
fl  aurait  donc  aussi  une  valeur  constante  sur  toute  sa 
surface,  et  comme  la  masse  entière  est  nulle,  celle 
valeur  constante  i>crait  aussi  nulle  (240).  Ainsi,  le 
potentiel  Ui  —  ll|  de  la  troisième  distributiun,  nul  sur 
toute  la  surface  S,  serait  aussi  nul  non-seulement  dans 
tout  l'espace  estcricnr  (SiU),  mais  encore  dans  tout 
l'espace  intérieur;  d'où  il  résulte  quusa  dérivée  par  rap- 
port il  une  droite  qutdconque  serait  aussi  (instamment 
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iiulle.  Or,  nous  avons  vu  (238)  que  |iour  une  masse  dis- 
Iribui-c  sur  une  suifncc,  la  dérivée  du  )ioiciiliel  relalivi?- 

verse  la  surface,  doux  valeurs  dillérnrn  cuire  elles  de 

!|ue  'es  vMi'ULs  i.uisscuL  èuè  nuilus  l'iiue  el  Taut.^,  il 
taiil  évidemment  que  la  (leusitc  fon  nulle;  ou  aurait 
doiic,da.is  leeas  aciuel,  /-i,  —  w,  =  <,,uesi-i,-dire  que  les 
deux  premières  (iisii ibintim.',  biraietit  ideuliques. 

Soieiil  maintOiiaut  h  le  pulciuiil  d'une  niasse  M  située 
dans  l'iuténcur  de  IVspaee  \,  et  u  le  polcnliel  d'une 
masse  dgale  &  M  distribuée  sur  la  currace  S  de  V,  de  ma- 
nière qno  U — u  sait  constant.  V  —  b  élant  1c  poleniiel 
de  la  masse  loiale  M  —  M  =  il  ri<snlte  du  o"  241  que 
la  valear  consiante  de  U  —  u  est  o,  et  qu'on  aura  par 
suite  U  =  u  noa-senlemant  sur  toute  la  surface  de  U, 
luais  encore  dans  tout  l'espace  extérieur.  Som  pouvons 
donc  dès  à  présent  énoncer  ce  tliéordme  ertrëmement 
important  : 

TnÉonkHE  VI.  —  Des  masses  attractives  ou  répulsives 
étant  distribuées  d'une  meulière  quelconque  dans  l'inté- 
rieur d'une  surface  fermée  S,  il  existe  toujours  une  dis- 
tribution de  la  méttie  masse  totale  sur  la  surface  S,  ca- 
pable de  produire  en  un  point  quelconque  de  la  surface 
ou  de  l'espace  extérieur  h  rnSme  effet  que  la  distribution 
donnée, 

■  Si  les  masses  se  trouvaieut  en  dcliors  de  l'espace  V 
enfcroié  par  la  surfaeu  S,  l'ellVi  de  leurs  attractions  oii 
répulsions  sur  un  point  intérieur  pourrait  de  mCmc  être 
produit  par  une  masse  distribuée  sur  la  surface.  En 
eflet,  soient  ii  le  potentiel  des  masses  extérieures  données, 
et  U  celui  d'une  masse  quelconque  M'  ré^ianduc  sur  la 
surface  S*,  il  existe  toujours  un  mode  de  distribution  de 
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la  masse  M'  pour  iequi'l  U  ^ — ■  u  est  constant  sur  toute  la 
surface,  l'I  par  conséquent  aussi  dans  tout  l'espace  inté- 
rieur. Dans  ce  mode  ilc  distrlbulion  k's  dérivées  de  u  et 
de  U,  et  par  conséqueut  les  eiTets  produits  par  la  masse 
extérieure  et  par  la  muse  distribuée  sur  la  surface  sc<- 
root  les  mftmes. 

Le  calcul  de  la  distribution  Bupcriîciclle  £,  équivalente 
àune  distribution  intérieure  donnéeD,  rencontre  le  plus 
MUVenl des  obstacles  insurmonlables. Cependant  il  existe 
un  CBS  qui  ne  présente  aucune  dillîcnhé  :  c'est  celui  où  ii 
est  constant,  et  où  par  conséquent  la  sut-race  S  csl  une 
surface  d'équilibre  pour  la  dislribuiion  D. 

Considérons,  en  ctTct,  un  point  O  de  la  surface  5,  éle- 
vons en  ce  point  une  normali!  ii  que  nous  regarderons 
comme  positive  vers  l'inLéritiu  cniiuiie  négative  vers 
l'extérieur-,  soient  m  ta  acnailc  <-l  C  la  valeur  de  la  déri- 
vée '-^  au  point  0.  La  dérivée  a  deux  valeurs  diffé- 
rentes cri  0  ;  CL-lk  qui  se  rapporte  &  Tcspace  extérieur  est 
égale  à  C  par  la  raison  que  U  =  u  dans  tout  l'espace  ei- 
térieurj  celle  qui  se  rapporte  &  l'espace  intérieur  est 
nulle  par  la  raison  que  U  est  constant  i  la  surface  et 
dans  tout  l'espace  intérieur.  Mais  la  première  valeur  de- 
vant surpasser  de  4im  la  seconde,  on  aura 


Il  est  évident  que  C  n'est  autre  chose  que  la  résultante 
des  masses  de  la  distribution  D. 
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Appliraiion  ds  ii  ihoono  au  pnipnnei  a  i  Liaiiiisspme 
DO  minci  du  migneiiimc  wirniri-.  —  i.nioiii  nu  nuti 


Éclaircîssoiis  ce  ([ui  précède  par  un  exposô  suc- 
ciinliluraiiplication  impoi  tantL- iiuc  M.  C.auss  a  fallu  de 
la  ihéoiiu  du  polciiiitl  aux  pliciiomOi.ra  du  n.asinîusme 
icrresU'C.  GeUt!  application  mposu  sur  cette  hjpoilièse 
fondamentale  tjue  I'bcIÏdd  magnétique  du  globe  est  Ja 
résultante  de  toutes  les  parties  magnétiques  renfermées 
dans  sa  masse;  qu'un  aimant  nainrel  est  un  corps  dans 
lequel  les  deux  fluides  magnétiques  sont  séparés;  que 
les  attractions  et  les  répulsions  magnétiques  s'exercent 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  On  arrivo' 
rait  du  Tes\f  aux  mêmes  résultats  analytiques  si  l'on  sub- 
stituait à  cette  hypothèse  celle  d'Ampère,  qui  explique  le 
magnétisme  par  des  courants  électriques. 

Quand  il  s'agit  de  mesurer  rïutensilé  du  flnidc  ma- 
gnétique, nous  prenons  pour  unité  positive  la  quantité 
de  fluide  nord  qui  exerce  une  attraction  égale  à  l'unité 
sur  l'uniié  de  fluide  sud  placé»  à  l'unité  de  dislance. 
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Ij'actïon  exercée  ca  va  point  i]uc]coii<{ue  de  l'espace 
par  une  poriîon  de  Ooide  magnétique  située  où  l'on 
Tondra,  sera  toujours  pour  noos  l'action  que  celte  por- 
tion de  fluide  exercerait  aur  l'unité  de  fluide  nord  n- 
inéc  au  i)oiiit  doiil  il  s'a^t.  Dèa  lors  une  masae  dft  de 
tluidc  cxLTcoia  n  la  distance  p  Use  action  inusurée  par 
l'expression—';  celte  action  sera  d'ailleurs  répulsive  ou 
attractive  suivant  quo  la  masse  d[i  sera  positive  ou  né- 
gative. Appelons  a,  b,  c  les  cooi'donuécs  rectangulaires 
de  dp.  et  z  celles  du  point  sur  leqncl  l'action 

s'exerce,  les  composantes  de  cciic  aciion  seront 


et  ces  trois  quantités  sont  évidemment  les  dérivées  par- 


Les  autres  clénii'iils  de  Iluide  niagnélitjui;  produiront  des 
actions  semblables. 
Donc,  si  l'on  fait 


l'intégrale  éianlétendue  &  tous  les  éléments  magnétiques 
du  globe,  les  composâmes  de  la  force  magnétique  au 
point  xjy,  z  seront 


son 
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et'sa  projection  sur  une  droite  ou  sur  la  tangente  à  une 

courbe  ([uclcoiiqui;  don!  <h  esi  un  élcmcntscra 

La  ligue  h  la  suifare  de  la  lerrc  sur  Lous  Ifs  points  de 
laquelle  le  iioli'iilii.-l  IJ  coiisei  vt;  une  même  valeur  U,  sé- 

II  est  pins  yi  ai.a  cjuc  U,  des  p.>inis  où  U  it  plus  petil 
que  Ug.  La  composunie  horizon  laie  de  la  furec  magnétique 
en  chaque  point  de  celte  ligne  lui  est  évidemment  per- 
pendiculairo  et  dirigée  du  cfttd  des  plus  grandes  valeurs 
de  U. 

Si  ds  représente  une  ligne  in'iuimeiil  pi'lilr,  pi  î^cdnns 

cette  direction  nonnale,  ei  si  l'o  +  i/Uo  est  l:i  lideurde  U 

,  ■  f'U, 

correspondante  a  I  p\Ji-emite  m:  cède  petite  liguf, 

sera  l'intensiié  de  h  force  magnétique  liorizomalu  en  (.v 
lieu.  De  plus,  l'eusemblc  des  points  pour  lesquels  II  est 
constamment  égal  à  Ug  +  <l\}t  forme  une  seconde  ligne 
infiniment  rapproeliée  de  la  première;  et  dans  toute  la 
tranche  eomprise  entre  les  deux  lignes,  l'intensité  hori- 
zontale est  en  raison  inverse  de  ,■,011  épaisseur.  Ku  don- 
nant sncres.i^oinLiiL  à  L  Av.^  a.  <-i  iii.scinciils  iuliuiniont 
prlils  mais  égaux,  dq.nis  la  pins  i.oUle  valeur  U  jus- 
qu'à la  plus  grande,  on  puMafjera  b  Mirfar.:  entière  de  îa 
terre  en  un  nombre  îutiiiimeni  yiand  de  zonis  iicà- 
ininces.  Sur  les  lignes  de  sépar^iliou  de  n:.,  zones  la 
force  magnétique  horizontale  sera  partout  normale,  et 
son  intensité  variera  en  raisou  iuvci-sc  de  la  largeur  des 
zones.  Ce  système  de  lignes  eunsiitue  les  parallèles  ma- 
gnéltques,  et  leurs  trajectoires  orthogonales  sont  les  mé- 
ridiens magnétiques.  Âus  valeurs  extrêmes  maximum 
et  minimum  de  la  fonction  U  correspondent  dcun  points 
circonsctiis  par  les  zones,  et  pour  lesquels  la  composante 
horizontale  de  la  force  magnétique  est  nulle;  de  sorte 
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({u'cn  ces  points  In  forte  magné[ii[ue  csl  nécpssaireiiicm 
verticale.  Ces  points  sont  pi  tti sèment  les  pôles  magné- 

\urla  surface  tic  la  Icrrc  U  se  rc.luit  à  une  fonction  de 
rieux  variable-^,  ]iour  Icsquellvs  nous  clioisirons  la  colalî- 

lidicn  ijuclconquo.  Pour  simplifier,  nous  rcg^irdcions  la 
terre  comme  une  spliÈrc,  et  nous  désignerons  par  R  son 
rayon.  Cela  posé,  l'élément  du  méridien  sera  R  ilQ,  et 
l'élément  du  cercle  parallèle  Rsindr/iji.  Si  l'on  décom- 
pose la  force  horizontale  en  deux  autres,  dont  l'une  X  soit 
dirigée  suivant  le  méridien,  et  l'aotre  Y  lui  SOÎt  perpendi- 
culaire, et  si  l'on  regarde  comme  positive  la  composante  X 
lorsqu'elle  est  dirigée  vers  le  nord,  la  composante  Y  lors- 
qu'elle est  dirigée  vers  l'ouest,  on  aura 

Rf/a'  Rsinfl(/>J* 

Si  l'on  coiu,al,Mit!a  valeur  cîc  X  en  fonclioN  de  S  et 
on  en  déduirait  liiiinédiat,>mcrit ,       à  /■non.  la  valenr 
de  Y.  En  elTet,  intégrons  l'expression  X  dB  en  regardant 
comme  conslant,  et  posons 

y  Xiifl  =  T, 

d'où 

cette  valeur,  substituée  dans  l'équation  X  =  — 

./(U  -t-  FIT)  _  ^ 
U  -t-  RT  sera  donc  une  quaiiiiié  indépendante  de  S,  qui 
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conservera  par  conséquent  la  mëmn  vatenr  sur  toute 
l'étendue  d'un  même  méridien,  ou  qui  tnëme  sera  tout  k 
fait  constante,  puisque  tous  les  mêriillens  ont  deux  points 


Eu  appelant  U„  la  valeur  de  U  au  pAle  nord,  on  aura 
doDG 

U-f-RT  =  U., 

et  par  conséquent  * 

résultat  qu'on  peut  encore  exprimer  par  la  formule 

«t  qui  se  résume  dans  ce  théorème  remarquable  : 

l'HÉonÈHK  I. — Quandon  cannatl pour  toute  la  surfaCe 
de  la  terre  la  composante  nord  de  ta  force  magnétique, 
on  peut  en  concluiv  immédiatement  la  composante  ouest 
delà  même  force. 

Le  ihéorème  invcrso  est  vrai,  mais  avec  uuo  modifica- 
tioD.  Supposons,  en  cITci,  que  l'on  connaisse  la  valeur 
générale  de  Y  exprimée  en  fonction  de  6  et  de  iji ,  et  dé- 

signona  par  u  rintégrale^sinâ  Yi^ijf,  dans  laquelle  oa 

regarde  9  comme  conslani,  on  trouvera 

■nrn-n.)  . 
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La  fonciioii  U  +  R'ti  et  panuiteanati  la  qnaniilé 


rf[U-4-RB)  du 
RrfS      ~  rfe 

seronldonc  itidqieuilanti  s  tic  ij>;  c'esl-à-dirc  qu'où  aura 

''  =  ^ 

ç(e)  tianl  UUL'  fouclioa  incoiuiuu  de  lu  secmidu  la- 
rialili;  8.  Mais  tv[(e  If^iciioii  sera  déieriiiiiiéedès  qac  l'on 
co.uiailra,  t-n  omit  dt-  la  valoiir  g.liK-ralp  de  Y,  U  vakur 
de-  X  le  long  d'un  inûridiei»,  ou  i.Il>s  géncral^meiU  le  lone 
d'une  ligne  quelconque  joigiiaut  les  deui  pôles  de  I3 
tei-rc.  Ces  considvraUoDS  nous  t-ondaisent  à  uu  second 
théorème  non  moios  îmjionantqae  le  premier  ; 

TuÉORËUE  II.  —  Si  l'on  connatt  la  coitiposaiiia  oucsi 
de  la  force  magnétique  sur  toute  la  surface  de  la  leire, 
al  la  composante  nord  du  cette  même  force  le  long  d'une 
ligne  quelconque  eillant  du  pâle  nord  au  pôle  sud,  on 
pourra  déterminer  immédiatement  cette  dernière  com- 
posante pour  taule  la  surface  de  la  ferre. 

S46.  Si  l'on  voulait  «étendre  la  rcchcrehe  à  la  force 
magnétique  totale,  et  tenir  compte  de  la  composante  ver- 
ticale, il  faudrait  considérer  li  comme  fonction  de  trois 
coordonnées,  qui  peuvent  £trc  :  i'  la  distance  rdu  point 
que  l'on  considère  au  centre  de  la  terre;  3°  l'angle  8 
compris  entre  lu  rajoii  r  et  la  moitié  nord  de  l'axe  du 
monde;  3°  l'angle  ^  que  fait  avec  un  méridien  fiie  le 
plan  passant  par  les  pfrles  et  par  le  rayon  r  :  les  trois 
coordonnées     6,.<p  dclciminent  la  position  du  point  0, 
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oà  s'exerce  la  force  magnétique.  Soient  rg,  9,,  les 
coordoiin^a  rorrespondanles  d'un  élément  lijx  du  fluide 
magnétique^  p  la  distance  de  cet  élément  au  point  S,  et 
y  l'angle  formé  entre  ies<rayoDs  recteurs  ret  r,,  on  aura 

C0S7  =  cosS  cosS,  ■+  sin S sId 0| cos(f  —  •^t], 

I.i!  poi::ntitl  U  =  — y  ~  P*^"'  •■"'^  ciéveioppé  en  une 
série  convergente  suivant  les  puissances  descendanies 
de  r.  Faisons,  pour  abréger,  y  =  »;■  nous  aurons 

P  =  r  ^i  — a«co»-,  +  a>, 

ei 


(1)  '   =X,.t.X.»-t--X,a'-t-.-l-X. 

oà 

3  I 
X,  =  1 ,    X,  =  cos  ï,    X,  =  -  cos'7  +  -) 

AI,  en  général, 


Dans  les  valenrg  des  coefficicius  X„,  les  pais^aiictjs  de 
tsoay  peuvent  être  remplacées  par  des  cosinus  des  mul- 
tiples de  l'arc  y.  Pour  arriver  promptement  a  ce  résultat, 
le  plus  simple  est  de  substituer  h  cos/  l'expression 
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i^uivalentc  ~  (e'*'  ^  +  e  '"^  '}  dans  1c  radical 

(i  —  aacosy  -H  a')  ^ 
avant  d'en  effectuer  le  développement.  On  trouve  alors 

i~  a»C0S7  -t-a':^  i  —  a  (e''*'"' +  -4-  a' 

=  (,-..^>=^)(,-„-'-^). 

et  pour  obtenir  le  dévelojipeiiiciit  du  radical,  on  n'a  qu'à 
multiplier  l'un  par  l'autie  les  développements  des  puÏB- 

sances  (i  —  oe'*'"'}  (i  —  cte""'^)  '  et  &  con- 
vertir ensuite  les  exponentielles  en  cosinus.  Sans  effecluer 
ce  calcul  très-simple,  on  voit  déjà  que  le  cœfiScient  de  a' 
présentera  la  forme 

(3)  X,  =  A,cosn7-t-A,cos(/f  — 3)7  -1- A,co»[n  — 4)y+..-i 

les  facteurs  A*,  A|,  At,.  ■  ■  étant  lous  des  nombres  po- 
sidfii. 

Dans  le  cas  de  y  =  o,  la  valeur  de  X.  devient 
A,-)-A,4-A,  +  ..., 
et  le  développement  (i)  se  réduit  à 


Ou  aura  clone,  dans  ce  cas  particulier,  X„=i  i, et  partant, 
en  général, 

A,  +  A,-(-A,  +  ...=:li 

d'où  l'on  conclura  que  pour  une  valeur  quelconque  de  7, 
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la  vak'ur  île  X„  sura  plus  pqtilc  ijiic  l'utiité,  ou  tout  au 
plas  ^galc  à  l'uiiitd.  Donc  la  série  (i)  acTa  convergente 
pour  toute  valeur  de  «  comprise  entre  —  i  et  -+- 1 . 

Multipliant  chaque  terme  de  la  série  (i)  par  —  ~  i>t 
intégrant,  on  trouve  le  potentiel  développé  en  une  série 
convergente  de  la  forme 

ïï.p.(i)..(Ly.„,(B)v,(a,v..., 

dam  ]a<]ui!lle  R  étant  le  rayon  de  la  terru,  li^s  cocllicîciits 
ont  les  valeurs  suivanlca  ; 



AcBnsedeX«  =  i,  le  premier  de  ces  coeffidcnts  se  réduit 
&  P«  :=  — J*''/*-  ^""i  l'''it*g''aley* d[L  est  nulle,  puisque 
la  quantité  totale  du  tluide  positif  est  nécessairement 
égale  à  celle  du  fluide  ncgalif.  On  aura  donc 

P,  =  o 

Non*  pouvons  remarquer  dis  à.  préient  qu'en  vertu  de 
la  formule  (a)  et  de  la  valeur  de  eos/i  X„  et  par  consé- 

quent  P„  sont  des  fonctions  rationnelles  et  entières  du 
b'*"  degré  des  trois  <]uai)lilés 
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'iVJ.  Une  (les  propriétés  principales  de  la  foiiciion  U 
est,  nous  le  savons,  tic  satisfaire  à  l'cijuatîon 


pour  cliaqnc  |ioiiit  siluê  en  ddiors  lii 

■s  masses  ag 

ispaiiics; 

etceltc  l'ijualion  (îoil  avoir  lieu  iiidéj" 

.-ndammenl 

qu'on  ^  fait  dis  axes  coordonnés  .vc 

lansuUires, 

I|..'.gl. 

maiiilpnanl  de  Ironsfor.nvr  civile  éq 

:o,>rcloi,- 

nées  polaires.  Supposons  ijue  l'axe  d 

es  z  eoïncid 

l.nl  .vec 

l'axe  du  monde,  les  axes  des  x  et 

des  y  soie 

dans  le  plan  de  l'équalcur  el  dirigé; 

1  le  premier 

point  dont  la  longitude  soit  zéro,  le  s 

dont  la  longitude  soit  9a  degrés;  on  t 

y  —  rsinO  sia<j'i 


et,  eu  dillëientiant, 

(£e  =  sin  0  cof^i  rcosScos^  M  —  runSsin^  d-^, 
tlx=  lin  Ssin^  rfr  +  rcosS  %\a^da  -t-  rsÎD  Bcosf  «/■Jr, 
f/i  =  cosB  (/r  —  rsin  0  lii. 

Résolvaul  p&r  rapport  ^  dr^  d6,  fi^,  il  vient 

sin  S  cos^     +  sin  Ssin^t//  +  cmOds, 
n/B=eosScos^(te  +  cosB$io4"'.}' — slnSift, 
/■sinn     =  —  ■  sîn^i  rf^  +  cos'J'  rtjr- 

On  aura  donc,  cnlre  les  dérivées  parlielles  de  J-,  y,  z 
prises  par  rapport  à  /■,  û,  et  les  dérivées  panielieii 
de  r,  S,  iji  prises  par  rapport  à  x,  y,  1,  les  relations  sui- 
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du 

1  dx 

tU 

,19 

1  dy 

r-  rfa' 

rfB_ 

1  dt 

dz  ~~ 

r'  rfS' 

'  r'ïin'O  d^  ' 


"  dxdr  dr  ~^  r'  dxdS  di  r'sin'fl  dxd^  d^' 

-  ^'^  ^       '   rf'U  df  I       J'U  i/j- 

~  dydr  dr      "ï^Hydidi  r' àa'u  dyd^  d-^' 

rf'U  A  d'V  di  1  if'U 

~  dzdr  dr      r'  dzdS  d9  r'àa'u  dzd4/  d^^ 


dj  dr  ' 


'^r-'\_dV      \,U  dî''*'  dy  </0-  "'"■(/î^  rffl'jj 

[      Vd'V      /dUd'x      dUd'y      dU  tfA"! 


Or,  o 


d'x  _ 

d'x 

da'  " 

^  dr'' 

d^-i  ' 

'i'r  „ 

r^. 

d'r 

df 

du' 

d4,- 

d's 

d'i 

di 

l/'l 

dr'  '~ 

du'  ~ 

'  dr 

d^ 

594 

et  par  conséquent 
/IV  rf'j-      dV  rl\> 

c/U  f/U  d'j 

dx  i/fl'       dy  dV 

dx  </i|-'  rf/ 
frtJ 

=  —  r-j-  +  /■«» 


Substiiiiani, 

,  , 


rfr  ' 

rfu  d'i_ 

rfU 

*"  rfr 

(fU  »in  u> 

—  sine  cos  9—7- 
(19 

(5)  o=- 


et  l'équalion  W  =  o  se  niduii  à 

;/9-  rfS       sili'e  d-J'" 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  valeur 
de  r,  on  trouve,  eu  subaiituant  à  U  sa  valeur  (4),  que 
chacua  des  coelficienls  P,,  P„  Ps, ...  doit  satisfaire  à 
une  éqnaUon  aux  dérivées  partielles  dont  la  forme  géné- 
rale est 

„^„(„-^,)P.-+^  +  -,0_  +  — ~. 

On  peut  dtduiro  de  cetin  équaiioit,  jointe  à  la  remarque 
(|uc  nous  avons  déjà  faite  sur  la  nature  des  coefficients 
Po,  P„  P,,...,  la  valeur  générale  de  P,.  En  effet,  si  l'on 
rL-)>réïi:nie  pur  P,,„,  la  fonction  suivante  de  S 

^(.— jj^-J-H--;.-.)!.  3)„.,.  

2.4.l2fl  — i](a/i  — 3)  J 


Digitized  by  Cooqlc 


THÉ0K1E  DU  HABUÉTUHE  TZRKESTKE.  5q5 

P.  sera  donné  par  l'ëquation 

-(-{g„,COS2.>+/<„,siD2;)P„,,+... 

+  (j„,,ms^-^-HA„,„sinH)P.„. 
d^ii^  laqiii  llc       .,  ^,  j„_„,  /i„_|,..,,  A„^„  seront  (les 

Décomposons  1.1  tincii  magnétique  correspondante  au 
point  O  en  trois  autits  t'oicts  rectangulaires  X,  Y,  Z, 
dont  la  première  et  la  bi;conde,  situées  dans  un  plan  lan- 
geât k  la  surface  de  Ja  splièrc  de  rayon  r,  soient  dirigées, 
la  première  X  parallèlement  au  méridien,  la  seconde  T 
parallèlement  &  l'équatenr,  la  troisième  Z  Ters  le  centre 
de  la  terre,  les  valeurs  de  ces  trois  composantes  seront 

'X  =  -— ,  T=-— ^ï— ,  z^-^- 
rdO  niaS  d-^  dr  ' 

OU)  en  mettant  pour  U  sa  valeur  développée  en  série  de 
fonctions  P„, 

_     R'  /rfP.     R  dp^     R>  dp,  \ 
^  -  ~  ~  ^"rfë     7  rfS      ~  dS"      ■  •  J' 

~      j'sinO  {d'il       r  d^       r"  <f-J  -^•■•p 

z  =  +  ï(,P,  +  îî!.-H-<ïî:+...). 

En  faisant  r  =s  R,  on  trouve,  pour  un  point  situé  sur  ta 
surface  de  la  terre, 


/dP,  (/!', 

\dQ  ~^  i/f, 

1  (dP: 

sioB  \  d-i, 

2  =  — 

2P,-H3P,-f- 

d^  y 


Pour  déterminer  U,  et  par  conséquent  pour  résoudre 
complètement  le  problème  du  magnédsme  terrestre,  il 
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suffit,  comme  nous  l'avons  dit,  de  cunnaiire  U  valeur 
de  X  pour  tous  les  poinis  de  la  surface  de  la  terre,  on 
bien  la  valeur  de  Y  pour  lous  ces  points  avec  la  valeur 
de  X  le  long  d'une  ligne  quelconque  passant  parles  deux 
pôles.  La  dfinièrc  des  équations  précédentes  prouve 
qu'on  pourraii  encore  fondci-  la  ihëorio  complète  du  ma- 
gnclisiiie  Lerresire  sur  !a  seulu  connaissance  de  la  compo- 
sauie  vei  licale  /,  pour  tous  le;  points  de  la  surface  de  la 


terre,  ]ni!^i[ii'clli'  lOm 

\u\  videurs  générales  de 

P,,P,,  1»,,...  elj.arcn 

"'■•■'I'"'"' 

plèle  de  la  fonction  U. 

Il  nous 

suflîl  d'a\oir  donné  ces 

indications  générales  si 

.ir  le  tra 

vail  impartant  de  Gbu») 

ei  nom  ne  croyons  pas 

néccssaii 

'c  de  nous  occuper  irâ  des 

calculs  numériques  par 

le  grand  ge'omèire  alle- 

mand  a  déduit  la  valeu 

r  de\  fo 

nction  U  d'une  multitude 

d'observations  faites  su 

rdillércl 

its  points  du  gloln-. 

248.  Supposons  que 

le  corps 

point  attirant,  et  voyons  comment  celte  eondiliou  d'un 
cloigncment  considérable  rend  plus  facile  le  calcul  de 
l'attraction.  Le  problème  que  nous  abordons  présente 
beaucoup  d'intérêt,  parce  que  la  distance  très-grande  est 
précisément  le  cas  des  pbéDomënct  célestes. 
Soient  : 

m  la  masse  ;  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  du  corps 
attirant; 

r*,  S',  iji'  les  coordonnées  polaires  de  ce  point; 

{I.  la  masse ,  x,      s  les  coordonnées  du  point  attiré  ; 

A  le  coeflicieiit  de  l'attraction;  enfin  soit  Afi  =  i. 
Le  potentiel  U  sera  donné  par  la  formule 

•J  =  2  »•  K» -»)■  +  (/- T)' ■)•!* 


Si  l'on  a  toujours 

7<J'.  '<'. 
U  pourra  se  développer  en  série,  ainsi  qu'il  suit  : 

Si  l'on  placu  l'origine  au  cfUlri;  de  (^ravilé,  si  l'on  prend 
pour  axes  les  axes  principaux  d'inertie  du  corps  attirant, 
si  enfin  on  désigne  par  A,  B,  C  moments  principaux 
d'incriie  relaiïi's  aux  axes  choisis,  la  formule  prcccdente 

H-(c-BjCr'  +  «'}  +  {A-C]  (*>+.'}]+.... 

iSouveni  les  termes  que  nous  venons  d'écrire  sufTîsent, 
mais,  si  l'on  veut,  on  peut  poiiMiT  le  cali  ul  plus  loin. 

puissaiiCM  Je  -i  dans  larjucllc  on  drsigdc  le  roi^fiirient 
di--i-  par  Y„.  L'élude  .les  ibiitllons  V,  .■M  pn'cisé- 
luent  rol>j<.'t  dL-  celle  digression.  Mais  nous  avo[is  be- 
soin, pour  établir  leurs  propriétés,  dc  considérer  d'abord 
une  espère  de  fonctions  plus  simples  auxquelles  Legendre 
a  donné  le  nom  de  X,. 
La  fonciiou  X,.  est  le  coefBcieni  de  a*  dans  le  dévelop- 


59$  STATIQUB. 

pemenl  de  l'expression 

OÙ  l'on  su^iposc  qiiu  x  s.itisrait  à  cette  condition 

-  ■  <^<-i-', 
et  que  l'on  conçoit  ordouiiée  par  rapport  aus  puissances 
tmissantes  dr  et.  Ce  dcvclopp émeut  peut  être  eilcclué 
d'un  (;i'a[id  iiouibn.'  ilc  manièresj  mais  voici  le  moyen  le 
plus  siinpli^  d'ai  l  ivL'r  ii  mcttro  en  évidence  la  loi  de  for- 

L' intégrale  de  {i  —  3e[:r  + a*)" 'i2r,  prise  par  rapport 
à  :c,  est 

Si  l'on  prend  la  constante  égale  a  ~i  cette  intégrale  devient 
1  — (,_aaj  +  a')' 


et  l'on  reconnaît  inimédiatpnn  ni  que  cctic  quantité  e<l 
racine  de  l'équation  du  second  degré 

que  l'on  pourra  résoudre,  ai  «  très-petit,  par  la  série  do 
Lagrange.  Mise  en  effet  sous  la  forme 

cette  équalioD  donne 

"""^i  a'  (''—•)'  +  *■-• 
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Noos  met  tiHis  le  signe — devant  le  radical  (i — aax+a*]' 
parce  que  la  formule  de  Lagrangc  donne  toujours  la 
racine  quî  pour  a  =  o  si!  réduit  à  x.  Ajoutons  que  le 
développement  trouvé  aura  lieu  pour  toutes  Il's  valeurs 

tique.  Kii  tliirOientlatit  l'a  loniiule  ijue  nous  venons  de 
trouver,  nous  obtenons  la  suivante  : 

On  a  donc,  en  appelant  Xg,  X,,  X},...  X„  les  coeffi- 
cients des  puissances  de  «dans  ce  développe  mont, 

01  >I.  =  I,   X,=iD(x'-i),...,   X.=  l°'^'3~'^... 

Les  fonctions  X„  jouissent  de  propriélcs  analytiques  très- 
remarquables.  Par  exemple,  l'équation  X„  =  o  a  toutes 
ses  racines  réelles  el  séparées  par  les  racines  de  l'équa- 
^OD  X^i  =  o,  comme  on  le  prouve  par  une  application 
facile  du  théorème  dcBoIle,  ou  parla  méthode  de  Sturm, 
en  rcinarquaiii  que  trois  fondions  consécutives  ont  enirc 
elles  la  relation 

(a)        f /,  _  ,)  X.^,  -  (2™  +  , ) X, X  +  « X^,  =  o. 

La  fonction  X„  satisfait  en  outre  à  l'équation  différen- 
tielle 

(3)  D[{,~^)gî]  +  »(»  +  .)X.  =  o. 

Nous  verrons  an  peu  plus  loin  comment  on  a  été  conduit 
directement  aux  éqtiations  [1}  et  (a). 


6aO  .  BTXTIQDE. 

FroposoDS-nons  aciuellement  d'évaluer  L'iniëgrale 

P  désignant  un  jmlynômL' quelconque  ;  l'inlégratiou  par 

parties  donne 

Si  l'on  pi-end  (wur  limites  —  i  et  +  if  on  a 

''''X?'^''''^"'"~^'-''-3---"X, 

et  si  le  dcgi-c  de  P  est  inféritur  à  n, 

ii)  j       X,Pf/j:^o,  fl>degrédeP. 

On  aura  donc,  en  remplaçant  P  par  X„, 

(5)  J'"^'x.X,rfa:--=o,    pour  m^n. 

Si  le  Ji'gci;      P  est  «,  la  fui  mule  («)  doniii; 

J'^  'x.Prfii=±^^-^^ — ^  1^  i;".A.i.a...n.rf*. 

A  étant  le  coefficient  de  x°  dans  P,  ou 
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oroo  a 
d'où  l'on  lire 

J\x'~^]'dx  =  ~^^  /"(.=  -  0'-./-r. 

En  faisant  n=  i,  a,  3,...,  «,  ei  multiiiliant  membre  à 
membre  les  formules  ainsi  obtenues  od  a,  louie»  réduc- 
tions faites, 

le  signe  +  coiicspoiidaiit  au  cas  où  «  est  pair.  La  for- 
mule [b)  (louue  alors,  en  observant  que  le  signe  +  y 
correspond  aussi  au  cas  où  fi  est  pair, 

J-  ■  1  5.î...|a/n-,) 

et,  en  faisant  P  =  X„ , 
219.  Si  dans  l'expression 


6d3 


3  8T1TIQTIE. 

changez  en  e°*'~',  elle  prend  la  forme 


D'un  autre  côté,  on  a,  pour  des  valeurs  de  n  raoindrei 

 -^.r:^  -j^  =  X.  -I-  X,  51  («M  T  -t-         sia  »)  -4- 

+  X„ii"(cosnç  +  ^ — t  lin  «ip)  -t- 
En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par 
cosn^  et  en  inli'graiil  de  o  à     on  trouve 


Celle  ('g:ililé  ayant  lieu  quel  que  soit  et,  pourvu  qu'il  soit 
plus  peiii  que  i,  aura  eneore  lieu  pour  ct  =  i,  et  par 
conséqueul,  d'après  ce  que  nous  veiions  du  voir, 


THÉORIE  CÉNÉnALE  DU  TOTENTIEL.  6o3 

Ces  conclusions  siipposuru  que  le  premier  membre  de  la 
formule  (c)  est  fontllon  iDaiiuuo  ih  ci.  Cctic  coniîilio» 
aero satisfflile  si  IVl,;mc.ii  t|iil  ,loifi,i  infini  poui'  a=  i 
foui-nil  dos  ituégrak's  ^lll.:;ul  iù, ,nilk's  ;  oi-,  c'esl  ce  qui 
a  lieu  cfreeliiciiiout.  On  a,  eu  tifti, 

0  désignant  une  moyonnc  entre  les  valeurs  ijue  pretid 


L 


pourf  =  y  et7  =  7 — ï;  et,  en  int^rant, 


Les  formules  (8)  et  (9)  peuvent  donc  être  considérées 
comme  rigoureusement  établies. 

230.  Revenons  malnrcnautauï  fondions  Y„.  D'après 
leur  défitiiliou  inûmi.',  nous  avons- 

M-        =  5  +  5+5 • 

et  aussi 

[I I  )         U  =2    t»-'-         V  +  '")~K 

dans  laquelle  r  et     sont  les  dislances  à  l'origine  de  U 
molécnlo  attirée  et  de  la  molécule  attirante,  et  /  désigne 
l'augle  des  droites  r  et  r'. 
En  sorte  que  l'on  a 

cos'/  =  cosecosS'  +  siiiSùae'cas(^  —  >|i'). 


6o4  STATIQUE. 

on  simplement 

co»  7  =  W  '  +  v'('-f')('-c'')«»(+  -  4'). 
en  posant,  pour  abréger, 

fi  =  cas6,   n'  =  eo»V. 
Mais  r équation 

f/'U     ,/'U     <f'U  _ 

à  laquelle  saù^ùnl  le  poic-iiiid,  «levlenl,  en  prcciant  des 
coordonnées  |iulaijeh. 

SI  l'on  remplace  U  par  sa  valeur  lirée  de  (lo),  on  obtien- 
dra une  équation  qui  devra  subsister  quel  que  soit  r,  et 
dans  laquelle,  par  conséquent,  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  ~  seront  identiquement  nuls,  ce  qui  four- 
nit la  relation 

(,3)    „(.+  ,)  Y.  +  -pi^.^  H-  D,[(,-  ,-)-!^]  =o. 

La  fonction  Y.  se  déduit  de  la  fonction  X,  en  rhan- 
gcaât  d'abord  dans  celle-ci  x  en 

On  obtiL-nl  alors  ucii;  fontlion  i(ae  l'on  pfiit  lîi'sigiier 
par  P„  el  i]ui  rtutre  dans  !a  thssc  des  locicliiiiis  Yn  ; 
car  louie  foni'iîoii  Y„  est  une  somme  de  fom  iions  P„. 
L'équaiion{i3)asouïenié[épri6(.-pourdéfimLioii  de  la 
fonction  Y„,  avec  cette  condition  que  Y„  soît  une  Fonciion 
entière  de  — >f**cos(i]« — et  de  p. 


XnéOHIE  GËNÉnALB  i: 

L'équalîon  {i3)  renferme  l'tquation  (a),  car  X„  csi  un 
cas  particulier  de  T„  obtenu  en  suppoiaot  le  corps  aitî' 
raut  réduit  i  on  poitii  et  la  quandlé 


^(,_(».)(,_/.)  ces     -  4-')  +  f-c' 

251.  \  oici  comment  on  peut  éiemlri^  aux  fonctioiu  Y„ 
un  grand  nombre  des  propriétés,  des  fonclions  X,. 
Partons  de  la  formule 

{■4)  j  ^'  X.X.-/j.  =  Q. 

Chansons  x  en  cotyi  ou  a 


F„  el  P;  dés 

changcmeni  de  :c  en  cosy.  On  pent  encore  écrire  celte 
furutule  G 


et  ums  cette  forme  on  recounaît  immédiatement  que  le  . 
premier  membre,-  somme  des  élémeni&  d'une  surface 
Bpbérique  multipliés  par  I'm^i       uéceasaï remeut  nul. 
Ce  mÈmc  premier  membre,  par  une  transformation  facile 
des  coordonnées,  devient 


(i  5 }  j    j      P.  P.  sin   4/8'  i/if'  =  o, 

en  désignant  par  P.  ci  ce  que  deviennent  P'„  et  P|,  on, 
si  l'on  vent,  X»  et  X.,  quand  ou  s  posé 

C0S7  ^cosScasy  -l-sin6sinS'co5(<^  — ^'). 


fio6  STATIQOB. 

Mail,  d'après  la  manière  dont  nona  avons  défini  la  fonc- 
Uoa  Y.,  on  devra  avoir  aossi 

(16)  y''J'"T„T.Mn8V9'rff=:o, 

sans  que  les  fouciiotis  Y„.  Y„  aient  liosoin  de  provenir 
d'un  même  dcvcloppciiicnl.  La  formule  (16]  svbsiiie 
donc  encore  si^l'ou  i-cmplace  Y„  par  P„,  pourvn  toute- 
fois que  m  ne  soit  pas  égale  à  n.  Traitée  de  la  même 
manière  que  (4)  l'équation  (6)  donne 

(t7)  {"X"*""^""'*  ''*'''*"^^' 

Si  l'on  pose 

/  (j:)  =  A.  X.  +  A,  X,  +  . . .  +  A.  X.  + .  . . , 

ou  pourra  diitcrtniner  les  cocllîdents  Ag,  A],...,  AfCn' 
multipliant  par  X„  et  en  intégrant  de  —  i  à  +i>  Les 
relayons  (4)  et  (6)  donnent  ainsi 


d'où 

Donc,  louies  les  fois  qu'une  fonclion  f  {x)  sera  dévelop- 
pablc  eu  série  de  fonclions  X„,  on  aura  entre  les  limites 


T&ÉOntB  efisdKALB  DU  TOTBKTIBL,  6oj 

Dans  le  cas  panictilier  où/(a:)  =  (i  —  aaa:  +  U 
comparaison  des  dr:v,>lop[>cn.enis  (i)  et  (3),  qui  doivent 
élre  identiques,  cocdiiit  ,'i  ]'ô(jiiallori 

La  formule  (14)  donne  on  ouue,  pour  x  =  t, 

+  '"J^' J  X,/|j:)(/j:-|-..., 

OU,  si  l'on  remplace  par  cosy,  et  qu'on  désigne  par  P; 
ce  que  devient  X^, 


(•9) 


l/(■}=^v./(co.ï).i■,v./ï^-... 


252.  On  peut  établir  celte  dernière  formule  d'une 
manière  à  la  fois  plus  directe  et  plus  rigoureuse.  En 
effet,  posons 


DOS  STATIQUE. 

Remplaçons,  dans  V„  par  la  valeur  de  X„  tirée  de  {7) 
en  y  faisant  x=  cas  y,  il  vient 

i2  /  /  -^■■v,,.,!!;!'!,)—"'" 


à  la  (.■ontliliuu  que  sous  le  signe  ^  011  réduise  le  leiuie 
qui  correspond  à  n  =  o  i  sa  moitié,  ce  qui  donne,  en 
elîecluant  la  sommation  ^ , 


iin  -î 

sin  -î 

.  à  0  devant  prccéder i 

relative  :'t  y;  mais  011  a  on  géiieial 

cl,  en  ii[>|iru|UEinl  l'elle  ioi  iiiuk;  .'1  l'évaluation  des  inté- 
grales qui  euueiii  lians  V„,  ou  aura 
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formule  daos  laquelle  on  a  posé,  pour  abroger, 


.  tj  {©)  sera  donc  Uni  si  f[cosy]  est  fini,  parrc  que  ri-Ié- 

fali  II  —  a>  ,  l'irili-ijrali:  du  si-ronil  iiiiiiiiliio  [loiirca  se  sub- 
diviser en  une  infinité  d'autres  ajant  pour  limites  succcs- 

2It  2B  4»  4«  8" 

tivesDc  j„^,»3„_,.,^  an+i'  as  +  i  a/n-i''"' 
et  toutes  ceBÏntëgraleg  seront  sensiblement  nulles,  la  pre- 
mière exceptée.  En  effet,  si  M  désigne  le  maximum,  m  le 

minimum  de         dans  l'inierTalle  correspondant  k  une 


mlégrate  partielle,  la  val<  iir  Je  reito  intégrale  partielle 
sera  infériétirc  à  ~  ■  ^ La  somme  de  toutes 
ces  intégrales  est  doitc  inllninient  petite,  et  Is  formule  {Â) 
se  réduit  i 


t  désignant  un  infiniment  petit.  Par  cela  même,  OQ  peut 
remplacer  sln  —  f  par  -  (j,  et  écrire 
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Rien  n'empiclie  actuellement  de  supposer  t  s=  n,  car  on 
ne  fait  qu'ajouter  des  éléments  qui  se  détruisent  mutnel- 
lement.  On  aura  donc,  en  changeant  de  rariable,  et  en 

posant  f  =  u, 

d'où  l'on  conclut 

liDlV,=iD(o] 

et  enfin 

HmV,  =  ijf  "/(«»7)«.tii,J7. 

On  transformera  W„  comme  V„  en  faisant  usage  de  la 
formule  (8)  et  de  l'identïié 


^3{C0S7 — COSfJ  ^ 
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st-à-diie 


en  posam 

■■(»)  = 


t  par  parties  on  trouve 


w.=  -—   I     Dîn[f)  — rff, 

li[nW„  =  —  iDp=on(î), 

et  la  question  esi  ramenée  à  prniclre  la  dérivée  de  H  (ij). 
-    Cette  fois  les  règles  de  la  dillt  reiilinlinii  sous  le  sigiie 

^ne  sont  plus  applicables,  parce  que  les  intégrales  dont 

la  somme  est  H  (<f)  ont  leurs  éléments  psirëmes  icËDis. 
On  aura 


coiy) 


=  -/(.)  li 

on  trouverait  de  mi  m 


39. 


Si  a  STATIQVB. 

Ces  ddrîv^es  une  fois  calculées,  il  nt  facile  d'ea  diduire 
limW.i=-^j^  J"/(c<WY)cot^7''7— /Coj' 

Cl,  par  suite, 

limS„    -  li,nV„-!-.2lim\V„=--:/(i}. 

La  formule  (li)  peu l  dont  ùiru  taiisiilirco  rommc  dé- 
montr6e.Enyrcii.phçani/(L'"S7)par/(y},elledevietH 

Posons  maintenant 
nous  aurons 

^  ^  1^!^  f  "  j"^  V      y  )  K  si»  ï  rfï 

Si  F  (3,  i})  (iésiyut;  imu  foiirlioii  avant  une  valeur  bien 
déterminco  fn  cti.iqn.:  point  «le  la  suif.ce  de  la  spl.ère 
dont  le  rayon  e.l  ck^^lK""'"  1-^  «^^  '«"S'" 

tude  d'n,.  pmnl  <[U.-lcou-|.i,^  !<.■  |ii  .  micr  nn-n.bretle  i.oire 
ôtrualion  s.',  a  l.  ^  .k^ur  de  F  (i^,  ^)  .  on  ,.,|.oi,da(.te  au  pôle 
iioid  de  In  s^ilii^ic-.  riiiU'i;i  ak'  ilnuhle  du  serond  membre 

I  ,    ,,l,tLi  ui-  .'Il  lous  les  âê- 

menl.s  siii>ei  lii  i.  U  de  la  sphère  mullipliéa  pap  la  valeur 
de  l^[y^  'l'I''"'  1  7  'l'^'=iS"^''i  toujours  la  eolatilude.  Si  l'on 
li  ansfoniio  les  coordonnées,  la  formule  précédente  devra  ' 
encore  subsister.  Or,  dans  cette  transformation,  le  pre- 
mier membre  devient  F(Q,^],  et  l'expression  générale 
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THtioaiK  ciRÉaiiB  on  fotentiel.  €i3 
de  l'éUment  dilTérent!«)  da  second  membre  peut  s'écrire 

P.  déiîgnant  ce  que  devient  X„  quand 

*  =  cosBcoïe'  -i-sinOsinfl'  cos(^-  -j,'). 

Si  donc  F(0,  k»1  une  fonction  ayant  en  cliaque  point 
de  la  sphère  de  rayon  i  une  valeur  bien  dctcrminéc,  on 
aura 

(m)  V{9,-i)  =  '^^^J'' J'\^,if'},inVd9>dy. 

Cette  fonnule,  dneà  Laplace  età  Poisaoo,  joœ  an  r6le 
très-important  en  mécanique  et  en  physique  mathéma- 
tique, comme  nous  aurons  l'oLcasion  de  le  faire  voir.  La 
dcmoiislralion  rigoureuse  que  nous  avons  présentée  est 
(lueàDii-ichlel. 

On  appiîlle  sphéroïde  un  corps  irrégu)icr  formé  d'un 


noyau 

sphérique  « 

iCDuvcrt  d'une  croùle  d'épaisseur  va- 

riable 

négaiive,  maïs  petite  par  rapport  au 

rayon 

,  du  tioy-iu  sphérique,  p  la  masse  spé- 

Cifiqu! 

;  du  spliérô.d> 

dont  ! 

a  lolalllui].; 
un  codUticiLl 

or  k  li.n-ilu,k-  s,>r,t  Û'  Cl  f  ;  a  dwi- 
t  UÙ^-pL-til  mais  cousfaiir. 

Su» 

■iil  r,  0,  ■j'  lus 

lire 

,r  k-  spliêroi  J. 

c;  lu  i.0lenli<.4  U„  relatif  à  la  croûte, 

est  donné  par  la  formule 

A  désiguaiil  la  distance  de  l'élémeiiL  attirant  au  point 
attiré,  et  le  produit  de  la  masse  du  point  attiré  par  le 
coefScîent  de  l'attraction  étant  pris  pour  l'nnilé. 


6l4  STITIQDS. 

Si  l'oa  pote 

C0S7  =  cos  a  cos    +  sin  9  sn  e' cos    —  f  ), 


{/')  A  =  r  ^, -..^  )  . 

La  formule  (/)  servira  dans  le  .as  <\\m  poinl  extérieur 
à  la  croûte  qua.id  r>«;  la  formule  (/')  dans  le  cas 
d'un  point  iiitérieiir,  quand  r  <«. 

Dans  le  premier  cas,  la  formule  [e)  devient 

U,=  ^  ff^fi'  7  +  P'^-  ■  •)  ^ 

Mais,  en  vertu  de  la  formule  (iS),  Ç'  étant  une  fonctioD 
de  Ô'  ei     déterminée  en  chaque  point  de  la  sphère,  peut 

se  développer  en  une  série  dont  les  termes  sont  une 
somme  de  fondions  Y,  ;  on  aura  doue 

U,  =  ^ J""  j'     p(Y.+Y,...)  ^P.  +  Pt^  +  ■■■J  sioO'dQ'd^-, 

ou,  en  vertu  de  l'équation  (i6)  et  de  la  remarque  faite  i 
son  sujet, 

{g)  V,^~ J''j'J'f(r.V,+Y,V,j+..}jsm»'dVdy. 

Or,  si  l'on  applique  à  la  fonetion  la  formule  (so),  on 
trouve 


THÉOllIE  r.ÉNÉHALF.  DV  piirEM-n:i. .  Gl3 

La  formule  [g]  donne  alors,  en  supposant  p  constant, 

M     B,  =  4,;;f,(T,  +  iT,H-|;T.+...). 

Dans  le  cas  d'un  point  intérieur,  on  trouverait 

(M)'   U,  =  4ir««p(y.+  ^Y,  +  £5Y,  +  ...). 

Si  l'oa  dérigneeusnîte  par  U|  lejtoieDtiel  relatif  au  noyau 
du  «phërolde,  le  potentiel  total  du  sphéroïde  sera 

t:  ^  u,  +  V,. 

Les  funciiuns  \,,  ut  Y„  trouveront  aussi  leur  applîcalîou 
dans  la  dynauiiijiie  .lualj  lique. 


STATIQUE. 


VINGT  ET  UNIÈME  LEÇON. 

HfciDiqw  m«UcnliIre.  —  Élutidid  de*  corpi  lolldo.  —  Prcuion  on 
tanttani  InUrleure».  —  Lann  iditioiu  antn  ellet  el  itsc  Im  fotCM  le- 
eAléntricM.  ~  DiliUUsu  et  glinameBli  dtn*  !(■  ccrpu  —  Léon  n1«- 
*     domponr  Indiien  *aai('). 


2S3.  jicttons  moléculaires.  Pressions,  —  L'élaBlitàté 
des  corps  solides  et  même  des  fluides,  ou  )cur  relgor  à 
leur  premier  ^Ut  après  des  compressions,  exténuons  on 
déComiations,  leurs  résiitancei  difersea,  leurs  vibrations, 
la  transmission  en  un  lieu  de  l'espace,  par  leur  intermé- 
diaire, des  eCTorti  et  des  ^ranlemenis  exercés  ou  excités 
dans  un  autre  lieu,  et,  on  peut  le  dire,  toutes  leurs  pro- 
priétés mécaniques,  prouvent  que  les  molécules  ou  les 
dernières  particules  qui  les  'composeni  exercent  les  unes 


c  la  suivanle  i  M.  de 
rl  île  Mi>lhém=tii!U^i, 


Scitncn.  :ia  fL'vricr  1.  \\XVi|].  p.  imj  unu  nuire  minièn  de  !(• 
Inller.  due  à  M.  àa  Sainl-Vcpanl.  el  qai  donne  dei  r^lUU  MD^Ie- 
nientdiaïi«nu,  coDOrmài  par  dHene*  expérience*,  alnit  que  pir  des 
rechaiclie*  insljilqati  enireprlMn  par  M*  KittlilioB'i  ruinent  pTareuenr 
do  Bgldelbsre  {Veher  die  Glrlcheeviielit  md  Bewrgai^  ebitf  elaiOtdia 
Sutei,  U  iVI,  dn  Jmnwl  dsCnlJc,  p.  339). 


TBÉOSIB  OÉBta&LE  DE  I.'ËLA6TICITâ.  617 

sur  les  autres  des  actions  qui  sont  répulsives  et  indéCni- 
ment  croissantes  pour  les  distances  moindres  (ce  qui 
remplace  Vimpénétrabilité  des  audens},  qui  devîennnit 
attractives  pour  des  distances  plus  grandes,  mais  gui 


n'ont  plus  qui 

me  intensité  , 

relativement  iitseinihle  dès 

que  CCS  distaiic 

es  acquièrent 

,me  e'md,i,,  smM  n- 

orjt  pour  objiit  les  elR-ts  de 

1  ce  ijui  regarde  l'élaslicilé 

des  solidel.'' 

faire  des  suppositions  sur 

leurs  intensités 

I  individuelles 

.  Il  suffit  de  considérer  les 

résultantes  qui  peuvent  être  produites  par  la  composition 
ensemble  d'un  très-grand  nombre  d'entre  elles. 

Définition.  —  Nous  appellerons  donc  pression  sur  un 
des  deux-c6lésd'tue  petite  face  plane  imaginée  i  l'inté- 
rieur d'un  corps  solide  ou  fluide,  ou  A  la  limite  de  sépara- 
tion de  ce  corps,  la  rcsultanle  de  tontes  les  actions  dis  mo- 
lécules situées  de  ce  coté  sur  les  molécules  ilu  côlé  o/i/iosé, 
et  dont  les  directions  traversent  cette  face,  toutes  ces 
Jbrces  étant  supposées  iransporiées  parallèlement  n  elles- 
mêmes  en  un  même  point  pour  en  opérer  la  composition. 

Dans  les  Mémoires  de  Cauchy  et  de  loua  les  autres  au- 


[*}  SI  l'on  répugAo  k  admeUra  qns  m  forcei  cbiDgcnt  ilnil  de 
dgu  ou  ds  «ni  pour  anagnndRir  d«lenntn<«  dsli  dlitanu  moIécnUIn 
dopt  elle*  lont  ronclloni  conllnucs,  cl  eurloiil  que,  lonqu'cllc*  >onl  de- 
nnDH  Dllroclivi').,  cWn  er..\,~.-nl  d  ^h-ni  .i>nn  U  d.sUnrt'  uil  <'1U'«  •'«cr- 


réiullantfl  coiami:  un  fait,  uni  aigir  besuiu  <lc  pri-'uiln:  eu  cui.siilcinlion 
•n  «plicalloni. 


6i8  sTÂTiqnE. 
teun  (excepté  dana  ]e  deuxième  Mémoire  de  Poîsstin,  dn 
13  octobre  1 839,  aa  XX'  Cahier  du  Journal  de  l'École 
Pofyiechnique,  p.  6,  3o,  Sg),  le  signe  +  est  attribué 
aux  forces  aiiraciives,  et  le  signe  —  aux  forces  répulsirca. 
La  pression  psi  donc  ri-gardtc  comme  positive  loriqu'clle 
se  dirigt;  de  la  face  vers  le  côté  où  on  k  prend,  on  lor»- 
qa'elle  constitue,  à  proprement  parler,  «ne  tension  ou 
traclion;  et  oa  la  prend  ni'galivcmciit  lorsqnc,  comme 
dam  les  fluides,  clli;  e^l  répulsive  ou  dirigée  vers  la  face. 

Soi.  Conséquences  de  cette  dijlnilion  de  la  pression. 
—  x"  Les  pressions  exercées  sur  les  deux  cAlés  d'une 
infime  face  sont  exactement  égales  et  oppos<'es. 

3°  La  résultante  des  pressions  qui  s'exercent  sur  les 
direrses  faces  d'un  clcment  solide  nhcd  (Jïg.  54).  prises 
toutes  du  cùlû  cxitrii-or,  ou  prises  loulcs  du  tolé  iiiiéricur, 

exercées  sur  !fs  ■iiok-.  uk^s  m,  n,  du  dedans  rélément 
par  les  molé.-ules  ,u\  .  . .  du  <Ie!iOJ  s,  ou  sur  celles-ci 
par  i:clle."là.  ICiicIlèl,  si  eu  l  aisou  de  la  pe.il.'S*.  de  Téle- 

lespix-siuiiscoLiipiciiu.'iiU  en  .lulix-,  lie.  acLiùiis  seiisildes 
de  uidIccuIcs  L'Mcrieiiies  sur  d'aunes  niok'cules  exté- 
rieures, suivant  des  ligues  f/i'«i",  lu'w"  qui  uavcrseiil 
deux  faces  ab,  cd  ou  hc,  cd,  ces  actious  étrangères,  qui 
entrent  à  la  fuis  dans  les  pressions  sur  l'une  et  l'autre 
face,  se  détruisent  deux  à  deux  comme  égales  et  con- 
traires quand  on  les  compose  pour  ohtenir  la  résultante 
générale  des  pressions  sur  toutes  les  faces,  en  sorte  qu'il 
>ae  reste,  romtne  nous  le  disions,  que  les  actions  des  mo- 
lécules du  dehors  sur  celles  de  l'intérieur  de  l'élément, 
ou  réciproquement  (*). 


(*}  C'«l  ca  qui  n't  point  Hsn  A  l'on  prond  una  autre  diUollloa  de  te 
preulon,  adoplév  d'abord  par  Canchj  {Exinieri  il  UmMmttl^itet,  Irai- 
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3°  Il  ràulle  aussi,  de  ce  ([ii'à  [r.tvers  ]es  plus  jiciitcs 
faces  perceptibles  il  s'exerce  un  nombre  cxtrÉincmeiit  con- 
sidérable d'actions  moléc  nia  ires,  qnc  l'on  peut  regarder, 


DOncrpoDrpKrgrcrdcaniliTGincnUGllGqiK?  nausvc^cmi^  .li' J»nni'r;rWr,>[rj 
rmdui  dm  utanci-i  ie  rAridémic  dn  Sceaçri,  .|3  juin  cl  i  )  juiUol  iS.'iâ, 
U  XX,  p.  17GS,  I.  XXI,  p.  il5).  Ea  cITel,  la  prciniiira  ddi.iilion.  aban- 
donnée par  Cauebf ,  canoislait  h  regarder  la  pression  >nr  une  pclito  face 
comme  la  réiallanlr  dâi  aelinni  rxtrciti  lur  la  midieuls  d'un  aylindre 
ladiSni  éie^é  tm  celto  Tace  conma  baïc,  par  toatea  loa  maltoilea  alluijei 
du  c6\t  oppow  du  plan  ilc  celle  mCine  ficp.  Or,  it  »l  hcHa  do  Toir  [»alâ 
au  Bulleiia      lu  SaririJ  Philoninihiqur-,  3o  .l^cpn.bre  iSp,  en  an  n"  Si^ 

SrrW^i,  7jiiilli  l  \         L.  \\l,]i.  ■j1,i|ljc  .bUnili'ili  inlct>Ju<l  danila 

Fcllo  <lcs  nu.lc.iil.^s  .lu',].'  ~  ..i::  l,'.  1...  I.  ,  nI.--.       .Ir.l.i..^  <.l]  r<ti|,ro- 

foll pr.^cnl«  k  Poi.wn  (îoi.™!  .if  i'£coIc  i'oljirclm^ur,  XX'''cahief, 
art.  49  k  S3,  el  ilimol.ei  ib  l'iiadiat.  L  XVIII,  p.  SG).  Par  oiample,  il 
l'jlétneat  sat  uD  paraltélipipèda  ractanelc,  il  mt  facile  da  tait  qna,  dans 
la  ràultanlo  de*  prruIoDi  mr  Ict  dtU*  nldriean  dra  fncea,  Im  aetiona 
du  huit  anglaa  triMre*  trlreeUnels  eiUrieun  a,  h,  t,  i,...  lurfeUmant 
raioni  »faptéc<  (raii  (oîi,  <{De  «IIm  des  ongleli  dièdit*,  ràpondant  à 
chaonna  dea  doue  arftlea  ab,  le,,..  lerBOl  conpUea  doua  bla,  et  il  j  aura 

Ciuch;,  caniistanl  ii  rosarder  la  pression  sur  uns  race  comma  la  force 
que  cslla  face  auppoctOTait  j1  el£t  JfveiMf'  force  qol  rarienl  k  edie 

qull  fandrait  appliquer  pour  mainlenïr^en  équilibre  la  partie  du  corpi 
■itn«e  d'nn  c«U  do  U  face  ai  I'od  Tenait  k  anéantir  la  partie  da  l'antre 
otté.  H.  Lamé  a  tria-bien  moatté  (Lr^oiit  mr  l'Étaiileiid  iaiali&i,iS) 
que  cette  lorle  ds  déHnttion,  en  apparence  plui  dniple  que  edie  qnl 
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dans  un  même  corpa,  les  presstoDs  comme  proportion- 
nelle! aux  superficies  des  petites  faces  où  elles  s'exercent, 
quand  ces  faces,  supposées  ci  i  culairijs  pour  fixer  les  idées, 
font  partie  d'un  mùme  plan  et  son)  concentriques;  et 
'cette  proporlioQiialité  peut  èlrc  considérée  comtne  ayant 
egalcracni  lieu  pour  dus  faces  d'nnc  autre  forme  et  même 
dissemblables,  si  elles  Otit  leurs  centres  de  gravité  au  môme 
point,  parce  que  les  ïnc'galïii's  de  part  et  d'autre  se  com- 
pensent avec  toute  rapproNÎmatioii  que  comportent  ces 

regarder  les  pressions  par  unité  mperjïciclle  conime  va- 
riant d'une  manière  continue  avec  la  position  de  ce  centre 
de  gravité,  lorsque  les  faces  sont  prises  sur  an  même  plan 
nu  sur  des  plans  parallèles  et  très-TOÏuns. 

â55.  Ohtiquité  des  p'nsnons  sur  les  faces.  Compo- 
santes normales.  Composantes  tangentielles.  Leurs  re- 
lations en  un  même  point.  —  On  sait  que  dans  les  fluides 
en  repos  (et  c'est  mCmc  en  quelque  sorte  la  définition  de 
Ib  âuidité)  les  pressions  sotil  normales  aux  faces  sur  les- 
quelles elles  s'exercent,  d'où  l'on  dcduit  facilement, 
comme  M.  Caucliy  (*),  leur  cgalité  en  tous  sens.  Cette 
normalité  et  celte  égalité  n'existent  déjà  plus  dans  les 
fluides  en  mouvement,  et  la  pression  a,  dans  un  sens  tan- 


qii.'iii  '.rLiiiiiiiiip  M.  \.3:--è\  lu  força  répultitei  si  «LiricliTa  tmiDenl 
noij-ti^uli  niiTii  i!o  la  prcmiùrD  coucbe  inBnlineDl  mince,  miii  aussi  ira 
i:guc)ii.-9  i>lu3  t'iuignùiu,  jusqu'il  la  diilaDca  oit  leur  lalenillé  ceœe  d'arair 
unearandourKnjiLle. 
(')  Eicreicu,  deuxièms  innée,  p.  a3> 
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genliel  ou  parallèle  aux  faces,  une  peiile  composante 

appelée  cjui^lqucfois  le  frotu-mcnl  tîi's  Hiiides. 

Dans  les  solldof  ijiii  ont  l'ii'  ([r'roi-mi's,  riii''nn'  l(>(;èiT- 

et  li'uis  coin  posât!  tes  taiigL'ulii'lli.'3  uti  t  des  iiitcnsilés  eucn- 
parablcs  aux  composantes  normales. 

Mais  les  pressions  sur  les  diverses  faces  ayant  leur 
centre  en  un  mÈine  point  ne  sont  pas  indépendantes 
les  unes  des  autres,  et  il  existe  entre  elles  des  rela- 
tions rcnfermiSes  dans  les  deux  théorèmes  suivants  de 
M.  Caucby  : 

2;)lî.  '['uÉoni  Mi:  I  (dit  ifes  projcLlions  de  plans  de  pres- 
sions, iiu  du  iLUaèJre  dis  pressions}.  —  La  piwfsion  qui 
s'cscrc-  .u,r  pciu^fuce  plauc  .magmcu  duns  lu,!,-- 
ncr  d'un^orps  M  ou  //„ùk-  en  rrpo.  ou  en  ,nou.c- 

trois  praji-'  Uoiif  di  ailcn  ou  ol'liipw.-:  sur  trois  phim  quel- 
conques pa>siiiil  par  son  cciiiru  de  gravilù. 

Pour  le  pioLner,  jiosoiis  la  eoniliiiun  de  ri-c|iiililjre  de 
translation  d'un  liùs-pelit  élétuenl  nvaiLl  la  loiuie  d'un 
tétraèdre,  en  supposant  d'iiboLd  ipir        i.nilrrul.-s  iju'il 

part  des  uioléeules  enviionnaniei.  L'c-cjuilihi  u  de  tes  ac- 
tions est  le  mCmc,  nous  l'avons  mi  (^>i),  i[uc  celui  des 
pressîoiiss'exerçantsurlus  coti'scxii'riciirsdtsfjuatre  faces 
A,  B,  C,  D  du  tétraèdre  [Jig.  55).  II  exige  quu  !a pression 
agissant  ainsi  sur  l'une  d'elles,  A,  par  exemple,  ait  la  gran- 
deur et  la  direction  de  la  résnllantcdcs  pressions  sur  B,  G,0 
prises  en  sens  opposé  on  intérieurement.  Or,  le  côté  exté- 
rieur de  la  face  A  a  les  cAli^s  intérieurs  des  faces  B,  C,  D 
pourprojccttonsrcelangulaires  ou  obliques  sur  leurs  plana 
respectifs;  ci,  à  cause  de  l  esli-èmg  petitesse  qu'on  peut 
supposer  aux  dimensions  de  l'élcmeni,  et  de  la  conti- 
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niiiii-  (5'>i|  lîi.':.  laiialioiis  d'ïiilfiisili;  de  la  picssioii  eu 
passaiil  il'iiii  i  TiiliT  lit;  piissiciii  A  d'aulns  l]i's-|>roclics, 
011  [u'iH,  ;i  ti'la  jiiis  du  (jiiaiililL'S  d'urdic  siijiL'rii'ur  et 
négli^-.il'l^',  ivii,|.l,.<-LT  U-s  pic=M..,:s  sur  A,  lî,  C,  D  par 
Jcs  jii  i  ssiijiis  siii-  rx-  fares  iiaralUdes  cldo  iiiûiiie  super- 
ficie ^iT.iiii  un  (  l'iiLi  0  de  gravité coromuii  et  placé  au  centre 
de  gi  MVÎLiî  du  luIuiiiL-  de  l'élément.  Donc  la  pression  sup- 
poriéo  par  une  pciiic  face  est  bien  la  résultante  des  pres- 
sions que  supportent  ses  projections  sur  trois  plans  menés 
arbitrai  rem  eut  par  son  centre  de  gravité. 

Il  n'y  a  rti;n  à  clianger  i  celte  concinsion  si  l'on  lient 
compte  des  forces  non  réciproques  ou  è  centre  d'action 
éloigné,  Icllts  que  la  pr^oiileur,  qni  peuvent  solliciter  en 
mûme  iciiqis  li^s  luolt'culcs  du  corps.  Ces  forces,  qui  agis- 

voluiui'.  sonl  du  iiioiiii' oïdi  i:  de      :iii(]t;ii|-,  [■ijui  un  corps 

qui  iigi'srnt  propoi  i;.niufdl.-ui<-!il  h  l.,  sm  fit.    ;  ,'lli'S  sont 

du  U»Wù;,w  oïd,-.-  iic-gligrablcsii  fûU-  di  ^  i,i,sM.>n.s  lies- 
pctilcs  du  stitind  aidii-,  il  ji'isl  pas  li,,-uiii  d  t-ti  n^uir 
complu  dam  l'cquaiion  d'i'quilïLic  de  IraTisljtioii  du 
tétraèdre- 

On  peut  dire  la  mcme  cliose  de  la  force  d'iiicrlie, 
produit  do  masse  el  d'accélération,  qu'il  faut  ajuuter  eu 
posant  les  équations  quand  les  molécules  se  meuvent.  Le 
théorème  I  est  donc  vrai  pour  les  masses  solides  ou 
âuides  animées  d'un  mouvement  intérieur,  comme  pour 
les  masses  en  repos,  ainsi  que  Caucby  l'a  reconnu  dès 
ï'abordC)-: 

(*)  Dans  un  Mémoire  prfsenU le  i4  *vrit  iS14>  elinnl  diai  une  note 
delà  ptB"  mi  (S  >(>  du  1*  Apiundkn)  de  la  nDunlIe  idillan  da  Ufma 
Je  «m-ier,  nous  iiToni  hit  Toir  que  le  Ihurèma  I  de  Couclif  pourall  èira 
démonlré  en  an  n^igetai  lut  àa  ^atnlliéi  tiirpcUlfi d'ordre  lupérlev  de 
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257.  Tbéouèhe  II  (dit  de  rt'ciprocili- des  composantes 
tranSTCrsales  dépression).  —  Lorsque  <!cux petites  fnces 
planes  imaginées  à  l'inicrieur  d'un  corps  ont  la  même 
superficie  et  le  même  centre,  la  pression  sur  la  première, 
décomposée  ou  projetée  ilans  une  direction  normale  à 
la  seconde,  est  égale  à  la  pression  sur  la  seconde  dé- 
composée ou  projetée  dans  une  direction  normale  à  la 
première. 

Pour  le  ddmontrer,  considérons  un  élément  en  forme  de 
prisme  droit  à  base  losange.  Soient  A,  A'  (fig.  56)  deux 
des  faces  latérales  répondant  Â  deux  rdtésopposé^dc  cette 
base,  B,  B'  les  deux  autres  faces,  aussi  égales  et  opposées. 
1«B  pressions  sur  les  six  petites  faces  peuvent  être  regar- 
dées comme  appliquées  à  leurs  ceuires  de  figure  respec~ 


4eaxmiwt  k  celui  du  pr«ulai»  os  jau,  Ponmla,  il  lalGt  decon^Éror 
■ImuIlBnoment  un  dcailimo  tdtnMce  dont  on  délcrmina  In  lummela  Bn 

pHimioc  avec  son  citUi  t  di?       il.',  vn  surlo  i|iu-      lîruj.  lelraèiinsï  ly- 


tallèlc  e[  de  nitine  surface  ijant  «iii  conlre  au  centre  commun.  Il  en 
réanllaquelBlbénrtme  I  eatilabll  diui  airseHiiBexaetlludequI  neblwi 
lien  k  dftilm. 

Knui  (Tiins  donni  luul  des  démonstratlens  de  ce  Uiéerime  et  du  anl- 
Tonl  (  M^mulre  sur  la  lursion,  eni  ÊuMUgert,  I.  XIV,  art.  lo,  el 

<iir  h  ni-\\w.  Jounwl  d,^  31.  Lioui'illr,  1B36,  p.  ^)  îndépendaolei  delà 

preaaioni  tont  dea  céaulbintea. 
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iifs,  et  l'équilibre  de  translation  du  pi  isino,  bui-  lequel 
on  suppose  d'abord  (ju'aucuiie  aulrc  foice  ii'agissf,  uxige 
que  les  pressions  sur  les  faces  opposées  soient  deux  à  deux 
égales  et  parallèles.  Mais  eïprimuus  l'éiiuilirL-  de  lolan'on 
autour  d'un  axe  [liissam  pur  les  l  euires  O,  0  des  deux 
bases;  el,  pour  cel;i,  dû<  oiiiposons  les  pressions  qui 
s'exei  eeiil  M.r  k■^^  <|.i;iLi  e  faei-s  laLéi  :,le5  A  el  A',  B  .'l  B'  ; 
1»  suivant  des  parallèles  à  ret  axe  00;  a"  sui^aul  les 
mériiitnes  ou  ligues  du  joueliuu  ÂA',  ItB' des  centres  A 
ei  A',  lï  el  B'  des  ("ares  ;  -J"  suivaiit  les  |ierpendicu]aîrei 
Ao,  A'i/,  Htj  W'h'  menées  à  ces  mêmes  médianes  paral- 
lèltim-nf  aux  plans  des  bases  O,  O,  Les  premières  com- 
posantes ne  (lonuenl  aucun  moment  autour  de  l'axe  00, 
puisqu'elles  lui  sont  parallèles;  les  secondes  n'en  don- 
nent pas  non  plus  puisqu'elles  le  coupent,  et  il  eu  ett  du 
même  des  pressions  sur  les  deux  bases,  s'excrçant  à  leurs 
centres  O,  0.  Restent  les  quatre  composantes  An,  A'o', 
Bi,  dotit  chacune  est  perpendiculaire  à  la  face  ad- 
jacente à  celle  où  elle  s'exerce.  Celles  An,  A'o'  sont 
égales  et  tendent  à  faire  totiroer  l'élément  dans  le  môme 
sens,  en  !>oric  que  leur  moment  total  est  double  de  celui 
Je  îa  priniiére  ha;  le  moment  total  des  deux  centres 
est  ilouble  de  celui  deB5;  leurs  bras  dclevicrOA,  OB 
sont  égaux. 

IJonc,  pour  l'équilibri',  il  faut  chic  I.,  lompe saule  \a, 
perpendiculaire  à  la  faee  li.  ck'  la  [mi.smou  su.-  la  f^ee  A, 
soit  égale  &  ta  composante  \\b,  pei  pendieulairc  à  .A,  de  la 
pression  sur  B,  ce  qui  est  lu  ilicoiime  énoncé. 

Ce  second  théorème  de  Caucliy  est  également  \rat 
lorsque  la  matière  de  l'élément,  soumise  aux  pressions 
émanant  de  la  matière  environnante,  l'est  aussi  à  des 
forces  telles  quo  la  pesanteur,  ou  telles  que  l'/ner/ie,  ce 
qui  comprend  les  cas  du  mouvement;  car  ces  autres 
forces,  dont  la  somme  totale  est  très-pedle  du  troisième 
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ordre,  comme  le  voliimr  île  l'éliîmenl,  el  dont  les  deux 
parties  scnsilili  inciil  t'giili's  icndeni  à  le  faire  tourner  au- 
tour de  sO!i  a\f  il.iiis  iliuK  sens  op[)osés,  ne  donnent, 
mulliplif'es  |>^i- leurs  lu-as  de  iiivicr  moyen  sensiblemenl 
égaus  et  du  jii'cmier  ordre,  et  ajoutées,  qu'un  moment 
iDlal  du  cinquième  ordre,  négligeable  devant  celui  des 
pressions  qui  est  du  iroisième. 

Nous  allons  tirer  de  ees  detis  ihcorèmes  diïcrs  co- 

2S8.  Expressions  lies  composantes,  siih'nnl  troisaxes 
coorAoïinés  l'cctaiigulairi-s  des  3  ,  y,  x,  de  la  pression 
sur  une  pellieface  quelconque  en  fonction  des  six  com- 
posantes des  pressions  siipporucs  au  même  point  par 
l'unité  supcijicielle  de  trois  pclilcs  J'iicis  perpendicu- 
laires aux  mêmes  axrs. 

Soient  : 

/)  la  pression  sur  i'unilé  de  Mijicrlidc  do  la  face  don- 

|]  la  diieeliou  d'uue  noi  iiuilo  qu'on  é]é\e  â  son  plan, 
du  eôté  où  la  pression  se  prend, 

p.xf  p^,  [>••;   Py,,  p„,  />;  Pu,  Pvi 
les  coiiiposaiiies  supposées  connues,  parallilemeut  aux  J", 

aux j-, aux  r,il.s  ]il (■b■^il^N^  l'xcrc.'f? sur runïtésuperficiellc 
des  farcs  iiuLiniilii,  i  c^iiiftin'mcii t.  à  ces  coordonnées 
rectangles,  la  pn^mirrc  sous-l,-tiie  désignant  toujours  la 
face  par  su  nonnale,  et  la  svcoiidc  te  sens  de  décom- 
position (*).  On  11,  d'après  le  lliéoréine  II  de  Cauchv 
(n"  257),  les  égalités  suivantes  deux  à  deux  eutre  It^ 

('}  C«Ua  noUtion  loddt,  qui  neut  a  M  oDnwilIéa  su  iBS?  par 
Coriolti,  a  été  ^dapU*  HniilaioeDt  par  C*aAj  (Campiri  rtniui  Ja  léateit 
Jt  lUemdénIt  dci  Stintn,  aa  thrrtar  iB5f,  t.  XXXVIII,  p.  Hani 
I-  40 
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6a6  STÀTiquE. 
composantes  tangcntîelles 

(')  l',>=P^,     /'..=/>..,  P.,=^l'!., 

ce  (|ui  réduit  n  six  distinctes,  savoir  :  trois  normales, 
trois  langentielles,  les  neuf  composantes  censées  connues 
et  données. 

Et  l'on  a,  d'après  li;  iliéoiènie  I  (ii"  pour  les 

trois  composantes  dont  on  désirait  l'expression  et  que 
noua  désignerons  comme  les  autres  au  moyen  de  deux 
indices  ou  sous^leitres, 

(  p^.=pcoiip,x) 

=      eos(n,  ^)  +  /-„cos[  n,  j  ]  (n,  .), 

'  j      =/vco»[n,  J:)+/'^fo»(r,j-)-t-p,j.«w(D,«}, 

\       =/.„TOs{n,  i:)+ft.col(n,  J-)  +/.««M(n.  *)î 

car  chaque  unité  luperfidelle  de  lape^ie  Tacedonnée  a  des 
projections coB(n, a:),  cos(n,^},  cDs(n,  s)  sardes  plans 
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perpeniliculaiics  aux  i,  j',  z  menés  par  son  ceoirc,  et 
par  conséquent  la  première  des  iroia  équations  exprime 
que  la  pression  p  décomposée  ou  eitîmée  snivant  les  x 
est  %ale  à  la  somme  des  presaions  dont  elle  est  résul- 
tante, décomposées  tontes  trois  dans  le  mâme  sens  x  que 
désignent  les  deusiémes  sona-Iettrea  de  p„i  p^n  p^.  Les 
deux  autres  équations  sont  obtenues  de  même  en  décom- 
posant CCS  quatre  forces  par  al!  clément  aiijt  y  et  parallèlc- 

2S9.  Composante,  suivant  une  direction  quelconijue  s, 
de  la  même  presiiou  sur  la  petite  face  dont  n  est  la 


boC  KonicroTOUcdla  de  CorioUi  ancora  pi^fâtablo,  pires  qu'allg  t'i- 
taod  h  tut  oain|HU>BU  comma  «alla  qna  nous  appclloroii;  ci-aprèi 
P^i  aalmit  ima  ligne  ■bwlaDsnl  qndooDqne  i,  <le  li  prcsaimi  sur  una 
hw  dont  U  DDnaile  1  ma  diraction  innt  ibsolDniaiit  qiielconquu  n. 

(*)  Caat  UNI  U  (braia  da  équation*  {1)  qna  Ctudij  >  iaonià  ion 
tbfortma  I  dan  la  dniûtina  annéa  (iSij}  d«a  Exrrelai  [p.  jS,  éqna- 
tiDD(3o)],  apiia  Vmdr  appliqué  di>  iBia  dans  on  Mémoire  lu  leloiep- 
tambrak  l'Audénie,  aldoni  un  «trait  le  titnire  imprimé  aa  Bullttia 
dr  U  Suciéié  PhiUmaihi^ut  (janviar  iSi3}  Mas  ce  titra  i  Smr  r/^mUOre 
tl  U  mam'tmcn  dci  corpi  lelidti  ou  Jlaiiei,  ihltifuet  ou  asa  ^/aillfan. 
C'nt  donc  à  loct  que  quelques  luleun  en  ont  BttHbaé  !■  déconitarle  k 
pDÎsian,  qui  n'eu  n  parle  puur  la  prepiiéro  rois  qoa  daal  toa  Mémoire  du 
avril  iSjH.  uù  il  110  IV^oneo  Je  )ii6inc  que  d'uno  lainiirs  dDilyliquB 
(t.  Vin  dfi  iII.Vt,,,,,,-!  d,-  rin,:,m:.  énMalimi  di.  linuL  de  l.i  pa(ic  3^); 

•  impie  elili,,;ci.>,  un,!,-,  .jil^ul.s  qui  f„un.i,B^(H  Ju  mtnie  Odii].  a  Caiichy 

Poliun  s  reconnu,  eu  tSig  (u  octobre,  Mcmuire  intdré  au  XX"  Collier 
du  iSKTiKt  dt  l'ÉcoU  Patr(»(n/fii£,  art.  3S,  p.  S3).  la  grjinJe  généralilé 
d'abord  mécannue  (t.  VllI  des  Hdmalre  de  flnililul).  L'4nunc^  que  noui 
atau  donné  an  langige  ordinaire  de  ce  tbéorémo  I,  rendu  aicxi  plui 
général  aa  ce  qu'il  s'étend  aux  projectiotu  otli'f  uri,  reuort  facilimieot  dei 
nintidéntlana  préienléo  par  l'un  comme  par  l'autre  ds  cet  doux  illuitrea 
Hvinti,  Et,  quant  au  tbéoréma  II,  noua  ^tona  cru  dendr  le  démontrer 
at  IVnoncet  pour  le  eu  ds  deux  lïoci  /Uianl  an  augle  quelconque,  |é- 
nénliiitlon  qos  Caucbj  j  a  appariée  dao»  1*  quatrième  année  (i8ig> 
dei  Entrcteti,  p.  4t. 
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normale.  —  Soîl,  toujours  suivant  lanoiaiion  do  n'^SS, 

P- 

la  ((miposai)ic  suivant  une  diicciion  arbirrairc,  désignée 
par  la  Icllip  s,  de  la  pression  p  suppoi'léc  par  l'unilé 
supcj'ficicllc  de  la  face  dont  n  di'sigiic,  en  dîreclîon,  la 

On  aura  celte  composante  ou  projection  de  la  pres- 
sioD  p  nu-  la  ligne  i,  en  y  projetant  la  ligne  bri- 
ié«  pax-hpmf"^  Pmi  fotmét  avec  les  trois  composantes 
mises  bout  n  bout,  de  la  mËmc  forée  suivant  les  i . 

les::;  d'où 

(3!    /.„.-/.o,cos(.,^)  +  /v™(î,j]+/'„.cos;î,î). 
En  y  substituant  (aj,  et  appelant  géuéralement,  pour 
abréger,  comme  nous  ferons  toujours  dans  la  suite} 

)1«  cosinui  de  l'niicl?  dedciiiL  droilcs  qiwlKiDqiHdaBt  f  et  y 
d™L|;ac„llcdi.«ti™>, 

on  obtient  l'expression  générale 

Par  exemple,  si  l'on  veut  avoir  la  coniposanlc  de  pres- 
sion normalement  à  la  face,  on  n'a  qu'à  mettre  n  au  lieu 
de  j,  ce  qui  réduit  cette  expression  à  la  forme 


280.  Formules  des  changements  île  plans  de  pression. 
—  En  mettant  successivpmcnt  à  la  place  de  u  et  de  j  les 
directions 

y.  y,  if 

de  trois  droïtcB  ou  nouveaux  axes  coordounes,  rectaa- 
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gulaires  au  obliques,  on  obtient  les  fonnnies  suivantes 

des  pressions  sur  l'unLlK  superGciello  fia  trois  plans  per- 
pendiculaires à  ces  droites^  décom|i osées  ou  projetées 
sut^ceasivcmL'nt  siiivanl  les  inômrs  droites,  en  fonction 
des  six  composantes  de  pression  sur  les  plans  coordonnés 
primitifs  el  suivant  les  directions  X,  v,  a  rectangulaires, 


fty =/'«cjy  -+-/^^CjV  +/>„cîj-  +  V/.<W 

p^^  =i.p.,cl^.+p„cl,.  -H  p„cl.-  -+-  %p„fj^C.^ 
/y,.  =  p„e^  r„.  +  p,^  Cjy  Cj...  -f-  p»C,y>:,^ 

+  Pv(e,^Cj-x'  +  c,^c^,'], 

/'y/=P"''"'rv         '^/-">/  + 

+  /.,.(r^^V-t-  r,/r,^)  +/V(e»'rx^  +  c.yc,^) 

Si  les  trois  droites  x',  y',  s',  perpcDdtcultùres  aux  nou- 
veaux plans,  ue  sont  point  perpendiculaires  entre  elles, 
on  a  toujours,  et  cooTonnémeut  au  tbéoréiae  II  de 
Caucb]r, 

py* = Pfft  p<f^  =  p^t%  P'-f  —  p/^  ; 

maïs  ces  composantes  tramvenales  ou  non  normales  ne 
sont  pas  alors  langciiliullvs  aux  trois  faces,  obliques 

Des  équations  (6)  on  déduit,  eutre  autres  eoQséi|ucnces, 
quand  les  axes  nouveaux  sont  i-cctangul aires  comme  les 
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anciens, 

on  que  !■  BOmme  dea  composantes  nonnalea  de  pression 
sur  trois  plans  rectangulaires  est  constante  en  nn  même 
point. 

Et  que  si  l'aie  nonveau  des  t'  se  confond  avec  l'axe 
ancien  des  x,  on  si  {^g.  Sy) 

C.,'=l,     C„'=0,     Cj^  =  0,     Crf=0,  c^=o, 

--  Cr/,    (y^=  _  c^= no [x, 3^), 

d'où 

/''■/  —  «i  I'»..eU  (j:,  y)  «1  demi-droil; 

c'est-à-dire  ({ue  la  coniposauie  tarigeiitidle  de  pression 
sur  un  plan  bissecteur  de  l'angle  drait  de  deux  autres 
est  légale,  c[uaud  on  la  prend  daiis  un  sens  perpendicu- 
laire n  l'interseciioii  commune,  à  la  dcmi-dilTércnce  des 
coiujiosauies  normales  de  pi'csïiou  sur  ceux-ci. 

261 .  Pressions  /nincipales  et  ellipsoïdes  des  pres- 
sions. —  Si  sur  la  normale  Mn,  de  direction  appelée  n, 
à  la  petite  Tacu  quulconquc  sur  laquelle  la  pression  p 
s'exerce  (n°*  258  et  2S9),  on  porte,  à  pai  lir  de  son  pied  M, 
qui  est  le  centre  de  la  face  ou  1c  point  ayant  X,  y,  z 
pour  coordonnées,  une  longueur 

Udi  =  r=  selon  qne  pn      po^tif  on  n^lif, 

et  ai  l'on  appelle 

les  coordonnées  de  l'extiémilé  m  de  r  rapportée  h  des 
axes  Mx,  Mj,      parallèles  aux  x,      s  et  menés  par  le 
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même  point  M,  on  a  pour  les  cosinna  des  angles'  de  la 
normale  avec  les  coordonn<!es  les  valenn 


En  les  subslhuant  Jaiis  riitjualion  (5)  qui  donne  celle  de 
la  composante  norniak  /•„„  di:  la  pression  /',  et  en  divi- 
sant par  ±      ,  on  la  cliangc  en 

(7)  /'«V-f-;j^3f'-l-/.„z'-4-2/;^,yï-t-2;.„ii-l-a;j^xy=±i. 
Celle-ci  représente  une  ou  doux  surfaces  du  second  d^ré 
dont  le  centre  est  au  point  M(x,  j*,  z],  pour  lequel  x=o, 
y  =  o,  z  =  o.  On  M*a  qu'une  surface  si,  pour  tous  les  sys- 
tèmes de  râleurs  des  coordonnées  s,  j,  z  de  l'exirémiK.' 
du  rayon  r,  le  premier  membre  reste  ou  constamment 
positif  ou  constamment  >i<%alif,  et  c'est  alors  nccessaire- 
nicnl  un  ellipsoïde  puisque  les  rayons  vl-cIl'Utb  r  en  tous 
sens  doivent  âtre  réels.  On  a  deux  surfaces  si  pour  cer- 
tains systèmes  ce  premier  membre  devient  4-1  et  pour 
d'autres  — 1  ;  elles  ne  peuvent  être  deux  ellipsoitles  puis- 
que dans  chaque  direction  le  rayon  vecteur  a  une  valeur 
unique;  ce  sont  donc  deux  hyperboloïdcs,  nL'ccssa  ire  ment 
CQfijiigués  l'un  n  l'autre  ou  ayant  le  niËmc  càne  asyinp- 
lotiqne,  car  en  faisant  z  =  o  par  exemple,  on  obtient 

pour  L'ipiatioii  des  di'iix  hyperboles  suivant  lusquelles  ces 
surfaces  sont  coupées  par  le  plan  xy;  cl,  en  faisant  x 
înfiai,  ce  qui  annule  le  second  membre,  on  a  pour  ces 
hyperboles  les  mêmes  valeurs  de  -  on  les  mêmes  asymp- 
totes. 


Dono  :  Oa  d  un  eîUpioïde  pour  la  surface  formée  par 
îat  extrémités  des  normalet  à  toutes  les  petites  faces 
d'égale  superficie  sa  croisant  eu  un  mémo  point  d'uit 
corps,  en  leur  donnant  à  partir  d^ce  point  dçs  lon- 
gueurs égales  ou  proportionnelles  aux  racines  carrées 
des  valeurs  numériques  des  composantes  suivant 
CCS  normales  u,  des  pressions  oa  tensions  p  s'exerçant 
sur  les  diverses  faces,  lorsque  ces  composantes  p^„  sont 
oa  toutes  positives  oa  toutes  négatives:  l'ellipsoïile  se 
change  en  deux  hypcrbotoïdcs  conjugués  lorsque  la 
pression  normale  />„„  est  posilive  pour  cciuiines  faces  et 
négative  pour  d'a.Uics.  EIK;  ci\  imll,-  |).)u,-  \ci  fai-ts  ijui 
sont  perpfiidiculaii-cs  aux  yi^iii'raLi  ii  o.-  ilii  linm  asj  iii[ilo- 
tiquo  coniiiuiii,  L'I  l'on  ii'.i  •.m-  i  es  Ant'i  dci  jn  cssi.ms 
laiigedtlilU'S. 

y',  z',  se  tocifoiidanl  aveu  les  Irois  axes  orlliogonaux  de 
figure  de  celte  surface  du  second  degré  siiiijjlu  ou  double, 
l'éijuation  (7)  manquera,  comme  on  sait,  des  [crtues  eu 
y'ï',  e's',  x'j'i  q"'""  'l':^'"''  "oîr 

ou  les  composantes  t^ngeiiticlks  iiu!l<;s  pour  les  facL's 
perpendiculaîrea  à  x',  à  y',  à  ï'.  Les  pressions  sur  ces 
faces  se  lédutrout  ainsi  à  leurs  coinposuuies  p^j,-,  pyy, 
p,....  Donc  : 

TciÉonÈME.  —  lin  loul  poinl  d'un  corps,  il  y  a  tiois 
faces  parprndk-nlaircs  l'une  il  l'aurn:  iur  Irsijuvl!,-^  lus 
pressions  n'.t^-issont         nonnahin.  nl .  —  IJciu  d'unlru 

de  ce  point,' cl  la  Irohiim/oiivj  un  uLii.ium  pnni 
cdli-s  dont  les  .julions  (<.i-mcnl  u..  c..-.  laiii  plan,  et 
ua  miniiuiiut  parmi  celles  tioï  eumpusent  un  plan  per- 
pendiculaire à  celui-ci. 
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Ces  trois  pressions  ou  tensions  sont  relies  ryiin 
M.  Caiic'liy,  dès  1813,  a  apptltes  pritri  i/iafcs  (*). 


a<  Que  lorgjOD  recteur  Mm,  doul  Ici  iiisles  avi^c  j-jJ-,  i  uni  puur  coii' 

dlmfwii  celie  ih  t'm  Je  ut  Iroli  aiti  de  Jïgiirt,  lomjn'on  aura  régalil^ 
salTanto  entra  le*  trwl*  IWelIaTU  qui  J  wdI  p«<«, 


on  Iw  ^lo  Mulet  troll  k  pareil  i]uâ  l'on  eompoM  nne  qualriéina 
TncUon  ds  mime  valeur  an  prODant  pour  namdraleur  la  tomme  di: 
leur»  iroli  namtialaan,  et  paar  Jénomiiialeur  la  tomme  Ue  leun  Iruit 
dénominaleurt,  aprM  Ist  aïoir  muUlpHict  haut  et  bu,  la  premUre  par 
t^,  la  Mconile  par  c^^.la  (TaUlèms  par<^,,  eequi  donne  i  pourdenu- 
minalaur,  et  pour  Dumdrateur  pr^hémentreiprutlua  {5)  ile/i^. 
3°  Qu'il  en  «suite  lee  trois     ne liuiit 

dont  on  éltroliiB  U»  iroii  eoiinai  en  le*  multipliant  enieubla  et  eii  rci^i' 
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Toutes  les  autres  pressions  ou  leiisious  sont  distribuées 
symétriquemeut  autour  d'elles. 

Seolie,  —  La  même  conclusion  peut  ëire  tirée  de  la 

considéra  lion  d'une  deuxième  surracc,  qui  est  toujouit  un 
ellipsoïtic,  et  qui  se  construit  cii  |)0rlaiit  sur  les  nor- 
males n  aux  petites  faces,  non  plusles  longueurs  y/'i  — i 
mais  des  longueurs 

P 

égales  (ou  proportionnelles)  aux  inversM  des  intenntés 
dea  presnons  ^eotives  ou  non  décomposées  p  (qui  ont  des 
directions  générale  ment  autres  que  cellesde  ces  normales)  : 
en  effet  en  ajoutant,  après  les  avoir  i'icvécs  au  carré, 
les  trois  équations  (a)  qui  donnent  les  valeurs  des  com- 
pDsaiitespGDs(/>,  x),  pcos(/>, y),  pcos{p,  z),  on  a  p* 
dans  le  premier  membre;  el  si  Ton  représente  encore  par 
X,  y,  E  les  coordonnées  de  l'extrémité  de  la  -longueur 


plaçinl  emiiiU,  dani  Itg  tcnncs  du  tecood  membre  tel*  que 

''^.V'«=t''^V"^''«-'^"). 
où  une  oampounte  Uageatislla  p  antre  bu  eind,UpareiithjM  qal  n'mt 
luIra  abnie  que  l'uD  dea  Mcondt  msmbna  rulann,  jur  le  pMmIer 
membra  eormpoiidant,  ce  qui  doaoe,  eadiTlunt  [iir  «.j.  eut» 
éqaailan  du  tnlitimed^ii  en  p^, 

fa-Pj-^)  {r„-P„]  -P}.[F„-P„) 

[P» -P„)  (''.« -  ^'ï.''»  V= 

qui  Tauniln  l»  grandeur*  dei  troit  preniDa*  prlneipalai  ■  aubatilaer 
k  p^^  don*  lai  trol*  équation*  prjetdenLe*  poor  en  tint  lot  eoalun*  don- 
nant leon  direelloui. 

H.  Canchy  a  dAmonbé,  dini  un  lieaii  Mémoire  lur  le>  larTaeea  da  *e- 
csaddfsré, qu'on  trouTO  lin  page  I  delà  traialimo  unie  du  Exereitti, 
que  la  ëqaaUoni  de  cette  forme  ont  toujoan  leurs  tnli  ncinea  léellei. 
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aiDs!  ponëe  en  aorte  qu'on  ait  ■ 

«»(n.*)  =  7=/'«.   an  n.j)=pj,    cM(n,  i)  =/.i, 
P 

on  obtient  l'éijuaiion 

,3.      )  Ip^»  +P^7+P^^)'  +  (Pv^  +PjjJ  +Pr-»)' 

Les  axes  du  deuxième  eliiiisoïde  (ju'elle  reprc'si'iiie  out 
nécessaireincul  les  inOmt-s  dircclions  que  ceux  du  pre- 
mier (*),  car  le  plus  grand  et  le  plus  petit  réporidenl, 


aui'riMs  où  elle»  s'eicu  rnl,  mui*  »ur  li>iir>  [imprca  dirwlions,  Cdiotoi) 
la  f«ce  =  i  sur  lnqu elle  p  a^lt  ■  pour  projrclioqs  c^  ^,,  c^^,,  c„.  lur  ]« 
troii  plant  pcrpeadiculaiiei  lui  n,  auxj,  aux  i,  si  p^,  y  ,  loiil  les 
pnHioDi  lar  l'nplté  de  CFC*  Irai*  dernier*  pluu,  pul  ri*iilUDle,d'>prè*1e 
llijaréiB*I(D°15G),de*trai*lbrce*/»^o,^.,f>^e,^,;>,iig,,qalwntgéik<- 
nlement oblique*  l'uiie  t  l'aalraid'où  tl  mUqueti  l'on  appelle  x„  J^,  1, 
le*  (rsif  toarimaéa  olflf  ■■>,  par  rapport  h  dia  aie*  uidÂ*  de  H  panlIA- 
lemealaïudireeUoiMde*  trobfoMot  p^,/>^,  du  p«rintni,  eiMnillé 
du  nfaavecleuf  lln=^  porU  lur  ladlroollon  de/r,  on  a 

D!B|ie,eo|iiin«eJ,-t-^j.-*-cJj=  i,  l'ëqBBlion  de  la  iniface  npporlsa 
an  mimai  eoordenaéoa  obliques  e>l 

C'oit  nu  elliptuîda  ajanl  pfur  demi'iliamèlras  canjugui'i  ces  pression* 
P^tP.t  dont  lai  |>raadeun>  et  )i»  diroelloDi  lonlfacUeib  obunir,  ear 
alla*  aontidMlUata*  elIai-mtB«,  la  première  de  ,  p^^t  la 

denllèmede  p^^,  f^-,p^.,  la  Itt^lim*  de  p.^,  p  ,p..,  dirigée*  >Dl- 
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comme  ceux-ci,  h  ta  pression  minimum  et  la  pression 

202.  Hi  lmions  cnirc  les  pression,  et  les  forces  accé- 
lératrices non  réciproijiics  ou  émanant  du  dehors  et 
agissant  sur  tous  les  points  (le/te  t/ue  la  pesanteur,  etc.). 
—  Pout-  obienir  ces  relations,  posons  les  éi|iiations  de 
l'équilibre  de  translation  d'un  très-petit  élément  du  VO' 
lumedncorps,  de  forme  paraît éli pi pide  rcctaugle.  Soient  : 
X,  Y,  Z  les  composantes,  parallèlemeui  aux  aies  des 
x,y,z,  de  ces  forces  extérieures  oa  non  réciproques, 
dont  la  matière  du  corps  éprouve  l'action,  par  unité 
àe  sa  masse,  au  point  M  dont  les  coordonnées  aaatx, 
y,  s,  et  qui  peuvent  varier  avec  ces  coordonnées; 
p  la  densité  du  corps  au  miime  point  M  ^fig.  58); 
X,  y,  2  les  petites  dimensiunSf  parallèles  aux  mêmes 
coordonnées,  de  l'élément  solide  parallélipïpëde, 
dont  le  point  M  occupe  le  centre; 
P^^,Pj,,p.„       =        P:.  —  P:^  p,,  =  P,.,  comme 
ci-dKSSUS,  tes       cumposariles  de  presïion,  paralli^e- 
mcnl  aux  cuordounëes,  sur  l'unité  supei  Ccïelle  du 
trois  faces  plants  qui  leur  sont  perpondicalaires, -et 
dont  le  centre  de  gravité  ou  de  superficie  est  au  même 
point  M. 

Les  deux  facL-s  xy  de  cet  éléiiitiii.  p(  i-|H'ii.licul;iiics 
ans  z,  éprouvent  des  pi-e5<ii)»s  i  sjnii  Liiiv-i       smii  l'une 
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un  peu  au-dessus,  l'auli  c  uu  peu  ati-dL'ssous,  de  ccito  qu! 
serait  suppcrléc  par  une  faa-  paiallèlc  passaui  en  M, 
pression  dont  k-s  composâmes  siiivaiii  r,  r,  z  stml  />,„ 
piTi  P'M  par  uiiiié  de  supcrfieic,  La  did'éreiu  e,  pour  ce 
qui  regarde  la  composaute  suivanl  x,  sera  le  coefficienl 

dîfféreniicl  '-^  mulliplié  paJ  la  ilislauce  z  de  ces  fares, 
et  aussi  par  leur  supeifieic  xy.  La  lésultaiiic  de  ces  deux 
premières  composautes  de  pression,  qui  sout  prises  sui- 
vanl  X,  est 

Les  deux  faces  aussi  opposées  l'une  à  l'auire  je,  et  les 
deux  faces  également  opposées  fourniraient  de  môme, 
et  aussi  suivant  les  x,  les  deux  difïdrences  ou  résultantes 

partielles  ^^x.yz  et  ^^y.zx.  On  a  donc,  pour  l'équi- 
libre de  .translation  de  l'élément  dont  on  s'occupe,  en 
ejoalant  la  force  accélératrice  X  multipliée  par  la  masse 
pxyz  de  cet  élément,  une  équation  dont  on  peut  diviser 
tons  les  termes  par  sou  volume  syz,  et  qui  est  la  première 
des  trois  équations  suivautcs,  dues  à  Cauclij;  les  deux 
aairei  s'obtiennent  de  uu'nie  en  exprimant  les  candïtioiis 
d^  l'équilibre  de  translation  dans  le  sens  j  et  dans  le 


Ces  équations  «ont  une  généralisation  de  celles  de 
l'hydrostatique.  On  u'a  pas  besoin  de  faire  remarquer 
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qu'en  lus  ctabtissant  on  ne  pouvait  pas  négliger  les  forces 
telles  que  fsXxyz  comme  ti-és-petiles  du  troisième  ordre, 
ainsi  qu'on  a  fait  au  n°â56en  démontrant,  par  l'équilibre 
d'un  élément  tétraèdre,  lethéorème  des  projections  de  plans 
dépression;  car  ici  les  pressions,  rjtii  sont  lonjonrs  dit 
second  ordre  comme  les  supci  ili  ics  de  s  faces  de  l'élément, 
n'entrent  que  pour  les  diffo euci  s  di?  [jrandenr  qu'elles 
ont  sur  deux  faces  parallèles,  égales  et  très-pjo elles  l'une 
de  l'autre,  en  sorte  que  tout  êlail  du  troisième  ordre  dans 
les  équations  avant  leur  division  par  le  volniuc  xyz  de 
l'élément  dont  elles  expriiiieiii  l'équilibre  {*). 


(■)  H,CiQchj  iJUcal«tKiintM!^,r,:)B  l'un  d«  anales  du  rérémsnt 
xyi  [Exerclea,  deaiièiBB  mnie,  p.  log);  el,  pour  tenir  compta  dol>n- 
riatioD  ds  l'Iiileoaltà  de>  «ompounlea  p  mai  diitn  poial*  de*  p«Ulca 
tteet,  il  appdla,  ™  pranaol  H  pouc  oriEiufl,  i  al  f  lu  cDDidsnnéiB  de 
cei  poinli  lor  1m  Tieà  oppoiée»  i;  par  Btsmpla,  et  il  aiprime  aiiui  ha 
■amiBBs  total»  de>  compounlci  J>^,  ds  preHionquI  l'y  uercent  dan*  le 


et,  tur  U  deuiième  Tace,  ce  que-deiieot  eelte  aipr««a[OD  en  remplaçant 
Pzi  ptti —  [Pcx -i- -^t-i-'- ]■  D'où,  aur  lei  deux  taeea  aniemble, 

UBe  t^KilItuta i]u  en  ne  ndstlgeanl  que  uea  qaealiUs  trèa-petitcs 
'ds  qnatrilnu  ordra. 

H ala  on  tronig  facilamant que  ceilci  rciiilunlo  est  eiacte,  tcelaprit 
da  quanUtéa  du  cfnf BUns  erdie,  en  idaquiii  k'  point  U  m  centre  dn  pt- 

nllOIpipâdB,  on  k  des dlstancn  ,  do  diverses  faco.  Aussi, 

anblmlDn  paraD  chi^i  da  la  siiuKion  du  poinl  où  Ica  pressions  sont 
Pix'Prj— nowaton.  pu  lool  i.  Tlieure  [eomme  auiHémoiros  cilês 
aur  la  union  atnir  U  flexion,  elau  3°  Appendice  des  Noleasur  nivier) 
noDi  dispemer  de  danser  ce  calcul  d'intégrale*. 
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En  tenant  compte  des  incriiea,  ou  en  remplaçant  dans 
ces  équations 

,x„ï„.p„,(x-J=),,(T_£;),,(z_g), 

où  t  rcprt'senle  le  temps,  ei  u,  c,  ii-  (comme  ci-apt^]  les 
projections  sur  les  X,  les  les  z,  du  déplacemeot  éprouvé 
par  le  point  M,  on  rend  ces  équations  d'équiribre  appli- 
cables a«M  cas  où  les  moic.  iiles  se  meuvent. 

263,  Équations  d'cquilthrc  cC  ilc  mouvciiieiu ,  inilc- 
fnies  et  définies.  —  Les  premières  sont  les  uois  éijua- 
tiona  (9}  que  nous  venons  de  poser,  en  :tppt'lant,  fojnme 
il  l'ordinaire,  indéfinies  celles  ipii  sdh  applicabk-s  indis- 
tinctement  à  tous  les  points  d'un  corps  on  d'un  systime. 
Quant  aux  équations  dites  t^n/ej  à  satisfaire  aux  limites 
dn  corps  ou  de  la  portion  Cnïe  de  corps  que  l'on  consi- 
dère, c'est-à-dire  sur  sa  surface- enveloppe,  soient  : 

de  cette  surface,  par  iiiiilé  lie  sa  superlitie  ; 
n  les  directions  de  la  normale  à  celte  même  surface, 

menées  aux  mêmes  points  du  càté  extérieur; 
ces  équations  ne  seront  autre  cliosc  que  Ks  équa- 
tions(a}ipii  exprimeront,  en  y  mettant  n  pour  p,  réi^ui- 
libre  des  pressions  exlêiieures  ct  avec  les  pressions  inté- 
rieures agissant  sur  la  face  opposée  et  parallèle  d'une 
couche  cxErâmement  mince  euTcloppant  le  corps  de  toutes 
parts  : 

(.o)  L..^cosK  ;r)-l-^^cos(n,j-)+/.,^cos{n,  .)  =  o  cos(=r,^), 
(/.,.cos(n,  x)-l-/j,.eos{n,j.)  +/.,.CDs{n,  a]  =uco»  («.,  ï). 


264.  Déformations,  Leur  rédaction  à  des  dilatations 
à  des  glitsententi.  Leurs  relations  pour  divers  sens,  — 
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solide  l'iiromi^  sons  l"ai  liuri  âv.s  ilÎM  i  sci  fui  ws  (jui  lo 
soUicitL-uI. 

Soiriil,  avam  loulr  (U'fui  ni.Tiiun,  ou  aiaiil  les  diplace- 
uieiits  rclaiifs  des  parlicules  du  ce  corps,  trots  petites 
lignes  rec  langui  aires 

M*,    Ur,  M«, 
œen^L-s  dans  son  intérieur  par  un  même  point  M  parallè- 
lement Bux  coordonnées  x,  y,  z,  et  soient 

les  trois  petites  lignes  trAs-peu  obliques  l'une  snr  l'autre 
dans  lesquelles  elles  se  sont  changées,  appelons 

les  tUlalationt  que  ces  lignes  ont  éprouvées  respective- 
ment, on  les  proportions  supposées  irès-peliles  de  leurs 
allongemenls  positifs  on  ii^atifs,  et  faisons 


p.  359). 

En  i83[|,l'illutlroi.hïsidcr.  aii|,'lais  G.  Cwud  (  O»  /«vi  of  nrJlrTii,,, 
«Hf  rrfr^iion  cf  li^l  {C«>nhri,lg^U  Tr.n,ncliBn.,  ml.  V,  p.rt.  l,  p.  h)]  > 
cru  deiolt  BUiil  ippllquer  àm  dénomlottlona  parUcullèr»,  k  ciuie  du 
rSIe  ItnparUDl  qu'élis  jouent,  k  cei  ili  petit»  qaenUUt  au  pnpur- 
tloni  doal  chuiguit  let  troli  tAMt  «1  lei  tnli  angin  d'ua  éUmeiil  po- 
rullélliilpidei  elH.  KircbhalTlM appello 


Clapïjroii  (oub  les  ilii3i|;nïtiuiis  (3(i)  ci-ii]ipii,  mais  qui  ne  sont  applica- 
b1e«  que  lonque  lOB  dtplaceuicuti  ebdulut  u,  m-  dei  pointa  aotit  Xria- 
psllli,  es  qui  n'nt  pu  niean  luppoié  lei. 
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ouappeIonsgj.,g 

„,S,,le.lrois  elissrn., 

mis,  c'est-à-dire 

les  ciuanlilés,  au! 

»i  .r;,-pe.itc.,  Jonl  c 

ml  chcmiud  ou 

glàsé  les  unes  dev. 

mit  les  auirus,  pour  l'u 

iiité  de  leur  dis- 

lance  rauiucllc,  île 

s  parallÈles  sollaux  y, 

soit  aux  z  dans 

le  plan  j-  M  3  devi 

;naiitj-|î\I|:ri,  el  des  1 

igncs  placées  de 

même  dans  les  dL-u 

,.auTç.spk„.;sli-en 

rent  aussi  les  pclii 

auircs  par  les  Iro 

U  lignes  M^,  Mj,  M 

s  primiiîvemeiit 

rectangulaires,  oi 

1  les  rétréci  ssciiieiUs, 

évalués  CD  arcs 

d'un  rayon  =  i,  <jui  ont  élt;  éprouvés  par  leurs  trois 
angles  droits  supposés  deveniu  légèrement  aîgus  quand 
on  prend  positivement  les  qaaatités  g. 

Ces  trois  dilalalîonsS  etces  trois  glissemeuls^,  sensi- 
blement les  mêmes  dans  tonte  une  peiile  portion  du 
corps  autour  du  point  M,  donnent  complètement  sa  dé- 
formation. Déterminons,  eu  les  supposant  connus,  la 
dilata  don 

éprouvée,  dans  cette  partie  du  coips,  par  toute  petite 
ligne,  de  direction  donnée  quelconi|uo 

et  l'inclinaison  qu'elle  a  prise  sur  une  autre  petite  ligne 
de  direction  aussi  quelconque- 

Ces  ligues  r,  s  ataient  primitif  émeut  pour  projectious 
sur  les  X,  leajr,  les  s  (en  désignant  les  cosinus  commean 
H"  2S9), 

"m,  rc^,  re„    et    tf^,  'c^,  ^e,,l 

ou,  en  les  supposant  tirées  du  môme  poinlM,  elles  étaient 
diagonales  de  deux  parai lélïpipËdes  rectangles  ayant  res~ 
pectirement  ces  produits  pour  cités  portés  sur  Mx,  M^, 
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Ms.  En  appelant 

leurs  dilatations,  les  déplacements  les  ont  changées  en 

qui  sont  maintenant  diagonales  des  deux  parai lélipîpides 
légèrement  obliquangles  ayant  respectivement  pour  côuJs 


Or,  lorsqu'on  a  cii  général  deux  lignes  dont  cliacuiic 
cstrejo//fiii/(?géoiiiél!'i(jue  di;  plusieurs  autres  lignes  (ou 
deux  chemins  ilirccis  donl  chacun  uiiil  ensemble  Iesdcu\ 
mËmes  points  que  deux  cliPiniiis  polygonaux  donnés), 
on  sait  que  le  produil  d'une  de  ces  deux  résullanles  par  la 
projection  de  la  seconde  sur  sa  direction  est  égale  à  la 
somme  de  tous  les  produits  des  composantes  de  l'une  par 
les -projections,  «ur  leurs  directions,  des  diverses  compo- 
santes de  l'autre;  théorime  sou  vent  appliqué  eoMécanique 
et  qui  ne  diftâre  point  de  celui  de  l'alité  du  travul 
d'une  force  résultante,  pour  un  espace  parcouru  rétultant 
de  jJusîeurs  autres,  i  la  somme  des  iravanx  des  forces 
composantes  pour  les  divers  espaces  parcaums  compo- 
sants. 

En  sorte  que  si  R  est  résultante  àe  \,y,z,.. etR'de 
x',  y',  x',...,  on  a 

I  RH'«»(B,R')=  X»'  cos X' \  +  yy' cos (y,  y' )  -f- .  .  . 
*"')  +xy'cos{^,ï'(  +  yx'c^,s(ï,^') +...(•), 
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formule  dont  celle  pins  connue  du.  carré  de  la  diagonale 

d'un  para1lélipîp6dc  se  déduit  comme  cas  particulier  en 
Taisant 

R  —  R',    cos(R,  R')  —  1,    X  y  =  y',    n  —  i'.. 

Appliquons  ce  théorème  général  à  nos  deux  diagonales 
qui  sont  des  résultantes  ayant  les  trois  c6tés  de  leurs  pa- 
rai léli  pi  pâdcs  pour  camposantpa,  noua  avons,  en  consi- 
dérant que  g,„  g,;,  g^,  sont  les  cosinus  des  iroii  aogles 
formés  par  celles-ci,  divisant  tout  par  rs,et  appelant  ri,t, 
les  directions  nouvelles  prises  par  r,  s  • 

i(,  +  a,]f,+B,)cos(r,;,.] 
+  (c^c„  +  c,.c,^)(>  +  ?,)(n-J,)fiy, 
+  {c,.^...+  c,,c,.)^^ +i,)S., 

Or  les  quantités  3  et  g  étant  supposées  (rès-petifei,  on 
peut,  en  développant,  effacer  leurs  carrés  et  letirs  pro- 
dnîtS)  ou  écrire 

i(i-l-S,-(-S,)coi{r„i,)  — co»(/-,i) 
'-'  I  +(.,.„+..,..,)î„+(.„c,.+.„c„if.. 

Si  l'on  fait  surcessiveuiciit  deux  parlicularisations  : 

de  x',  d-oi.  K'co,(K,  «■)  =  »■  co>(R,  .')-i-ï'  eoi(R, 

Mii»,  de  même,  In  projection  de  R  «ur  I'  pur  iminplo  »(  *Eale  ï  la 

wmin.  d«  projec.lon.  de      y.       .  >ur  »',  doO. 

Ilccs(R,  »')  =  >c..s;.,  >')+)■  «,!(), 
SutxUluaDl  d»ns  U  première  équation  mulipliéc  por  R,  cl  faïianl  de* 
■ubMitulioni  tembliblot  pour  Rc«;R,  }'),  Kcos[R,  l'J,...,  on  «  bisii 
U  formala  po»éa{ii]. 
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1°  roit  de  même  dii'ection,  ce  (jui  change  le  premier 
membre  CD 

3"  r  et  f  perpendiculaires  l'une  à  l'aulre,  ce  qui  le 
change  en  {i  +  J,  +  3,)  g-„  =  g„  irâs-petil; 
On  a,  eu  ^ard  k  ce  que 


les  deux  formules  g^n^rales  suivanles  c 


dont  la  première  doiuic  la  pi-oporlîon  de  la  dilatation 
fposiliïe  ou  négalive)  épcuuvi'e  par  une  petite  ligne  de 
direction  quelcouque  ui,  h  si  iOJicic,  If  petit  rél:^cîssc- 
raenl  éprouvé  par  l'angle  piiiiiiliiemi-iu  dioît  de  deux 
ligues  du  reste  quelconques  r,  j,  on  ie  glissement  l'une 
devant  Vautre,  iliins  leur  plan,  de  di-ux  droites  paral- 
lèles, soit  à  la  première,  soit  à  la  seconde,  en  te  rap- 
portant à  l'unité  de  leur  petite  distance  (*). 


(•)  ait»  (DnienI  pu  «1rs  dïmontrén  ^lemcDt  ta  eooiid<riot  (tr 
qui  H  nppiocha  un  p«u  plu*  de  II  irirdie  iniTia  pu  Cineby  diu  I^r- 
tlde  De  I*  tondnamtie»  tt  4i  la  ilUtaiim  dri  ciirpi,  de  li  deii>Uiiieaoti«a 
d«*  Ezcrc(c<i)d«»p>nllcIlplpMea  priDitlnniciil  obllquirsla  dont  loi 
iiaUi,blwiilsDlt«eiiidBiui|IeidoDtla*cii«inui»n[— jr,,.  —g^,  — f,^, 
d«lennenlrecUPBiil«l«««t4g«i"ï  krr„.  /■<■„.  "  à  ic„.  jc^,; 
eu  û  r„  I,  »nt  1«  directioni  primitiTs  du  dingaunli»,  le  tbïurài»  ei- 
prlDi  p«r(n)  donna  une  formule  telle  qoo 


04) 


1  -i-?.,<^,,Ci-.-^ir^c„c„; 


(■5) 
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Ce»  fornmlrs  (iij)  ei  en  niellant  pour  c  et  s  siic- 
cesaivemeiii 

supposés  Être  les  JîifclioTis  des  roordonnéi^s  nouvelles, 
rcclaiigiilaircs  comme  les  anciennes,  ilonnenl  lus  sui- 
ïanles,  qui  servent  n  délermiiicr  les  dilalalions  et  gliste- 
menta,  suivant  les  dirceiions  nouvelles  : 

a,  clr  +  3,c,V  +  a,  ci.  +  gft  Cj^ei,! 

+  ff-j- ['"■'''"/'' ^''^■■'V/')- 

+  s«i<-.:' ■■,■•  +  *■«■(■,,';, 

+  + 'Vi'-v)  +  +ey,rv) 


(*)  Cm  (brnnlei  ds  traïufarmiliiin  Turt  ulîlui  no  loiit  |ia«  ilai»  1» 
JSiereleet.  Blea  onléU  ilonuin  an  i83i  par  M,  Lami  (trjsjunir  iV(<»- 
iicii^),  Bula  poor  la  uni  eu  de  tipUcementi  uti-pctlli,  an  dtlIÏKntUiit 
lai  axpnuloiu  Douvallst  de  mnx-cl,  obleniu»  pir  1*  InniTorDMUoo'dn 
CMidoDDio.  D'aprèi  noira  nanUra  da  )<*  élablir,  alita  conTieniMDtaDon'r 
lonqoe  laa  diplacementi  alMoIm  ont  dai  Tileun  quelconqDCa,  et  que 
nltma  lia  déplaceaianli  rWaij/i  de  {Hiinb  li  des  di«ianccs  MintiLIt»  al- 
lelgnaiit,  dani  un  carpa,  lentei  savU~  ik'  Braiitiuuis,  puuntD  que  ini 
rhA^ae portion  Imperct/itlilt,  la  chati,]cnniitï  des  di,i:iiiri3  moKcnlalraa, 
cl,  par  «iDitiiuaBl,  le*  iCdiUlitiiii  eiivs  gliiitmenii,  mlent  Irle-palitt,  ce 
qui  eti  an  général  la  condllion  pour  que  la  contciturc  d'un  corpa  élai- 
liqoa  na  l'allèrs  pia,  et  qu'il  puiaia  TOTBoir  ds  lui-mftnia  k  M  forme  prl- 
nlllie  iprèt  a*oit  été  déformé. 


\ 


646  STATIQUE, 

Ou  lire  de  ces  formules,  euire  auires  conséquence», . 
+  D,'  =  ■+■  S., 

ce  qu'on  pouvait  prévoir  d^rion,  car  Uaommedeipeiiiea 
dilauiioDs  linéaires  dans  trois  sens  rectangulaires  quel-  . 
conques  est  égale  à  la  dilalation  ciibii/iie  ou  proportion 
de  l'augmentation  de  volume. 

El  que  si  (comme  à  la  fin  du  n"  260),  on  suppose 
que  l'axe  des  z'  se  confond  avec  l'axe  des  z,  en  sorte  que 

C^=l,     C„.  =  0,      Cj,'^0,      C;^=0,  c^=0, 

on  a 

(■8)    I  ou 

I  f^=d,— a.ni'aogle  [*,^)  ettdeinî-droil, 

c'est-à-dire  que  tout  glissement,  soivant  deux  droàes 
notangalaires,  est  égal  à  la  différence  des.  dilatations 

suivUnl  leurs  bisieclrices. 

26b.  Dilatations  principales.  EUipsoïdc  des  dilata- 
lions.  —  Ileprenoas  la  formule  (i4). 

Si  l'on  porte  sur  loules  les  droites  dont  nous  appelons  r 
les  direriions,  tirées  en  tous  sens  d'un  même  point 
M  {x,  y,  z },  des  longueurs 

et  sî.lW  appelle 

«.   y.  6 

les  coordonnées  x,y,  s  des  extrémités  de  ces  longueurs. 
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l'origine  étant  transportée  en  M,  oa  a 

.o.(,,i)  =  o„=  —4=  =  I  ilS, 

d'où,  substituant, 

£ej  cxtrcmités  des  ces  lignes  forment  donc  par  leur 
,mscn,l>lc  (comme  au  n"  2GI  )  :  i"  un  ellipsoïde  iil y  a, 
en  tous  sc/is,  oit  dilaUition  ou  condensation  aitlour  du 
point  -M  ;  2°  deux  liyperholoïdcs  conjugues  s'il  y  a  dila- 
tation dans  certaines  directions  et  condensation  dans 
Vautres  (et  alors  il  n'y  a  ni  condensation  ni  dilatation 
dans  les  directions  des  droites  qui  forment  par  leur  en- 
semble le  cfrne  asymptoliqae  commun ,  qne  M.  Lamé 
appelle  le  c6ne  de  glissement). 

Les  diverses  dilatations  se  distribuent  qrmélriquement 
autour  des  trois  axes  de  figure  de  cette  surface  dn  second 
degré  simple  ou  double.  El  si  ou  la  rapporte  à  trois  nou- 
veaux axes  coordonnés  des  x',  y',  z'  se  confondant  avec 
ceux-ci,  comme  les  termes  en  y'z',  z'x',  manqueront 
dans  son  équation,  on  aura 

Ol    g^iV=  o,    g^^=  o- 

Donc  ; 

TsÉoaÈiR.  —  £n  tout  point  d'un  corps  qui  a  subi 
des  déformations,  on  peut  toujours  tirer  trois  droites 
rectangulaires  dqns  les  directions  desquelles  il  n'y  a  pas 
de  glissements  lorsqu'on  les  considère  deux  à  deux,  <m 
dont  les  trois  angles  étaient  droits  et  sont  restés  droits 
lors  du  changement  de  forma  du  corps. 
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Od  appelle  dïlaUiioos  (ou  condensuioiis]  princlpalss  • 
cellei  qui  ont  lieu,  suirant  leurs  Araclioiu.  Ce  sont  les 
deux  dilautîoni  offrant  un  maximum  et  un  ininimam  ab- 
solu, et  U  dilatation  qiù  offre  un  maximum  parmi  celles 
dont  les  directions  formeut  ensemble  un  certain  plan  et  nn 
minimum  parmi  celles  dont  les  dîrectioua  forment  nn 
antre  plan  perpendiculaire  an  premier  (*). 


(■)  On  \c:i  uliUunl  luuirs  Irois  tommo  on  *  obtenu  In  pnuloi»  pHn- 
cipalai  car  on  déiieninl  par  r  lu  dinKllan  d'una dUilatton  princiipala 
on  d'an  dot  Iroiinjona  tocMdh  nonnanik  Uaurboa  (ai),  an  uvlequ* 
H  gnndiBr  i«n  ippcléi  9,,  al,  en  opérant  oomina  on  ■  k  ta  note  do 
n>  SCI,  ou  trODire  U  tripla  égalité 


d'oA  lea  traia  équation» 

donnant,  par  laar  mulIlplicaUoa  anwnbls  au  par  l'éliniMtion  doa  co- 
•iDua,  l'équation  du  tnUUme  dagié  aulianla  on  \  poar  fonrntr  Isa  troia 
dilatation!  principalea  : 

La  recherche  de  la  grandeur  cl  l:i  diioriion  di'  la  plus  B""de  dila- 
tation peut  èLro  utile  pour  claWlr  lc6  eundiiioiis  de  1=  n^îsLanee  d'une 
pièce  MlIdB  i  la  rupture  prochaine  ou  cluiQnco,  auond  1»  conir-tlure  da 
M  malitro  «t  la  même  en  toua  sen».  On  pcui  voir  à  iioire  MéKcirt  imr 
U  UFiim  du  prianei  élriKKrn,  t.  XIV,  arl.  'J4  et        et  il  ont 

HBtnnr  JT«W«r,  Appondieea,  S  83,  par  quoi  II  Ciut  la  remplacer  quand 
U  omtotiin  et  par  anita  la  rèiUUnce  nrie  den*     dlianet  dlrecUnni. 
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Une  autre  «urracc  du  second  degré  non  moïni  inlé- 
reuaiite  à  considérer,  ei  qui  sera  toujours  un  cUip- 
SOÏde^  est  celle  dans  laquelle  les  déformations  dit  corps 
changent  un  élément  sphàrique  ayant  son  centre  au 
point  M{x,yf  t]. 

Soit  t  la  longneur  prioiiiivR  des  rayons  de  cet  élément, 
et  MÏeDt,  après  sa  déformation,  x,  y,  z  'les  projections, 
nir  les  as»  coordonnés  des  x,^-,  z,  de  celui  de  ces  rayons 
doDl  la  direction  est  appelée  r,  et  dont  iH-^r  désigne 
ainsi  la  longueur  aclnelle.  Le  rayon  primitif  =  t  était 
la  diagonale  du  pirallélipipède  obliquangle  dont  les 
c6tés,  devenus  recta  ngnl  aires  et  égaux  à  x,y,K  dan»  le 
sens  des  eoordonnées,  avaient  auparavant  des  longtienrs 

I+J.*     l-t-ij-  t+i, 

etdonl  les  trois  angles  adjacents,  qui  sont  deveniu  drtnts 
en  se  rétrécissant  de  gr.,       g,^,  avaient  pour  cosinus 

—  ftM    — ffa.  -Bv 

Ou  a  donc,  d'après  la  formule  générale  de  projec- 
tion (il)  particnUriaée poarB=R'  =  i,  cos(R,R')=:i, 

x  =  x'  =  ^-^-^t  y  =  y'=...  (on  bien,  d'après  l'expres- 
sion connue  du  carré  de  la  diagonale  d'un  parallélipi- 


6ao 

STATIQUE. 

;e  done  en  un  ellipsoïde  (*),  dont 

i-oiit  niicessairemeiil  1rs  mûmes  dï- 

rcctions 

!c  1,1  siiLfaeK  (hi  seiOiiJ  di^gré  (21), 

roisdiiTCLion 

s  scioJ.t  cucm;:  c<:\\m  d,-s  Jiiaxima 

et  miiiir 

na  absolus  et 

relatifs  des  dilatations,  et,  si  on  les 

prend  pi 

am  celles  des 

ti i ers  termes  ma n<]ueront  dans  le  premier  membre  du  (31), 
ce  seront  encore  les  direciîons  pour  lesquelles  il  n'y  a  pu 
de  glissemraits,  dii  dont  les  trois  angles  droits  resimi 
droits  pendant  que  le  corps  se  déforme. 

Au  reste,  l'équation  (aa)  de  la  deuxième  «nriace  dn 
second  degré,qu'on  peut  encore  écrire  ainsi  en  négligeant 
les  quantités  do  second  ordre 

1  -5g>,y»  — ag„M:  — ag>,xj=  I, 

aurait pn  £tre  déduite,  comme  .011  a  fait  pour  celle  (ai) 
de  la  première  sarTace,  de  réqnadoh  (i^) 

S,  =:  3,c;,  +  S,cV  + .  ■  ■  +  J^C„Cy 

relative  i  la  dilalatiou  dans  le  sens  r;  car  cette  équation 


lion  qui  rentra  dinicalls  que  ïcnonide  putor.  Il  y  irrlvc  par  lu  conti-- 
diriUon  dwdéplieBmanU  abtolus  b,  f,  w  de  b"'"'*'"' quelconquochon- 
BaiDt  m  r,  3-,  (  le>  oourdomites  priiniiitos  j-  —  u,  j-  —  i  ,  1  —  w  des 
poinU.  Hah,  tells  qa^ll  la  préieulc,  eUo  ne  se  tlniplina  que  lonque  Ici 
d4pIac«Dent>  oblenni  dariaoïient  IrJ^pcliU,  landii  que  l'équalion  (as) 
coaTlsDt  pour  du  dlpIargmaDU  qnelconquei  pouianl  comprendre  de> 
IrantlalioM  et  dea  nitalloDi  de  loiile  gnodaur  et  variable»  d'ane  paiHe 
à  l'auiradii  eorpa,  panm  qo'dlet  ne  prodalientdau*  chaque  pirlia  Im- 
pertepUble  quedeiehingemeiiii  ds  Bnndeareetd'incllnainnimataallet 
donl le<  praportloni i  ug soient  Irèi-petitei. 
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THÉORIE  ainÉBiLE  Dx  iJinafticirt. 
e»l  1b  même  chose  cjuc 


et  chassant  les  dénominaicurs,  on  a  bien,  dans  le  second 
membre,  (i  —  3^r)(t  +  al^)  '=  i. 
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VINGT-DEDXIÈME  LEÇON. 

Formula  dooninl  les  preuiona  din>  In  solid»  jlaitiqu»  en  runclian 
dM  diliUtioni  el  cIluGmcnls  qu'ont  éproui»  Uan  porlirs.  —  DépU- 
cemcnti  tnl-peliU.  —  Équalions  dilTérenUsIlu  de  l'équilibre  d  clutli- 
dlé.  —  Nombre  do  coenicianli.  —  Conlailuna  lym^triquei.  —  Cu  où 
U  7  mit  du  preulan*  anUrieuremedl  ani  diplinmonli —  Tnmiil  et 
poUDUd  dti  mUdim  nolfealilna. 


266.  Lemme.  —  Lorsqu^un  corps  élastique  a  subi  de 
très-pctiles  dèformatians  à  partir  de  son  clal  ditTinva- 
rel,  Us  six  composantes  (/)„,  p,j,  ...  ,Pij],  suivant  trois 
■diviles  rcciangulaireSfdtspressions  que  supportent  trois 
petites  faces  menées  par  un  de  ses  points  perpendicidai~ 
rement  à  ces  dmiles,  sont  des  Jonctions  linéaires  des 
trois  dilatations  et  dettrois  glissements  •■•>S'yl'^ 
suivant  les  mêmes  directions. 

Nous  appelons^  en  effel,  état  naturel  A' un  corps  teluî 
où  les  espacements  molêi  uiaires  iloiit  les  actions  dépeu- 
ilenL(n''253}  sont  supposés  tels,  dans  les  divers  sens,  qiiil 
nyait  auc^ine pression  à  Cin.érieur,  c'est-à-dire  (même 
u"  2S3,  (iL-fiiiîtion)  qui;  d'un  côté  à  l'aulre  de  chaque  pe- 
lîte  face  les  attractions  et  les  répulsions  aient  une  résul- 
tante nulle  ;  ce  qui  exige,  d'après  les  équalîons  d'^ui- 
libre  (lo)  et  {g),  qu'aucune  pression  Gstërioure  n'agisse 
sur  sa  surface  enveloppe,  et  qu'on  abstraie  I>  pesaulcur 
ou  tonte  antre  force  émaBant  de  points  à  des  distances 
sensibles  des  petites  faces  considérées. 

Si,  par  une  application  de  forces  on  de  pressions  exté- 
rieures! on  vient  à  déformer  irès-pen  le  corps,  ou  à 
changer  l^&rement  les  dislances  r  entre  ses  molécules, 
les  résultantes  on  pressions  intéileurcs  ne  seront  plus 
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ndlcsi  et  œmmt  .mour  de  cl,.,,„e  (i,  y.  k, 

augmenlalions  positives  ou  négatives  r\  (ri°2Gi',expr.  i^) 
(les  dislances  r  dépentlfiit  dtrs  trois  dilatarions  ^  et 
des  trois  glissements  g,,^  g^,  g,^  au  nitine  point,  les  ré- 
suliaules  d'actions,  ou  (n^âSS)  les  pressions  ilèveloppëfs 
par  les  déforma Uons,  sont  nécessairement  fonciiont  de 

cet  aix  mêmes  petites  quantités  9„   g^^. 

Et  elles  en  loat  fonctions  linéaires  ou  du  premîvr 
(I^ré;car,coiniiie  les  actions  réciproques  mire  molécules 
sont  fouciions  continues  de  leurs  distances  mutuelles  r, 
celles  que  développent  de  très-petites  augmenialions  r?, 
des  distances  leur  sont  proportionnelles;  et  les  change- 
ments  très-pelits  des  inclinaisons  mutuelles  de  ces  ac- 
tions à  composer  ensemble  pour  avoir  les  pressions  sont 
proportionnelles  aussi  à  des  augmcniaiions  r\  de  dis- 
tances. Or  ces 'petites  augmentations  positives  ou  na- 
tives (14) 

sont  sommes  de  produits  des  premières  puissances  des  di- 
laUtiouB  et  glissements  par  des  (juantilés  rc',,..,, 
rc„Cr^  ifuî  m;  dépendent  que  de  l'état  auléiieur  aux  dé- 
formations j  et  Von  pouvait  même  s'en  rendre  compte  sans 
invoquer  la  formule  (i4)c"  considérant  que  plusieurs 
dilatations  et  glissements  très-pelits  dans  des  sens  déter- 
minés x,jr,s  produisent 8e  petits  cfaeminuinenls  molé- 
culaires proportionnels  qui  s'additionnent  lorsqu'on  ks 
projette  sur  cbaqae  distance  r  de  deux  molécules  quel- 
eonipie*. 

Les  composantes  p^r-P,,T-  tP^'        pressions  sont 
■    donc  Ibnctioiis  du  preniiur  diigiL-  dts  iii^rnus  six  (juatttités 
trè»-petites  d  et  g  ('):  te  qui  csilc  IciiiniL-  tuoiitc. 


(*}  Aun*  !TT,cl-aprti,  ce  rniuDoancDt  w  tTonTen  cooierU  en.  calcul. 
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267.  Remarque  essentielle  sur  V établissement  du 
lemme  précèdent,  »-  Plusieurs  aulcurs,  mÉmeéniinetiIs, 
ont  cru  pouvoir  <]criv(?r  la  linéarité  de  ces  six  fondions  de 
la  seule  considéralion  de  V extrême  petitesse  île  le„rs  six 

■variables   g,,  ou  (k-.^ (Irplaccmeiils inol<.-culaircs 

rekiifs  doru  ces  virlables  <irp:-n.]r,,t ,  <■].  ai  guaiH  de  ce 
qu'on  peut,  vu  celte  petitesse,  négliger  leurs  cari-ès  et 
leurs  produits,  etc.,  devant  leurs  puissances  i  dans  les 
développements  des  fonctions.  Par  là  ils  ont  cru  pouvoir 
éluder  rinvocklion  de  la  grande  loi  physique  des  actions 
à  distancée!. ses  conséquences  oécessaires  en  ce  qai  re- 
garde,-coinme  nans  verrons  pins  loin,  le  nombre  des 
coelficients  des  formules. 

Mds  un  rBiaonnement  purement  maihémaiique  ne 
saunit  rien  apprendre  dans  l'ordre  des  iàîts  physiqura; 
et  celui  que  nous  signalons  piclie  é?idemmeui  par  sa 
base;  car  toute  fonction  de  quantités  très-peiiies  ou  in- 
définiment dëcroissaiilà  n^est  pas  nécessairement  du 
premier  degiè.  Il  faudraïl,  pour  établir  mathématique- 
ment que  le»  fonctions  p„T  . p^^  se  réduisent  à  ce 
d^ré  quand  ^,, .  -  .  décroissent  ainsi  indéfini  m  irnl, 
proUTcrd'abord  (pie  dans  les  développements  en  ^^,...,§'1, 
la  puissance  i  existe,  et  qu'elle  est  la  plus  basse  de  toutes 
celles  dout  leurs  termes  sont  .iffcclés.  Or,  c'est  ce  qui  ne 
peut  Éti'e  démontré  qu'en  .s'apjiuyaul  empirîqucraenl  sur 
im  nombre  su  fusant  de  faits,  ou  eu  se  basant  sur  la  grande 
loi  en  question  ;  loi  qui  a  été  déduite  cllc-mème  de  tous  les 
faits  du  monde  maiéiiel,  et  admise  par  tous  les  physi- 
ciens depuis  Newton  jusqu'à  Laplace,  et  depuis  Ampère 
elFresnel  jusqu'à  IVavier  et  Cauehy,  comme  la  concep- 
tion explicative  de  phénomènes  la  plus  justifiée  cl  la  plus 
universelle,  et  qui  est  posée  mtïme  maintenant,  dès  l'en- 
seignement élémentaire,  comme  base  principale  de  laMé- 
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caniquo  onmagcc  désormais  au  point  de  vue  concret  et 
physique.  La  lincarilé  d'une  fonclioii  d'une  petite  va- 
riable est  en  ciTethorsde  contestation,  dès  que  cette  fonc- 
tion n'est  qu'une  différence  de  Jeux  valeurs  d'une  autre 
fonction,  et  sa  variable  la  différence  coi-respondante  des 
valeurs  de  la  variable  dr  celle-ci,  supposée  continue. 
Or,  c'est  précisémenl  dans  le  cas  présent  ce  qui  résulte 
de  la  loi  que  nous  invoquons;  car  elle  appreud  que  les 
forces  développées,  géoératrices  des  pressions,  sont  des 
diCFërences/(r,)— /(/■,)  d'une fonei ion /(r),  etque  les 
rapprochements  ou  écirtements  moldculalreS)  qui  engen- 
dient  les  dilatations  et  glissements,  sont  les  ^fî'érences 
correspondantes  r^  ~  r,  des  valeurs  de  r,  d'où  la  propor- 
tionnalité on  la  linéaiîté,  lorsque  les  r,  —  /■,=  r5,  sont 
très-pulits  [']. 

C'est  ce  qu'a  dû  sous-emcndrc  l'oisson  eu  faisant  lo 
premier,  dans  un  court  passage  de  son  ÎVlémoiie  de 
iSag  (*■),  le  raisonnemetii  dont  nous  parlons,  et  qui, 
chez  lui,  se  trouvait  comme  justifié  d'avance  par  tout  ce 
qui  précède  dans  le  mOme  Mémoire,  où  les  divers  cal- 
culs sont  fondés  sur  la  loi  des  actions  fonctions  des  dis- 
lances moléculaires.  Et  n'esl-ic  jias,  d'ailleurs,  invoquer 
déjà  tacitement  cette  loi  que  tie  regarder  les  pressions 
dans  les  corps  élastiques  comme  dépendant  d'une  manière 
^nelcoiiqùedeleurs  déformations,  c'est-à  di  j  e  des  dèplucc- 
^6iats  ralatffs  de  leurs  points,  ou  des  coefficients  différcn- 

déis  de  leurs  déplacements  absolus  u,f,w 

dx  dx       dt  ^  ' 

(v^M  ci-après),  siiivuil  les  a:,  «? 
'  Nous  allons  donc  d'abord,  pour  montrer  que  tout,  dans 
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la  (lu  oiii;  <I(^  reU-iKiirili-,  ne  dt^pend  pai  des  poïnU  encore 
controversés  parmi  les  savants,  démontrer  les  diverses 
formulesdepreMioobtisëeaanrU  sealelinéarùietgbién' 
letnent  admises,  uons  réserrant  ullérieurement  (n<"â77 
à  S83)  d'apporler  dans  leur  forme  ou  dans  le  nombre  de 
leurs  coefficients  les  rédnctious  que  toiia  lea  Géomètres 
n'accotent  paa  encore,  maiaqui  sont  inévitablement  en- 
traînées par  la  loi  des  actions  ronctions  in  distances. 

268.  Éiiihlissiment  des  formules  des  pressions  en 
Jbriclioii  <li-s  di/atafioris  i:t  i^lissements,  en  partant  seii- 
lenicnl  du  l/:tiime  qid  p:écède. 

i"  Solidiii  isulrapt^s.  —  Co(iiiin."ti':iiii5,  toimiiu  a  faîl 
Caiicliy,  par  les  corpj  isuiropes,  nom  ijn'il  a  aU'ui'lc;  (*)  à 
ceux  (jui  sont  semblables  à  eux-mËmel  dans  i]Uetque  sens 
qu'on  les  tourne,  ou  dont  la  matière  alîre  partout  et  dans 
toutes  les  directions  la  même  conlexlure  et  une  égale  ré- 
sistance aux  déplacements  relatifs  de  ses  parties. 

Évidemment,  pour  ces  corps,  les  trois  pression*  pivi' 
eipales,  autour  desquelles  les  autres  se  distribuent  symé- 
triquement, auront  lea  mêmes  directions  que  les  trois 
dilatations  ou  condensations  piindpales,  autour  des- 
quelles les  autres  dilatations  on  condensations  sb  distri- 
buent de  même.  Les  premières  seront  (lemme  n"  S66) 
fonctions  linéaires  des  secondes,  puisqu'il  a'y  a  pas  de 
glissements  (n"  S6S)  non  plus  que  de  composantes  tan- 
geniielles  (ii^SSl)  dans  leur  direcdons;  en  sorte  que  si 
l'on  appelle 

x'  ces  trois  directions  recta ngulaîres, 


(*)  M.  Canchy  ■propoùca  Don  peur  I*  prcdoiira  fali  aui  Cam/iut 
rendmda  i8]g  tX  >u  tome  I"  (iS^t.)  do  Eirrcicu  i('iii4{|jr  rf  Je  Ptr- 
àiae  nulSéBuliqat,  page  161.  PId*  Urd,  Il  i  «pplîqué  le  mèmenom  d'In- 
uvpe,  dun  UD  laaa  poresiaot  analjUqna,  au  CoDctio'nt  da  dai»  m  da 
•roii  coanlonoéa  doul  h  furma  MtlDdtpaDdamada  U  direction  du  uai. 
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K  et  K  +  A  <lcuz  cocrricîenls  numériques  dépendant  de 
la  naiure  de  la  matière. 

Comme  p,-^  doit  Être  symétrique  en  et  i,',  et  dé- 
pendre de  ces  deux  dilatations  et  de  celle  D^,  de  la  mi'me 
manière  que  les  deux  autres  pressions  dépendent  des  deux 
dïlatadons  qui  leur  sont  perpendiculaires  et  de  celle  qni 
a  lien  dans  leur  sens,  on  peut  poser  : 


{a4) 


IPm  =  (*  h-  K)ay  4- KSy  +  KS^, 
pyy  =        +  (*-+-  K.)  V  + 
pyy  =  o,   p^^  =  o,    p^y  =  o  {'). 


Pour  en  tirer  les  eipressions  des  six  composantes  des 
pressions  non  principales  s'exerçant  sur  d'autres  plans 
quelconques  rectangulaires  pris  pour  coordonnés,  en 
fonction  des  dilatations  et  glissements  dans  les  érec- 
tions X,  y,  X  de  leurs  intersections,  serrons-nous  des  for- 
mules de  transformation  (6]  et  (16}  avec  x',j',  x'  i]t 
place  de  x,  jr,  s  et  réciproquement.  En  faisani  attention  ' 

(')  C*achT  mit  rapposé  d'ibord,  m  1811  (Société  phnanitliiqae, 
Héroolre  dt4),  ot  encore,  pur  manière  d'euat  eompenlir,  im 
juge*  167-176  de  U  tnn^tnia  uiaio  (  tSiS)  dn  Szrrcfwf,  diiqueprci- 
(lon  ■tmpltmcnt  proporlionDcIls  i  lu  dUiieiEon  de  piCme  leni;  mah  ii 
celle  bypolb^ae  non  jD>l!fi>ble,  et  qui  bientôt  ne  la  satUfït  p»,  Il  inbMt- 
IDa  mile  que  chaquo  preHion,  p^^,  p»r  exemple,  te  compoie  de  deoi 
pinlca  I  l'une  ki^  propoilionnelk  à  la  diUlnlion  Uniain  iv  mtmeHna; 
l'autre  K(i)i'-t-i)y-4-d(')  proponionnelle  t  ladilalalian  calijur. 

H.  Miiiréll  J  a  auballlué  la  luppoellion  que  la  lomme  des  Inili  pree- 
ilom  eit  proporllonnelle  à  la  tomme  de>  trait  dllalalioni,  el  qna  lean 
dlflïreiicei  daui  t  deux  tant  proportionnallei  amc  dUTéraDtca  de*  dilata- 
tlani  Bjant  mtmea  leni  rcipccllfs  (rranMcfisnt  ùJEiMar^,  t.  XX,  i853). 

Hii«  la  temirquc,  que  nousavous  empmoléeh  M.  KlrcbborrfUrlrr  dei 
Gleicligcv'iclii....  riner  Sch,:,l,f,  Journal  Oe  Cixlle,  u  XL,  ifiSo,  p,  5g),  de 
la  néceibilé  de  la  s,ttilrii.  de  disque  preulon  en  ronriion  dei  deai  di- 
lalationi  qui  lui  soni  Iraniicnulcii,  noua  ■  pan  bien  pr«rMbln  à  ce* 
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que 

&v  =  o  t    e^ii—o,    g^y  —  o, 
nous  anroDB  les  expreuions 

Pr'  =  PJétjé^  +ftV  W  PM^*^ 
3,=  5ycJy-(~Iyci,.-i-3^cî.', 

!ï»  +  3,  +  3.  —  il- 

D'où,  immédiaiemeni,  la  première  et  la  quatrième  des 
formnies  saivaniea,  dont  les  quatre  autres  s'obtiennent 
de  même 

(*  +  K.)a,  +  Kaj.  +  KS„ 
p„  —  K,3,  -H  k5j  +  {it  +  K}ï., 

en  sorte  que  chaque  composante  laDgentielle  est  propor- 
tionnelle au  glissement  correspondant  [*), 


[')  Comme  Caucby  ne  donne  pai  lu  Tormutos  de  tran^rnrma- 
lion  (iG)  peur  II»  dilaliUoni  e\  Glltumf  nia  suivant  dlirers  3>qs,  Il  em- 
ploie un  moyen  moins  direct  pour  dvdiiire  ces  Tormulea  (35  )  do  Tot^ 
mulet  (aO  rïlnll™.  »ui  dlreclio»!  principales.  If  est  fondé  (  £«ri:/«I, 
Iroiiiime  année,  p.    iCS  et  J77}  sur  les  triples  i^oKtùs  ci-deami 

■-LLL.=ll^=l^=  p^^  et  =  J,  des  noies  des  n»'  261  ol  S64,  p.  633. 
648,  qui, «mpiréesentro elles, en  rempiuaHl^i^jj  par  * S,-(-K(J,--5^-t-),) 
eonrcmiéinentï  (ij)),  eleu^ard  b  U  conBlince  de  la  tomme  il^^d^^i), 
qui  nipriMDts,  pour  loui  let  n«*,  la  dilttation  cubiqne,  donnent  Iroli 


THÉORIE    GÉNÉnALE    DE    l' ÉLASTICITÉ .  fi5g 

Nous  verroDs  plus  loin  (n"'  277, 280,  283)  qu'une  con- 
B^nence  nécesiaîre  de  la  lo!,  inëviiablcmcnt  invoquée, 
des  actions  moléculaires,  est  l'égalité  du  cocfGcientdc 
dans  />„  an  coefficient  de  g,,  dans  p^,,  d'où 

en  sorte  qu'il  faut  réduire  à  un  seul  les  deux  cocflicicnis 
de  ces  formules.  Mais  cette  réduction  se  rattache  au  point 
encDre  controversé  (a"  S67),  et  nous  ne  la  ferons  pas 

26!).  a"  Solides  ayant  une  contexlure  quelconque  ou 
des  àlasiicitcs  inégales  et  distribuées  comme  on  veut  en 
divers  sens  autour  de  chaque  point.  —  La  linéarUi,  éta- 
blie au  lenimc  ii"  2(i6,  dt^s  expressions  des  composantes  de 
pression,  donni',  en  désigniiiil  par  , 


divers  coefficients  numériques,  dont  les  deux  premières 
sous-lettres  sont  celles  de  la  composante  de  la  pression  & 
laquelle  ils  appanienDenl,  et,  les  deux  dernières,  celles 
de  la  dilatation  ou  du  glissement  qu'ils  afTeclctit  (en  dou- 
blant, pour  la  symétrie,  celle  des  dilatations }  les  for- 
mtiles  suivantes,  les  plus  générales  de  celles  du  cas  oïl  les 


éqnittons  MIm  qna 

v*('..-i'<«).„=»- 

Comme  «s  Irola  équalloni  du  premier  itgti  iloiienlia  léciJIar  pourlrnli 
>Titèm«i  it  nleon  d»  eoiiniu  e,  totu  Imn  cMlBcieou  daUeat  èlr* 
nnti,  ce  qui  donne  précMment  Ita  fonnnln  (i5]. 


66o  BTATIQDB. 

prewîons  antérieures  anx  déformations  i,g  cont  Bnp- 
posées  nulles  : 


(«6) 


270.  Preniifii-e  réduction  du  nombre  des  coefficients. 
Raisonnement  de  G.  Green  prouvant  qu  il  y  a  entre 

cités  (277^  280,  283)  qu'il  faut,  comme  conséquence 
(le  la  loi  des  actions  fonctions  des  dislances  mol  cru!  aires, 
réduire  les  //-en (e-iiar coefficients  a  à  .^miiie  distincts, ou 
admettre  les  -vingt  et  une  égalités  entre  ceux  qui  ont  les 
mêmes  quatre  indices  ou  sous-lettres,  par  exemple 
a„j/=a^«=a,rv 
Mais  en  attendant,  tu  les  dissentimenU  qui  eristetil 
encore  sur  ce  point  (n"a67,  269),  nous  allons  donner 
le  raisonnement,  qui  ne  rencontrera  aMurément  aucune 
opposition,  par  lequel  George  Green  (*),  et  après  lui 
MH.  Thomson,  RircbhofT,  etc.,  réduisent  ces  coelïi- 
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cienta  k  vingt  et  un  au  plus,  en  prouvant  lea  quinze  éga- 
illés deux  à  deus,  telles  que 


de  ceux  dans  lesquels  les  sous-lettres  forment  les  deux 
niâmes  groupes  binaires,  et  qui  af.  diffèrent  que  par 
l'ordre  dans  lequel  ces  deux  groupes  sont  placés. 

Soit  un  pelit  élément  parallélipSpède  primitivement 
rectangle,  et  ayant  ses  cAtés  x,  y,  z  parallèles  aux  Xjjr,  s; 
les  pressions  agissant  sur  ses  six  faces  prodaiseni,  en 
changeant  légèrement  sa  forme,  un  travail  mécanique 
qui  doit  être  fonction  des  cliangements  de  grandeur  et 
d'inclinaison  mutuelle  des  côtés,  c'est-à-dire  {n"  26i)des 
dilatations  et  glissements  éprouvés.  On  peut  donc  poser, 
en  appelant  T  ce  travail  par  unité  du  volume  xyz  de 
l'élément, 

(a,)  T=F(J„  J„a„fi>.,  ff„,j^). 

Si  l'on  a'acctwdait  pas  cela,  obserrc  Green,  on  ai  l'on 
regardait  le  travail  comme  dépendaut  encore  d'autre 
chose  (par  exemple,  de  l'ordre  dans  lequel  les  sis  défor- 
mations partielles  i,  g  ont  été  imprimées),  ce  serait  ad- 
mettre qu'en  ramenant  l'élément  d'une  autre  manière 
(ou  dans  un  ordre  non  inverse]  à  sa  forme  primiûve,  il 
en  résulterait  an  travail  non  égal  et  contraire,  et  qu'on 
pourrait  par  conséquent,  k  l'aide  d'un  corps  compres* 
sible  et  extensible,  créer  de  toutes  pièces  du  travail  sans 
consommation  de  moteur  ou  de  chaleur;  ce  qui  serait  la 
possibilité  du  mouvement  perpétuel  ou  la  négation  du 
principe  des  forces  vives. 

Or,  si  la  dilatation  S,  qu'a  déjà  subie  le  câlé  t  par 
exemple,  vient  à  prendre  un  accroissement  infiniment 
pelit  lesdeux  faces  opposées  xy  s'éloignent  de  i.di,, 
et  les  composantes  normales  de  pression7>„,  exercées  par 
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la  madère  environnante  siir  l'unité  de  ces  facei,  prodni- 
■ent  un  travail 

Si,  l'une  des  deux  mêmes  faces  xy  restant  immobile,  le 
glissement  g„  vient  à  augmeoter  de  dg^,  la  composante 
langentielle  de  pression  sur  l'uniië  de  l'antre  face  xj 
produit  un  travail 

iy;î„.zrfg„; 

car  ztlgir  ce  dont  s'accruît  le  cheminement  de  cette 
deuxième  face  devant  l'.^utre  d.uis  un  sens  parallèle 
aux  X  ou  à  la  composanic  Et  il  est  facile  de  voir 
que  ce  travail  est  le  m&me  si  les  deux  faces  opposées  vy 
sont  supposées  se  mouvoir  à  la  fois. 

Eu  évaluant  de  même  lo  travail  dos  autres  composantes, 
puis  ajoutant  et  divisant  par  le  volume  xys  de  l'élément, 
ou  obtient,  pour  l'accroissement  inGniment  petit  total  du 
travail  T,  dù  aux  accroissemeals  des  trois  dilatations  et 
des  trois  glissements,  l'eqression 

Les  six  composantes  de  pression  sont  donc  les  dérivées 
partielles  d'une  même  fonction  (37)  F  par  rapport  aux 
trois  dilatations  et  aux  trois  glissemeuts,  et  on  a 

(  </F  'IF  </F 

\''"^dï:'  P''=dï/  ''"'=d3.' 
]  dF  JF  dV 

1'^=^'  "^-5^- 

Or  il  en  résulte,  en  différentiant  de  nonvean,  les  éga- 
(')  On  irDBTsn  nu  n°  281  nuB  min  dcmoDSIrtUoa  da  «slls  siprM' 
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lUéa 

'Ip^     'fp,!     'Ipj,  _  'Ip^  'Ip^  _ 

"             rff^.     rfj.  ,/^.,~  rfs,,'*'" 

Le  nombre  de  ces  égaillés  est  quinze,  comme  celui  des 
combinaisons  deux  à  deux  des  six  composantes  p\  oa  « 
donc,  eu  égard  aux  expressions  (aS)  p„=  a„„3i-+  -  •  • 
de  ces  composantes  de  pression  : 

ou  quinze  égalités,  qui  sont  toutes  celles  des  trente-six 
coefficients  des  formules  dont  les  indices  sont  com- 
posés des  deux  mêmes  groupes  binaires  de  sous-letlres 
dans  deux  ordres  dilTérents,  ce  qui  en  réduit  le  nombre  à 
vingt  et  un  disUncts  (*). 

Si  l'on  y  réunit  les  six  autres  ^alités  suivantes,  com- 
battues encore  par  plusieurs  auteurs,  et  que  nous  démon- 
trerons plus  loin,  par  d'autres  considérations,  devoir 
être  admises  aussi 


on  a  vingt  et  une  égalités,  ou  la  réduction  des  coefficients 
à  quinze  distincts.  Mais  comme  l'admission  de  ces  six 
dernières  égalités,  nécessaire  dans  les  applications,  n  est 
point  indispensable  pour  simplifier  des  résullats  pure- 
ment analytiques,  et  pour  arriver  à  diverses  c m i séquences 
générales,  nous  nous  abliendrons  d'abord  de  les  employer 
{(in  du  n°2G7). 

271.  Plans  de  symétrie  de  contexture.  —  Le  nombre 
des  coefficients  se  réduit  davantage  dans  des  cas  parii- 

IMm  (Mir  GrMD,  M.  Stok»,  H.  Kii^hott,  de  U  thiorla  de  l'AluUciU,  at 
■iimI  pour  dlTar  tdnltau  de  Cinsbr  Talatifk  k  U  Ihésrig  di  U  tumUie. 
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culiere  relatib  1  la  conlexlare  du  coips,  par  exemple 
loraque  celle-ci  ett  syitfétnque  par  rapport  à  un  certaui 
plan. 

Alors,  comme  l'ont  remarqué  Green  ea  1S39  ('),  et 
Caucby  en  i854  (**)  P^""  ""^  considération  plus  di- 
recte qn'il  n'avait  fait  en  i8s8  (voyi-.z  a"  282  ci-après  ), 
si  ce  plan,  mené  par  In  point  M  [t,  y,  z),  est  perpendi- 
culaire à  la  coordonnée  x,  les  formules  telles  tjue  (  36), 
donnant  les  forces  ca  fonction  des  petits  changements  de 
forme  estimés  suivant  les  trois  coordonnées,  doivcnicon- 
terver  les  mêmes  coefBcients  lorsque,  les  axes  des  j  et 
des  t  restant  immobiles,  on  change  celai  des  x  en  son 
prolongement  de  l'autre  cAté  dn  planez. 

Or,  alors, 

P/T'  Pf<  ^-  S.- 

conservent  la  même  grandeur  et  Je  même  signe,  tandis 
«pie 

/>«.    Pjt'  ï«i 

changent  de  signe  ea  conservant  leur  grandear.  Il  faut, 
en  cons&iaence,  qne  les  coeGGcients  de  et  g^^  soient 
nnis  dans  p„,  pj^,  p,„  p^„  et  que  les  coefGcienis  de  i„ 
i„î>,  et  g^,  soient  nuls  dans  p,„p,f  \  ou  que  les  for- 
mules (ati)  se  réduisent  à  la  forme  suivante  (3a],  où 
nous  avons  donné  les  mômes  désignations  aux  coefficients 
qui  viennent  d'être  démontrés  égaux;  nous  avons  même 
représenté  par  les  mêmes  lettres  avec  ou  sans  accents, 
ceux  qui  doivent  être  faits  égaux  d'après  le  principe 
[égalités  complémentaires  (3i)]  démontré  plus  loin 
(n^STTfâSO,  S83},  mais  que  plusieurs  Géomètres  con- 

{•-)  Air  U  fH-ifaii  iaiintmtt  (Camfm  nadmi,  t.  XXXVIII,  p.  3l9)  . 
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testent,  d'une  réduciibiliié  plus  grande  de  leur  nocubre  : 


P" 

—  a^  +  f'J, +  c' 

Pu 

p.. 

^e'.\  +  d'\+  c 

.  -+-  Iff,. 

p,' 

^h.\  +  k.\  +  )J 

p.. 

p- 

formules  qui  sont  à  treize  coeSicieDts,  mais  dont  seulc- 
Dient  neuf  distincts  si  l'on  efface  les  accents  en  adoptant 
le  principe  de  la  réductibilitR  plus  grande. 

Trois  plans  de  symétrie.  —  S'il  y  a  au  môme  point  M 
[x,  y,  z)  du  corps  un  second  plan  de  symciric  ou 
plan  principal  d'élasticité  (*) ,  ce  plan  étant  supposé 
perpendiculaire  aux  j',  les  équations  (3i)  doivent  rester 
les  mêmes  en  changeant  à  la  fois  les  signes  de  pj,, 

un  troisième  plan  de  symétrie  ou  principal  d'élasticité 
perpendiculaire  aux  z,  et  les  formules  se  réduisent  à 

(331      jftr=f^^+  bS,  +  .rj,  j    01  j/,„^e(r,„ 

à  neuf  coefficients,  dont  six  distincis  si  l'on  ne  refuse  pas 
d'admettre  le  principe  eu  vertu  duquel  les  accents  peu- 
vent être  clFacés. 

272.  jixe  de  symétrie  au  d'élasticilé .  —  Si  tout  est 
égal  autour  d'une  droite  menée  par  M,  parallèlcraenl 
aux  X  par  exemple,  on  devra  avoir 

I  NDn.«ul«mei.l  b  ^  c,     e  =  f ,     e'  ^  f ', 

j       M=ii.«.™rob  =  2d  +  d'; 
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car  lei  formulée  devront,  comme  l'a  encore  remarqué 

Green  (*],  conserver  les  mêmes  coeffidenU  après  qu'on 
aura  fait  tourner  les  axes  des  y  et  des  s  d'un  angle  infi- 
niment petit  autour  de  l'axe  des  x\  or,  soient  t  ce  petit 
angle,  et  y',  z'  les  nouvelles  directions  de  ^  et  z  ;  d  l'on 
fait  dans  les  formules  de  transformation  (6)  et  (16) 

c„.~.,    v  =  o.    =.^  =  0. 

Cn'  =  0,     V  =*,      C,^  =  I, 

OU  aura,  eu  négligeant  le  carré  de  e, 

Pr,  ^p,s>  />,',•— -p^  +  i/i^t,    p.'^=p..—  ipj.i, 

py,.  =  p^,+{p„-p„j,.     p..,=p„-/l„t,     p.^—p^  +  p^; 

fli 

Pour  qu'on  ait 

avec  le  même  coefficient  d  que  dans  pf,=  àgjit  f  f*t>t 
donc  que 

Pf*  +      -ftj)*  ^'  e.t  =  dg„  +  (b  -  d')  (S.  -  S,)., 
<»l(.u»l  =d[e>,  +  a(a.— J,)f]  • 

ou  qu'on  ail,  entre  les  coefficienU,  précisément  la  relation 
énoncée 

b  =  ad  +  d'. 

Et  celte  ralatioR  suffit,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier 
au  mayea  des  formules  pardcularisées  de  transformation 


(*)  Or  ll{flBZtaii  ■JuiR(/vcfloii^£^l,p.  7. 
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qu'on  vienlde  poser,  pour  que  p.',',  p.v,  p.'ji  Piy  Soient 
aussi  exprimés  en  i„  iy,  9,',  g.-^,  g^y  de  Ja  mËme  mmuière 
et  ftvec  les  mêmes  coefficients  que/)„,  p»,...,  le  sont  en 
d^,>..  ;  oo  pour  que  Mx,  mend  de  M  parallèlement 
aux  X,  soit  ce  qu'on  appelle  un  axe  d'élastieàé. 
D'où,  pour  les  formules  relatives  à  cette  contcxlure 

I/<„  =  a3, +  e'J^-(-e'i,  1  f      =  d  .gy„ 

=  e'3,  4-  d'3j  +  ( ad  +  d' ]D,  )         \p^  = 

à  cifj^  ou  à  (ro;>  coefficients,  scion  que  l'on  conserve  ou 
qu'on  eOace  les  accents  (numéro  précétleui), 

273.  Isotropic.  —  Si,  outre  l'axe  d'élasticité  M  pa- 
rallèle aux  il  y  a  au  même  point  M  (x,  j,  z)  un  axe 
dVlasticité  tily  parallèle  aux  y,  il  faut  qu'on  ait  encore, 

d'au  il  résulte  qu'on  a  aussi,  au  même  point,  un  axe 
d'élasticité  Mz  parallèle  à  la  troisième  coordonnée  z. 

De  plus,  comme  en  changeant  les  axes  M/,  M  z  en  deux 
autres  M)'',  Mz'  sans  changer  x,  les  formules  (les  compo- 
santes ont  les  mêmes  coefficients,  on  voit  que  M^'  est 
atissi  axe  d^élaslicité.  Il  en  est,  par  suite,  de  même  de 
toutes  les  droites  tracées  dans  le  plan  passant  par  el 
par  M^;  c'est-à-dire  que  toutes  les  droites  tirées  par  M 
sont  des  axes  d'élasticité,  ou  que  le  corps  est  ce  que  nous 
avons  appelé  isotrope  (n"  2i)8). 

Alors,  en  effet,  les  formules  deviennent,  pour  tqiu  les 
systèmes  possibles  d'axes  rectangulaires  : 

I/t„  =  (ae  -H  -H  e"  a,  +  •'S.  1  iPr*  =  'Sf> 
/.j,  =  e'a,-(-(ae  +  e')ï,4-e'3.  et  U,.  =  e*-. 
/»»  =  c'a,  -H 6*9,+  (ae  +  o')a.  )        ( Pv= 


6â8  BTÀTIQUE . 

OÙ  devrait,  comme  nous  avons  dil  { voyez  aussi  plus 
loin  U^ST?  i  280),  être  fait  égal  à  e,  et  qui  aont,  da 
reste,  loriqa'oa  pose 

e=i*,    e'  =  K., 

identiques  avec  celles  (iS)  qui  ont  été  obtenues  en  met- 
tant en  oeuvre  d'une  autre  manière  (n"  268)  le  lemme 
(n"  266),  en  vertu  duquel  les  composantes  de  pression 
p^,  sont  fonctions  linéaires  des  dilatations  et 

27ii.  Corps  simplement  homogène,  ou  partout  de 
même  contexlure,  égale  ou  inégale  dans  les  divers 
sens  autour  de  chaque  point.  —  Il  faut  enleiidre  par 
homogène,  dans  une  acception  mécanique,  un  corps 
dont  la  matière  oppose  en  tous  ses  points  les  mêmes  lé- 
■istances  au  déplacement  relatif  de  ses  parti»  dans  des 
directions  homologues,  tout  en  □ 'étant  pas  n&eSMÎre- 
ment  hotropCfOM  foavant  offrir  des  résistances  d'intensité 
très-différente  dans  les  diverses  directions  autour  de 
cliaque  point. 

Si  les  directions  prise»  comme  homologues  d'un  point 
à  l'autre  sont  des  directions  parallèles,  on  a  l'homogé- 
néité parallèle  ou  la  plus  oi'dinaire,  comme  celle  des 
cristaux,  des  corps  fibreux  et  allongés,  etc.  (*). 

Pour  les  corps  qui  en  sont  doués,  les  coefficients 
.„,„....  .,„,  (n-  209),  „„  ceux  ,„i  1.»  remplaçât 
dans  les  cas  particuliers  ci-dessus,  sont  les  mêmes  en  tous 

le.  i.„;,„.,. 


(")  DansHii  llumoiro  mr  In  diffireMs gma  £h!,m,^ènéilé  (Complu 
rtmlw.ii  miiIi86D,  t.  L,  p.  gJo,  on  Jau'imli/f  U.  Uam-ille,  iS65),  ntïli 
pige  56a  de  ta  aanTella  édilian  de  Ifavior,  on  a  considoro  luui  :  i»  l'ho- 
mogëDiilé  Kmi^Uire  ou  cyliidrigue,  commo  colla  d'uno  11^0  eourMe 
<D  oaide  au  d'un*  plaqua  plojrée  on  tuyau,  3°  l'tionioijénélU  paUira  oa 
ipUrl^a»!  U  DU  a  montré  qu'il  j  »a»  une  iellnlld  d'aulres. 
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S75.  Expressions  des  dilatations  et  glissements  au 
moyen  des  déplacements  des  points.  Gis  de  déplace- 
ments très-petits.  —  Soient 


les  projections  sur  les  x,  les  j  ,  les  z  du  déplacement  qu'a 
éprouré  dans  l'espace  un  point  quelconque  M  do  corps 
considéré,  en  sorte  que  aea  coordonnées  rectangles 
X,  jr,  I    tont  dgTSBnn    x-^-u,  jr  +  't  •  +  «'. 
Si  les  coordonnées  d'an  point  très-voîiiu  M' étaient 
i  +  A»,j*,  s, 

elles  sont  derennes 

En  sorte  qne,  comme  leur  distauce  MM'=  Ax  est  de- 
venue        +       OQ  voilqu'uue  longueur 

d'une  peiiie  ligne  primitivemeul  parallèle  aui  X,  menée 
du  point  M,  a  pour  projections 


De  même  nne  longueur 


dVne  petite  ligne  primitivement  parallèle  auT^,  menée 
par  M,  a  maintenant  pour  projections 
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On  a  donc  pour  le  carré  de  la  longueur  de  la  première, 
par  exemple,  de  ces  deui  li{!nes,  et  pour  Je  cosinus  de 
leur  angle  primilivemcnt  droit 

i  <-.-(.^£)v(£)V(f)'. 

(36)1               ^     ^                       <fr  ^ 
i      _  '"^./x     rfj-  -Le     [  ,ly       dx  dy 

.  Qaand  u,  c,  iv,  et  par  consécpient  3,,  f^.,  g,^.  sont  très- 
petits,  on  peut  en  développant  négliger  leurs  carrés  et  pro- 
duits. Il  en  résulte,  en  écrirant  des  résultats  analogues 
pour  les  autres  dilaiaiitms  et  glissemenU  : 


276.  Équations  différentielles  indéfinies  et  définies 
pouvant  fournir  les  déplacements  des  points.  —  Celles 
qu'on  appelle  indéiSuics,  qui  conviennent  à  tous  les  points 
du  corps,  s'obtiennent  en  substituant  dans  les  équa- 


(")  Les  ililnlaliuiis  r.l  |;lisscraijpls  peii»cnt  Olro  lnl»-polil9,  commo  nou 
■TOUS  dit  [  n"  56!,  UcriMi;rù  Bolc),  bicE  qnc  ics  déplacïmonU  .1,  .■,  10  aisn 
des  grondeurs  cuHsidornblc».  Alors  les  eiprcisiona  (30)  da  (■>  +  '!>.)' 0 
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l'équilibre  d'un  élément  paraDélipipéde,  les  fomnles 
ou  (3î}  à  (35)  à  la  place  de  p„,  p^,,...,  p,^,  puis  le» 
six  formules  (37}  qui  expriment  . . . ,  g,,  en  u,  v,  w 
dans  le  cas  011  ces  déplacements  sont  très-pelits  ;  cas  auquel 
on  peut  ordinairement  ramener  les  autres,  où  des  déplace- 
ments do  toute  grandeur  sont  supposés  ne  changer  que 
dans  une  faible  proportion  les  petites  dislances  molécu- 
laires, parce  qu'on  peut  alors,  dans  chaque  petite  partie 
du  corps,  décomposer  les  déplacements  réels  en  déplace- 
ments très-pelils,  et  en  translations  et  rotations  qui  ne 
changent  point  les  distances  et  n'engendrent  point  de 
pressions. 

On  obtient  ainsi,  en  se  bornant  an  cas  âe  trois  plans 
de  symétrie  on  principaux  d'élasticité,  on  les  formules  de 

pressions  (33)  sont  applicables) 


et ,  dans  le  cas  d'isotropie,  pour  lequel  d  =  e  —  f , 
d'=:  e'  =  f,  a  =  b  =  c  =  ae  4-  e',  auquel  se  rappor- 
teoi  les  formules  (35),  en  J  remplaçant  e  par  -  A-  et  e' 
par  K  pour  les  rendre  conformes  à  celles  (  ^5  )  que 
Cauchy  a  oblenars  primitîreroent  par  d'autres  consïdé- 


'^[d^^'^^fy^-^li^} 

*  +  2K  d  Ida      dp  rf.v\ 

Outre  ces  éqnatïoDs  aux  dïlTérences  parlïellcs  indéfîiiicG 
da  second  ordre  en  u,  v,  w,  il  faut  poser  et  employer 
les  équations  définies.  On  les  obtient  de  même  en  mettant 
dans  les  équations  (lo)  ^„cos(n,  x)  +  ...  =  ocos(o,2;), 
Pi,t!M[n,x)  +  . . .,  les  formules  (û-dessus  des  pressions 
en  S,,.  ..,  grj,  et,  par  suite  en  ti,  v,  w,  à  la  place  de 


277.  Èlabli!semem  de. 

,for„mk,d„pr„. 

uonicncal- 

culant  directement  hs  ivs 

ulldiilcs  tics  action 

1  moicculni. 

„„«,,/„,."  2»)  (/,;« 

„™!),«™ 

embrassant  le  cas  gi-iicral 

■oi.ilj  n,„i,,lfji,„ 

antérieurement  aux  peliu 

„Mfo,n,Micn,  ou 

aux  dépla- 

céments  considérés.  Théorème  Jondamenlal.  —  Au  lieu 
de  partir  de  la  linéarité,  admise  par  tout  le  monde  et 
dëmontréti  comme  lemme  an  n"  266,  des  composantes  de 
pression  en  fonction  des  six  déformations  élémentaires 
9  et  g  lorsqu'elles  sont  très-petites,  lemme  basé  essen- 
tiellement comme  on  a  tu  sur  la  loi  des  actions  entre  les 
points  maléiiels  à  des  distances  très-peiiies,  exprimons 
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directement,  comme  a  fait  Cjui-Iiy  I  ').  les  résultâmes  do 
ces  actions,  et  calculons  avi'c  lui  ic  qu'elles  duvif^unetu 
en  intensité  et  en  direction  après  les  petits  changements 
des  distances  moléculaires.  Celte  mcllioJe  nous  permet- 
tra de  ne  point  supposer  que  l'état  priuiilif  soit  ce  que 
nous  avons  appelé  un  état  naturel  (a°  WQ);  de  tenir 
compte,  ainsi,  de  ce  qne  les  attraclions  et  répulsions  mo- 
léctilaires  antérieures  aux  déformations  considérées  pou- 
vaient avinr  des  résultantes  non  nulles,  ou  produire  déjà 
des  pressions,  et  de  ce  qoe  ces  actions  influent  alors  sur 
les  pressions  oltérieures  autrement-que  par  une  simple 
addition  des  pressions  primitives  qu'elles  engendraient. 

Pour  apprécier  facilement  la  pan  plus  oa  moins 
grande  d'influence  des  actions  qui  s'exercent  i  diverses 
distances  et  sons  diverses  inclinsisons  sur  le  plan  de  la 
.  face  ab  qu'elles  traversent  [Jig.  S9),  nous  démontrerons 
d'abord  le  théorème  smvant  : 

TaÉoakMZ.  —  La  pression  sur  une  petileface  ab,  ou 
(n^SESS)/»  résultante  d»toules  tes  actions  niolcculaùvs 
sensibletqui^  exercent  à  travers  sa  superficie  peutéire 
remplacée  parla  résultante  des  actions  tfui  seraient  exer- 
cées sur  chaque  molécule  m  d'un  des  côtés  de  son  plan . 
par  une  masse  concentrée  à  ton  centre  M  (jîg-  5g), 
égale,  pour  chaque  molécule  m,  à  celle  d'un  cylindre 
de  la  matière  du  c6lé  opposé,  ayant  u  pour  hase,  et  une. 
hauteur  éga/e  à  la  distance  de  m  au  plan  de  u. 

En  sorte  que  si  p  représente  la  densité  du  corps  (ou 
celle  de-  la  matière  de  gauche  si  elle  dill%re  de  celle  de 
droite)  ; 


^')  DiD>  deux  betBK  MénairM,  \eitrét  aux  Bjurclea  dé  BeMmail- 
lutt.  treidine  landé  (iSiB),  p,  iSt,  Sarf/jallan  ti  te  unavtmni  il'au 
lytièatA  fvinlt  (pr^HBls  t  l'AtadéDio  la  i"oelabn  ttrj,  le  mttM 
JoRT  où  PolMoa  en  préunUlt  ua  Mir  Ig  mine  lulcl!.  et,  p.  3^3,  Oc  ta 
prttdm  oa  MwfM  ifani  un  irilimt  dcpeinU  metiritli. 
1-  . 


6^4  STITIQVE. 

t-  les  tlilUncea  Mm  du  centre  M  aux  molécules  m  du 
cité  droil  de  la  face; 

D  la  direction  de  la  normale  Mn  à  la  face  du  uiétne 
c6té; 

.  Et  par  conséquent  p.w.fcos  (/'|it)  la  masse  du  cjUndra 
de  matière  du  côté  gauche  répondant,  de  la  manière  dite, 
il  là  molécule  m  du  cAié  droit; 

EnGn^r  représente  l'intensité  de  l'action  de  deux  mo- 
lécules d'un  côté  à  l'aulrc  de  la  face  pour  l'unité  de  leurs 
masses,  et  ô  la  distance  r,  et  aussi  dans  la  direction  r 
(car  l'analyse  ci-apriès  s'applique  tout  aussi  bien  quand 
la  contexiure  varie,  de  sorte  que  la  fonction  /  change 
avec  la  direction); 

La  pression  équivaut  à  une  résultante  d'actions 

»i.(n.rcos(/',n)./r 

s'exerçant  à  toutes  les  distances  rdu  centre  M,  et  a'éten~ 
dant  B  toutes  les  molécules  m  du  côté  droit. 

En  effet  si,  parmi  loules  les  actions  des  molécules 
m', ...  de  gauche  sur  les  molécules  "i",  m", ....  ou  mj  de 
droite  dont  les  directions  traversent  u,  nous  con^iilérons 
d'abord  seuli'nienl  celles  qui  ont  lieu  à  (ifs  distances 
égales  et  parallèles  à  une  certaine  ligne  r  ou  IMm  tiiéi' 
arbiir.-iiremeiil  du  côté  droit  par  le  centre  M,  toutes  ks 
roolpculcs  de  gauche  qui  les  exercent  sont  évidemment 
contenues  dans  le  c^flindrc  oblique  ahb'a'  élevé  à  gauche 
sur  ah=,iù  comme  hase  et  ayant  des  arËics  égales  cl  pa- 
rallèles.à  r;  de  même  que  les  molécules  qui  les  éprouTeni 
■ont  tQUles  contenues  dans  un  cylindre  égal  ahb'a' 
âeré  h  droite  en  prolongement  de  l'antre.  Leur  somme 
équivaudra  donc  i  l'action  qui  serait  exércée  sur  une 
molécalc  unique  m  située  i  l'extrémité  m  de  la  ligne  r 
par  tonte  la  maBKj9.urcos(r,  n)  de  ce  (^lindre  oblique 
de  gauche  cqucentré  en  M.  . 
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Il  résalte  de  ce  ihiioième  (*)  que  s'il  s'agit  d'une  pres- 
sion intériKure,  ou  si  la  matière  est  la  mËine  des  deux 
cAlës  de  la  face,  et  si  nous  appelons  encore 

s  le  sena  arbitraire  suivant  lequel  on  veut  prendre  la 
composante  <àp„  de  U  pression  sur  u; . 

Et  (avec  Poisson  et  Cauchy)  : 

^  une  somme  relative  aux  distances  r  du  centre  M  de 
la  face  à  toutes  les  molécules  environnantes. 

En  sorte  que  ^  ^  sera  la  somme  relative  aux  molé- 
cules d'un  des  deux  c6tés  ; 

On  aura,  en  divisant  par  u,  l'expressiou  générale  sui- 
vante de  la  Gomposanlei  suivant  une  direction  dounée  s, 
de  la  pression  sur  l'unité  d'nne  petite  face  dont  la  nor- 
male a  nue  direction  n  aussi  donnée, 

(4oJ  p„=pg^r./r.co.{r,n)cos(r.,)i 

formule  fondamentale  dontl'exaclilndê  ne  noua  a  jamais 
paru  douteuse,  et  qu'il  n'y  <  plus  qu'à  parti cnlaris'cr  pour 
avoir  toutes  les  autres  formules  de  la  mécanique,  malécu' 


f  ■)  Kons  r»ïon»  dSraDnIré  roni  la  première  fois  /wur  celu  J^fi-iLoit 
i(!(apvuf«H(n<"9SJ.!54)llB5oc[4li  plilloinalhlque  en  Tniii  iK.y,,  ei 
aui  Complu  raldu,  7  julllel.  iSj5  (t.  XXI,  p.  nj).  Ciuchy  i'a  démonlr.- 
da  mima  dani  an  Hcmolre  inédil  {Complet  ti«du,,  i3  juin  et  M  juillet, 
t.  XX,  p.  fjBS,  at  L  XXI,  p.  iili].  n  eil,  au  rota,  pretquu  évident,  et 
Il  ■  élé  adaft  tniri  par  Potiaoa  (t.  Vill  du  Uémlni  de  PlmUtHt, 
p.  37s,  tlJmmuldeVÉcalf  Pajflu^'^t  XX'  abilr,  irt-  iGou  p.  3r), 
par  MH.  Umé  et  aipejran  (Saruu  Arufirj,  I.  IV,  p.  jSS  on  aru  ja), 
par  Ciuch]'  (EMrcicrf,  troialtme  >nn<«,  'p.  3i6J  pour  uos  aatra  dc- 
HuitlDn  do  la  preaaion]  et  M  a'adié  coniloli  qna  dapdis  qD'on  a  pré- 
teoda  établir  Ica.fariBalM  dea  pru^n*  parnn  aimpla  tii»nDBa«it 
malbêmaliqtiB  [n'  !67],  aana  sa  bâter  lur  In  lolpbjniqoe  daaaeiiai» 
molécalaira  k  diitanu. 

43. 
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laire  appliquée'princtpalenieul  à  la  lliéorie  de  l'i-lasiicilé. 
Nous  aurions  pu  on  lii'crmèine  les  théorèmes  I  ei  II  des 
„■■  258  M2S7,eile.  .ï.li.é.  (3),  (4),  (51; .™. 

nouâ  avons  préféré  IfS  déduire  ci-dessus  de  cou  sidéra  lion  s 
-cjue  personne  o'aii  jamais  conleslées,  et  qui  sont  duesi-ga- 
.lenicDtà  Caacliy.  Il  scraii  facile  àt:  la  démontrer  (*)  pour 
des  systèmes  mélangés  de  molécules  de  nature  différente 
eierçant  des  actions  muiuelles  de  diverses  intensités, 
fr  éiatit  alors  mie  foncUon  en  quelque  sorte  moyenne 
composée  par  règle  d'alliage. 

278.  jippUcaîion  au  cas  ih  contextiire  le  plus  gé- 
néral, —  Nous  n'avons  à  coiisiUércr  ici  que  ce  qui  se 
pisse  dans  une  portion  trèa-petiie  du  corps,  contenant 
les  molécnies  exerçant  des  actions  d'une  inteasïié  sén- 
rible  d'un  cdlé  à  l'autre  de  petites  faces  se  croisant  en  un 
même  point  M;  et  les  déplacements  des  divers  poinis  de 
cette  portion,  quelle  que  soil  leur  grandeur  absolue  dans 
l'espace,  sout  toujours  s[i|iposcs  tels  que  les  dislances  des 
uns  aux  autres  n'augmentent  ou  ne  djroiiiucntquedansde 
ti'ès-faiLIcs  proportions. Nous  pouvons  doue  supposer  cette 
portion  de  corps  ameuêc,  de  prime  abord,  par  des  transla* 
lions  et  rotations  n'altérant  en  rien  les  disiances  mu- 
tuelles, dan»  une  situation  où  ses  poiuls  soient  Irès-voisins 
des  emplacements  qu'ils  doivent  occn()çr  .T|irès  les  dépla- 
cements, ce  qui  lie  changera  rien  au\  loices  déM-loppées. 
De  celle  manière,  nous  pourrons  sup|i05!-r,  aiee  <:aucliy 
elles  autres  auteurs,  les  diiplaceiiwnU  Irès-pcdts,  sans 
restreindre  la  gcnéralilé  des  foroiuli's  n  iililciiir  |iiiur  les 
pressions  sur  des  plans  perpendiculaires  aux  ctiordonnées 
rectangles  (**). 


(•]  NoUYdIa  édlUoirdei  Ltfoiu  de Ntrlcr,  AppeadiM  III,  nolu  du  J  i3, 

p.  ie,. 

(**)  Ou  iroaTS  m  mtoc  Appendice  III  <1«  U  DomellaMiUon  de  Hirlar, 
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. ,  Soienidpnc 

".T,  j",  Jt  les  coordonnées  rectangliw  du  centre  M  de  la 
fane,  avant  Ici  déplacemt^nts  ; 

x  +  ii,  y+v,  z-i-tv  ce  que  sont  devi-iiuns  ees  coor- 
données, ou  H,  c,  11'  les  projeclions  sur  les  x,  Ifs  y, 
les  z  de  si>»  déplacemetii,  supposé  1rèB-|ii'lii  rommr 

x-\-x,  y+y,  z  +  z  les  coordoiiiiées  primilives  de  la 
moli-eiile  m  Irès-proclie,  ou  x,  y,  z  li's  projeeliiins 
de  Mm  —  r  sur  les  x.y,  i; 

x  +  ii+x  +  A»,  j+f  +  y-t- Al.,  -  +  „.  +  zH-Aii- 
les  eoordoiiiJl-es  de  la  même  mnléeiile  m  après  l.'S 
'dépUcemenisC), 

p  la  densité,  ou  la  masse  (le  l'unité  de  volume  autour 
de  M  avant  les  déplaecmcnts  ; 

Pi,  r,  les  valeurs  qu'obi  prises  la  densité  p  ci  la  petite 
disunce  Mnt  =  /' après  les  déplacements; 

pin  p'jf-r  P%  les  grandeurs  que  pouvaient  avoir, 
avant  les  déplacements,  les  six  romposantes,  paral- 
lèlement ans  e,  des  pressions  sur  l'unité  super- 
ficielles de  trois  petites  fares  se  croisant  au  point  M 


Dote  in  %  l3,  p.  567  k  S^,  li  mhmt,  aniljH,  uni  r^uin  itnii  pr^li- 
falemanl  Ita  d^ilicamcnls  u,i',  iv  ■  Un  Irn-peliU  <t  untmAinsIa  hire 
eulnr  dan)  lenlcnlj  ol  miul,  en  pnnint  1»  prcisiona  lor  iet  pl»u 
<|ddooii(|DS  T«ctingal>lr«  qu  obliquva  fort  pfrii  [ni^lln^a  sur  IcA  plans 
mslérïeh  prirnïtiTcmcnL  pi?rpcndicu1aiF»  am  ^.fi  aa  tipa  de  fie  1« 
prendre qucsurdts  pliiit  n^lui^Ilf^mciii  perpendiFiilniri^s  mxmtmtttaor- 
dDnnrcs. 

(  -)  (>.<  nr,l,lii,n.  ,<,nL  II  p.u  |.,o,  c.llr,  qni-  Cuch;  ,1  ,lJi>,.lci.s  li,,,,].-- 
mcnl  i£r,.,v,Vr,  d„„^;j,c  ,,  d,-  ph„i,u>-  m.U^ém^liqu^.  I.  1''.  iNit,,  p.  , 

mBUoni,  pour  las  dé|i<iicein«nl>,  >,  <',ii-,  noUlion  c|iil  a  (irc^Mi  11  (i'oios  >ii. 
Lamd  et  Clapejpon,  SlakM.KiFohborr,  Heansna),  bu  lien  de  l,t,,%  i]n'cni- 
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perpcndiculniremeDt  entre  elles  et  aux  mêmes  coar- 

Pr„/'. /',,  les  compnsanles  [wur  l'uniié  su- 
perlicielle  iiii-furée  aprc!  les  i)éj>lacemeiils,  et  tou- 
jours sur  lies  faces  prrpendieul aires  et  dans  des  sens 
parallèles  aeluellement  aux  axes  fixes  des  coordoii- 

Noos  aurons  d'abord,  d'après  la  formule  fondamen- 
tale (40)1  expression  du  Lhdorème  dn  n°  STB,  en  rem- 
plaçant tiaccesùvement  n,  t  par  :r,  y,  x,  et  *u  que 
rCM(r,  £]=:](,    r'COs(r-,^)  =  7,    i-cos(r,  i]  =  X, 

les  exprosnona  anivantes  des  composantes  de  presûon  an- 
térieures aaxdéplacements 


et  enaaitc,  poar  deux  des  composantes  après  les  déplace- 
ments, s,  y,a  deTcnani  x+ Ah,  y  +  Af,  z-i-i^w- 

(^3)        /v.  =  J  S    (y  +  A") +  à.«.)^. 

Or,  en  projetant  ûu,  &  Aie,  excès  des  dcplacemenis 
de  m  sur  ceux  de  M,  sur  leur  ligne  de  jonction  primi- 
tivc  r,  et  prenant  la  somme,  on  a,  pour  l'accroiisc-ment 
que  celle  ligne  a  snbi,  A  cela  près  de  grandeurs  négli- 
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(44)  r,—  /-.Il  î  iu  -4-  î  iw  -(-  î  Ah-, 

El  puisque  l'accroisse mcnl  — '■,  posilif  ou  iiégaiif,  est 
eiirëmemenl  petit  vis-à-vis  lie  '■,  on  peut  prendre,  en  dé- 
veloppant la  foRclioii  —  de  i\  =r-i-  {i\ — »■),  eten  se  bor- 
nfttit  à  la  puissance  première  de  /"i  —  r. 


Siibsiitnantdaas  (4a}  et  (43)i  cffccluaut  les  multiplî- 
cations  et  néglif^ant  les  carrés  et  les  produits  des  accrois- 
senients  A  des  déplacements,  nous  avons 


Or,  quelque  irrégulière  que  puisse  être  la  marche  des 
déplacements  des  molécules  quand  on  passe  do  l'une  à 
Vautre,  les  irrégularités  individuelles  disparaissent  lors- 
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qu'ooen  considère  simultanément  un  nombre sniBunt;  ei 
les  moyennes  û,  v,  te,  ou  les  déplacemeiita  des  centres  de 
gi  aviiû  de  leurs  groupes,  peuvent  étrer^oidéi  comme  n- 
riani  assez  régulièrement  avec  :r,  j-,  c,  pour  qu'on  puisse 
appliquer  le  ihtorème  de  Taylor  au  développement  des 
accroiuements  A  qa'ils  suliîssent  lorsqu'on  passe  du 
point  {x,y,x)  au  point  {jr  +  x,  y+j,  «-t-*).  II  en 
résulte 


qui  est  conforme  à  celle  [i4)-de  ir'=-  ' 

Enfin,  îl  ne  faut  pas  oublier  démettre  pour  la  densité 
sa  valeur  nouvelle.  Contme  les  dtm^sions  d'un  élément 
parai lélipipède  rectangle,  parallèles  aux  aux  aux  e, 
se  sont  dilatées  respectivement  dans  des  proportions 
(.•274) 

iftt      dv  d.v 
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et  comme  ses  angles  presijue  droils  ont  encore  l'uniié 
pour  sinus,  son  \o)umc  s'c-sl  accru  dans  lu  proporlioa 


Il  y  a  d'autant  moins  du  molécnles  soai  mAme  volui 
et  l'on  a  pour  la  nouvelle  densité 


148) 


(du      du    "  du'\ 


Celte  expression  doit  être  mise  pour  p,  dans  les  for- 
mules (46}  en  mime  temps  qu'on  y  met  {47)  pour  Au, 
Av,  Aw.  Cela  revient  à  mettre  p  pour  p,  hors  du 
signe  g  et  à  mulliplicr  par  i—  — )^  li-'S  seuls 

premiers  termes  —s',  — yide  (46)  entre  croehets;  car 

les  produi 
négligés. 

En  opérant  ces  substitution  1,  et  en  ayant  ëgard  aux 
valeurs  {4')  des  pressiotis  anténeures  p",  puis  en  faisaui 

.1  (tainiiJea  autres,  , 


683  STATIQUE. 

'es  pressions  dan  S  Icsquel  les  len  sommes  ^  soDt  loulcs  rala- 

lïves  k  l'état  prïmitîf  quant  i  la  situation  des  molécules 
ou  anx  grandeors  des  distances  r  et  de  feors  projec- 
tions x,  y,  z,  on  obiienl 


c'eat-ft-dire  des  expressions  se  composant  chacune,  1°  de 
pliuiears  termes  ^cctés  des  six  composantes  p"  des  pres- 
sions antérieures  aux  déplacements  u,  f.  If,  et3°descxli- 
n6mn  aflectés  des  coefficients  a,  et  qui  ne  diffèrent  en 
rien  des  expressions  (a6)  trouvées  aiiirement  au  n"  969 
pour  les  composantes  de  pression  du  cas  où  il  n'y  en  avait 
aucune  antérieurement  aux  déformadons. 

Nous  avons  donc,  en  écrivant  pour  p^,,  p„,  p^,  p,, 
des  expressions  analogues,  ces  formules  [rès-générales 
des  neuf  composantes,  réduites  à  six  iiK-gales,  des  pres- 
sions qui  ont  lieu,  après  les  déplacements  ti,  c,  w,  sur 
trois  faces  maintenant  perpendiculaires  aux  coordonnées 
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rectangles  J',,^!  s,  et  d'une  superficie  égale  à  l'anilé 


,        -   (A       dw      du \ 


.  f/iv       ,  du       ,  - 
.  iftr       .  ''''        .  dt 

+ph%+p''%+p''^' 


dx    Hy    dx     dt     dy    dx     d»  ify 

k  II  piiM  da  a„  a,,  s.,  ft.,,  gui  gv  ('}- 
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Ces  formules  coalîennent  vingt  et  une  constanies,  mais 
dont  six,  KaToir 

ne  sont  que  les  composantes  des  pressions  primilivcs  . 
toutes  nulles  quand  Vétat  antérieur  aux  dèplacrmcnis. 
était  un  état  bàtdkbl,  où  aucune  force  cxlérii-urc  n'igis- 
■ait  encore  sur  les  molécules.  Quant  aux  autres  con- 
■laniei,  au  nombre  de  Irenle-tix  en  apparence,  appelées 
comme  aux  formules  (36) 

eUesserëdaisent,danslcr3it,Hfiiinzeii/jff»cfe.isculemcnt, 
car  comme  les  sous-lettrcs  x,  y,  s  remplacent  les  facteurs 
■X,  y, z  qui sontsouslet signes^ dans  let expressions  (5o), 
tous  ceux  de  ces  coefficients  a  qui  ont  les  mêmes  sous- 
lettres  en  même  nombre,  quel  que  soh  leur  ordri-,  sont 

iD  déduit«nllmin<dii(ini(ial,diinnte,dccel1<i<quDCauch)ivali  ,l„Nné.-< 
kta  Iroliiime  année  (181B),  p.  ii>uî,  en  tubfllliiant  k  p,  qui  ]  dv-ign? 
la  dBntilo  nooTelle,  la  naleiir  (->°<^T  dàigne 

par  A  la  deniilë  anclanne  qui  ki  ici  uppeice  p. 

Poluon  a  élà  amtné  mMi  Hnaletnent,  en  iBig,  niU  ponr  la  uu)  eu 
parikaliar  da  naotrople,  k  1*  pi8B  ^  du  U'Cahier  (  I.  XIII]  du  /mtmI 
it  l'ÉaU  Patrtrcbiff  aa,  ï  CM  ali  nprenloni,  mftit  andr  caconat  qae 
lea  nauf  anlni,  lonM  Inhalât  slcoaUnanl  moioida  termea  m  ^  (qu'il 
iiTiil  donniai  k  la  pigs  {7,  et  lUHi  au  tome  ¥111  dea  Hémolni  de  l'InUI- 
lui,  p.  38i).  ne  repréicntalenl  que  In  compountes  parallèIrneDI  aux  aiM 

nminlenanl  un  peu  ob1<<|ucs  a  ces  mes  tli«,  al  aTinl  dea  giiperSd« 
primiiivenicnl  ésula  k  l'unité  aidoieiiuas  un  peu  plui  grande!  par  tuile 
de  et  qna  leura  dlmaniioni  pknllèlei  ani  i,  aui  j-,  *ui  i,  ont  aosmanlé 
duii  dea  proporlioD* 

daiki-»-^,    i'f^-    etki-f-^,  . 

remarqua  auenllalle,  comnie  sa  ptiil  itAr,  par  m  coméqoaneu,  aux 
Compta  raaiiii,  iS  jiiillel  el4  aoAt  1B61,  t.  LV,  p.  lOS,  111. 
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r'gaux,  vu  soilt  quVnlre  ci's  tri  iitt-si\  cot'f'ticieuis,  il  y  a 
noii-seulcment  les  quinze  t-^alilt;s  (3..)  n-siihaut  de  la 
permuiation  possible  desdeuic  premièrca  sous-ktires  avec 
les  deux  dernières  à  la  fois,  démoniréeii  auiremeut  par 
Grven,  mais  cntore  les  six  rgaliids  [3i)  aimplemeiit  au- 
noDcées  au  a'  270;  ce  qui  prouve  qu'où  peut  iàire  per- 
muter aussi  une  des  deux  premières  sous-leitrei  avec  uue 
des  deux  dernières. 

Les  pressons  primitives  p*,  si  elles  proviennent  par 
exemple  de  la  pesanteur,  peuvent  être  de  même  ordre  de 
grandeur  que  les  pressions  p  —  ultérieurement  pro- 
duites. Mais  elles  sont  généralement  fort  petites  vis-â-vîs 
des  qnÏDfb  coefficients  d'élasticiié  a  dont  les  valeurs, 
comme  on  sait  par  la  ihéorie  usuelle  de  la  résistance  des 
solides,  se  comptent  par  billions  de  kilogrammes  quand 
l'unité  de  sui  f^ie  est  \c  mètre  carré;  ce  qui  vient  de 
ce  qu'appaieiiiiueiii  la  foice  moléculaire^,  excessive- 
mcni  variable  avec  la  distance  /',  est  toujouts  petite  en 

cmnparaison  de  i'  Les  produits  de  ces  pressions  pri- 
mitives p*  par  les  neuf  déiiicts  '  '  '  77  pcuvunt 
donc  être  eflacés  général emem  d(.-vaiil  k-s  ItTiiii'S  des  p' 
affectés  des  coefficients  a,  en  sorte  que,  pour  les  coi  ps 
si>ltdes  lerrestres,  les  eicès 

P~P' 

des  pressions  ultérieures  sur  les  pivssions  primitives,  se 
réduisent  aux  //,  c'est-à-dire  aux  expressions  (aB),  qu'on 
a  lorsqu'on  part  de  l'état  naturel.  Mais  pour  l'étlier  lu- 
mineux répandu  dans  les  espaces  célestes  ou  daus  les  corps 
transparents,  ou  pour  l'air  si  ces  formules  peuvent  s'y 
appliquer,  ou  inême  pour  un  solide  qui  aurait  été  forte- 
ment comprimé  avant  d'éprouver  quelque  compression 
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ultérieure,  les  termes  en  p*  péuvenl  n'être  point  n^lî- 

geables. 

Au  resta,  on  explique  facilsmeiitU  prince,  dftos  (5o), 
de  termes  en  p'  afTect^  de  dérivées  telles  que  ~) 
^1  -  ■  ■  1  qui  lie  sont  pas  des  dilatations  ri  qui  ne  sont  que 
des  perlions  de  glissement;  ces  termes  subsistent  seuls, 
avec  ic  terme  en  p"  non  airccté,  quand  on  suppose  nuls  les 
glissements  et  les  dilatations,  auquel  cas  les  déplacements 
u,  f ,  te  ne  produisent  que  de  petites  translations  et  rota- 
lions.  Ces  mËmes  termes  proviennent  alors  de  ce  que  les 
faces  parallèles  aus  plans  fixes j  z,  z,r,  ry,  sui  Jesquellcs 
les  pressions  p  se  prennent,  n'occupent  plus  les  mêmes  po- 
sitions dans  le  corps,  où  les  pressions  sont  supposées 
n'être  pas  les  in&tncs  en  tous  sens  atiionr  de  cliaqtie  point. 
On  obtient  effectivement  ces  termes  par  les  formules  (6) 
=  /)„eij- -H . , .  du  changement  de  plan  de  pression, 
si  l'on  j  remplace  x',  y',  z'  par  x,  jr,  s,  et  Xjjy,  r  par 
Xt,j»t  *t  supposé  lèfirétentar  les  directiona  prïmidTea 
des  trois  droites  matérielles  recta  d  gui  aires  devenues  pa- 
rallèles à  X,  y,  s  (en  sorte  qjoe  Pn',t  /*.•■>•■  ■  ■  >  "O"'  '° 
môme  chose  quepLi  pUf'-)i  lescoNnaa  ont  alors 
les  valeurs  suivantes  faciles  i  tirer  de  considéraiioas 
semblables  &  celles  qni  ont  fourni  les  termes  de  la 
deuxième  expression  (36)  du  n" 


et  l'on  peut,  en  les  substituant,  négliger  les  carrés  et  les 
produits  de  ceux  qui  ne  sont  pas  égaux  i  i . 
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Los  termes  en  p*  dont  pous  parlons  peuvent  donc  être 
Tefs^tàéa  comme  représentant  (à  cela  près  de  qiianiiiés 
n^ligeablcs)  les  composantes  de  pressions  antérieures 
«ux  déplacements,  sur  les  trois  faces  devant  devenir  per- 
pendicuUires  ans  x,  aux  j',  aux  z. 

Ces  termes,  hors  celui  qui  n'est  pas  affecl^  de  ^  ou 
^>  ■  ■  M  ne  se  trouveront  poÎDt  dans  les  formules,  si  au 
lieu. de  prendre  les  pressions  /)„,...,  p^,  sur  ces  plans 
rectangulaires,  on  calcule  les  cooiposanii-s 

des  pressions  sur  les  plans  Irés-peu  obliques  _j  iMj:,  , 
z,Mi X,,  x,M,  dans  lesquels  ces  mêmes  plans  se  sont 
transformé»,  en  estimant  ou  projetant  les  pressions,  non 
pas  suivant  ks  intersections  .i',,  r,,  mais  suivant 
trois  droilcs  .r',  j'',  s'  perpendiculaiics  [Cspcitiveiiient 
aux  infimes  iiois  plans.  Alors  il  ne  restera  d'aileclë  des p", 
dans  les  expressions,  linios  des  formules  (5o),  des  ezcis 
■  composantes  nouvelles  sur  les  anciennes, 
que  les  premiers  termes,  tels  que 

où  se  trouvent  engagées  les  dilatations. 

279.  Équations  d'cquilibrc  les  plus  générales,  quant 
à  la  contexture  du  corps  ce  quant  à  son  état  antérieur 
aux  déplacements.  —  Au  lieu  de  substituer  à  p„, 
Prjf  •  '^P'.'        ^  éqnadons  d'équilibre  (9) 

^*-->^=-   . 

les  formules  (96)  ou  (3a)  à  (33),  comme  on  a  fait  an 
n"  STO,  si  l'on  substitue  les  formules  (5o)  qui  supposent 
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l'existence  de  proenons  pî„ . . . ,  p'y  antérieures  aux  dé- 
plaremeuts,  il  faut  en  même  temps,  daiti  ces  équations, 

faire 

X=X.-(-X„    Y=T,+T„    Z=Z,  +  Z„ 

en  appelant 

Xo,  Yoi  Zj  les  cuniposaDtes,  suivant  les  t,  y,  z,  de  la 
force  exlcrieurc  (telle  (jue  la  pesanleur),  qui  pouvait 
agir  sur  l'uniié  de  masse  au  puiuL  (j:,  y,  z)  avani  les 
déplacements  ; 

Xi,  Y,,  Z,  celles  (le&  forces  qui  pt'uvunl  être  venue*, 
depuis,  s'y  ajouter,  elqui  (avec  les  pressions  exercées  sur 
la  surface)  ont  produit  les  déplacements  j  forces  qui,  dans 
le  cas  de  mouvemenii  vibratoires,  se  réduisent  ordinaire- 
ment aux  seules  inerties  par  unité  de  masse,  en  sorte  que, 
puisque  les  différeudelles  par  rapport  au  temps  des  coor- 
dotinées  x  +  Mj^  +  f,  s  +  w  après  tes  déplacements,  se 
réduisent  a  celles  des  déplacements  u,  v,  w,  on  a  alors 

(5,)     X,  =  -^,-  T,  =  -^',    Z.  =  -S^- 

Dans  les  équations  résultant  de  cette  substitution,  le» 

forcL'S  primitives  Xq,  Yg,  Zg  disparaîtront  ainsi  que  les 
dérivées  des  pressions  primilites  /i°  dans  les  termes  où  ces 
pressions  ue  sont  pas  multipliées  par  les  déiivées  —  ■  ■ , 
^>  des  déplacements,  car,  en  vertu  de  l'équilibre  pri- 
mitif, l'on  a  (n"  262) 

dx        dy         ds       '  *  ' 
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.      dp:,  du 

t  termes  leis  <jue  — <|ui 


nent  les  infimes  dérivées  des  pressions  primitives  mulii- 
plt^ï  par  celles  des  dcji lacements  très-petits,  on  peut 
les  effacer  parce  qu'on  suppose  les  pressions  primiiives 
assez  peu  variables  d'un  point  à  l'anti-c  ptiur  n'altérer 
que  fort  peu  l'homogénéité  des  distributions  moléculaires. 

On  remarquera  aussi  que  les  termes  négatifs  aOectés 
des  p"  seront,  après  les  dilTéreniialions  et  les  additiona, 
détruits  par  des  termes  positifs  ei  égaux,  et  il  restera 
les  trois  équations  différentielles  ; 


/du  ^\ 

ier  un*  Gitte  nriar  Im  auM 
Il  a  (pu'Ii  TtiMO  qs'ou  liant  di  diHuitr  pur  tM/>*). 

On  donnera  au      S83  les  particuIsrisaUoni  de  ceUe 
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280.  ÉtabUsiement  des  équations  indéfinies  i'éqm- 
lihre  sans  passer  par  le  calcul  des  pressions.  —  Hais 
Canchy  a  obtenu  ces  équations  d'équilibre  d'une  manière 
directe  sans  passer  aucunement  par  la  considération  des 
pressions,  pu  posntit  simplement  (comme  avait  faït,  au 
rcsre,  Envier  ilès  iS^i  pour  un  cas  particulier)  les  con- 
ditions duquilibit:  d'une  des  molécules  du  corps 

Soient  pour  cela  : 

m  cette  molécule,  dont  les  coordonnées  primitives 
étaient 3:,  y,  z; 

x-^u,  jr-hf,x  +  wce  que  cet  coordonnées  sont  de- 
venues  après  un  déplacemeoi  trës-petic  de  m^ 

m  une  quelconque  des  molécules  envirorinanies  qui 
sont  dans  sa  sph£re  d'activité,  ou  qui  exercent  sur  elle 
une  scdon  sensible: 

r  la  distance  primitive  de  m  à  m; 

Ti  ce  que  cette  dislaniie  est  devenue,  r,  —  r  étant  sup- 
posé très-petit  vis-à-vis  de  r; 

X  +  y  +  y,  s-(-zles  coordonnées  primitives  de  m; 
-H  u  4- X  +  Au,  fH-  y-H  Af,  z-i-w-Hz-hAm' 
ses  coordonnées  après  les  déplacements; 

/  la  caractéristique  de  la  fonction  de  la  distance  rou  r, 
exprimant  l'action  de  m  sur  m  ; 

X.,  T.,  Z>,  X„  Y„  Z,  les  forces  considérées  au  nu- 
méro précédent. 

Si       désigne,  comme  aux  n°'  277  et  278,  une  somme 

relative  à  toutes  les  molécules  m  comprises  dans  la  sphère 
d'activité  sensible  de  m,  l'équilibre  de  cette  dernière  mo- 
lécule, ou  la  nullité  des  sommes  de  forces  qifi  agissent  sur 
elle,  décomposées  dans  les  sens  x^jr,  z,  exige  qu'on  ait 


(■)  Erercieet  de  Milhématitaei,  trc^ièma  »anée,  p.  iSg-iii;  et  en- 
■Hlle,  Erertim  f  «lulru  et  Je  ptifil^ue  mïAulif ht,  L  I"  «1  ■■iTUU. 


TiiÉoRiB  atstakhB  de  l'élisticité.  A'gi 
i"  Aïoni  les  déplaccinctils 

1"S-:^— ». 

(531  Ls»i>-^»y.=o. 

f  m        */'■+  mZ,  =0. 
a"  Api'ès  [es  déplacements  (en  divisant  tout  par  m) 
;  S"'^^^^A,  +  x.  +  x,  =  o, 
(S4J         g„I±_£^:/^.+.Y.  +  ï.=o, 

■  I  ^fli"'*^  "'/a-»-  Z,  +  Z,  =o. 
Substituons  (4^))  ou 

nous  «tirons,  eu  elTecIuant  les  multiplicaiioiis,  et  effa- 
çant,  comme  trèa-petils  du  secoud  ordte,  vu  ta  petiicssu 
■tipfioséerdè  u,  y,  iv,  les  carrës  et  les  produits  du  Ai/,  Ac, 
ÛV,  tes  trois  équations  d'équilibre  suivatilcs,  'hnt  on  n 
reteanché  ce  qiu  se  défruit,  èii  égàrd  aux  équations  (f)3j 
fie  t'éqtiîlibru  pn'mitif  !  ■"  " 

ir  4]  ' 

g«i  |^yAi>+(xyi«-*T*Ai'-i-yia«';— +Y,=o, 


Meuons-y  i  la  place  de  Au,  Aw,  les  exprwïiotis 
{47)  que  fournil  la  série  de  Tajlor  b  trois  variables,  en 
conservant  inalnteiianllts  termes  du  sctond  ordre, tels  que 
7^  ("^  +  . .  ■  +  a  -^^^  \yj  1  qui  on[  pu  être  négligés 
dins  le  calonl  ci-dessus  des  pressions.  Nous  pouvons  faire 
passer  hors  des  signes  ^  les  dérivée»  de  u,  v,  y,  qui  sont 
tontes  rdstives  au  point  m  (x,  y,  *s)  da  corps  considéré. 
Les  neuf  dérivées  do  premier  ordre  ^»*"' 

trouveront  mnltiplié^s  par  des  sommes  qi^  sont  relatives 
i  l'état  primitif  da  même  oorps,  quant  anx  grandeurs  des 
distances  r  et  de  leurs  projections  x,  y,  x;  sommes  qni 
ont  les  formel  diverses  si 


s-?'  S'"4'- 

et  dans  les  termes  desquelles  les  petites  lignes  s,  y,  s, 
projections  de  la  distance  primitive  r  de  m  à  m  sont,  ou 
sentes,  ou  engagées  dans  des  puissances  ou  produits  du 
trtÛBÏème  degré.  Ces  sommes  se  composent,  comme  le 
remarque  Caucliy  ('),de  termes  affectés  de  signes  con- 
traires, quand  ils  sont  relatifs  à  deux  molécules  m  situées 
de  part  et  d'autre  de  la  molécule  m  sur  une  même  droite 
queleonque  menée  par  cette  molécule  centrale.  Elles 
sont  toutes  nulles  si  le  corps  est  naturellement  bomo- 
^e  (n°  ST'l)  et  si  les  forces  X,,  Y,,  qin  agissaient 
sur  lui  n'ont  pas  aSa&sk  l'^ale  distribution  moyenne  des 


(')  Enrtlcti  dt  MaMmall^i,  UaltUm»  maét,  p.  197. 
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molÀ^les  dans  la  direction  de  chaque  droite.  Elles  sont 
.  ,  ,  .  du  du  dio 

exlrememeiit  petiles,  et  leurs  produits  par  —■,  ^ 

sont  aégligcablcs,  si,  comme  od  le  suppose,  ces  nidmcs 
forces  X,,  Y„,  Z„  Ti'av.-iietit  pas  une  intensité  assez  consi- 
dérahlc  pour  altérer  d'une  manière:  sensihîc  l'iiomogé- 
iiéité,  ou  si  la  ooTitextun-  prii^iitive,  bien  que  p,iu>aiil 
être  non -homogène,  ou  changeant  sensiblement  de  na- 
ture d'uue  extrémité  à  l'autre  d'un  corps  de  dimensions 
finies,  ne  varie  ainsi  que  graduellement  ou  insensibie- 
ment  à  des  distances  imperceptibles,  comme  sont  les 
dislances  r=  mm  où  s'exercent  les  actions  moléculaires. 

EQaçona  donc  ces  termes  du  premier  ordre.  Resteront 
ceux  du  second  ordre,  c'est-à-dire  ceux  qui  sont  afTectés 
des  trente-six  dérivées  secondes 

d'u  d'w       d'p  H'ai 

d^'     dp  '  "  '     dxdjr  '    Së'  "  "  dxdj-' 

Et  à  nom  multiplions  tont  par  la  densité  primitive 
P' 

les coefficienlB  seront  précisément  les  expressions  (4t}i, 
qui  sont  celles  des  six  composantes  des  presûons  primi- 
tives, et  les  expressions  (49}  qiù  sont  celles  des  coeffi- 
dents  appelés  a,  en  sorte  que  l'on  ratrouiv  les  équatiom 
d'équilibre  (5a)  déjà  obtenues,  et  les  deux  procédés  se 
contrôlent  l'un  l'antre  ('*). 

<-J  Cauchy  n  dan  né  encore,  dèi  cl  auui  pa^es  183-1S7  de  U  Irai- 
Blâme  andéa  des  Exercices,  des  équations  pour  1^  corpft  maus  ou  dé- 
pourvui  ttèlûsiictté,  et  par  conséquent  pour  loi  liquides  en  otat  de  jnuu- 

intanl,  las  parties  non  hydrotteliques  des  troii  pressions  prlncipnlos 
comme  proportion doIIo  ani  diUIallana  principales  que  le  ini>uïtm<?nt  a 
prodnltH  pendant  te  temps  inBnlmeDt  eonrt  qui  a  immcdimenieni  pré- 
cédé, en  regardant  comma  exacte  riallueneBdeadilalallDns  plus  antérieu- 
rement eniieiidriM.  Il«ni>e  ilnti  k  des  équations  semblables  li  celles  que 
Rarler  ta  1811  (18  m«n,  (.  VI  des  UAaoIrw  d>  l'i«<ft-<;  el  Poisson 
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281.  ObscFvatioii.'i  diverses  sur  celle  analyse  et  sur 
celles  qui  ont  été  pi-ésentées  par  d'autres  auteurs.  — 
Cette  double  analyse  de  Caucliy,  basée  sur  la  loi  des 
actions  à  de  petites  distances,  parait  tout  à  fait  exacte; 
car,  aa  lieu  d'opérer,  «omnie  d'autres  géomètres,  ces  in- 
tégratioiu  autour  d'un  poirtt  dont  le  principe  peut  con- 
dnîre  k  des  conséquences  contraires  k  tous  les  faits,  ainsi 
qu'il  l'a  montré  (*)  en  même  temps  que  Poisson  (**)  qui 

en  i8a9(noclolire,  au  W  Cohior  du  Jc^rnjl  rir  7  £co(c  l'ohUch-wai. 
p.  fa™,,l™7) 
aussi  démon irevs  au: 

lu  mnycn  d'une  hypr  h  p  p 

M.SIuLe,  dansuu  y 

fi„uoncfJI«id,mmo       T  qf  C« 

nrua  d'ai|iiaiiun&,bî«n  qu  ell«>  lienneDl  conpM  da  rroiLeiaont  da  flnido, 
on  da  la  nan-mi  miiliiéel  de  l'in^ilild  de  sn  proiioDi  qaand  II  M  mal, 
a  qni  avait  été  nt[;li|jê  par  le>  Cëamétret  du  dècla  dernlBr,  pinksant 
n'tlre  praprci  k  repriienler  qne  l«i  monTements  trte  lenu,  on  bisn  In 
mouTcmenti  Ir^i-réeulien  qnl  s'aptrent  dsns  les  Inliea  eiptilalic*  bien 
polit,  et  non  pM  le  nontameni  croW  et  loaiblllonnanl  qnl  »  lies  dsni 
les  eann  d'ein  et  dans  lot  tnjsni  d'un  certtln  dismèire.  K.  Siaksi,  id 
reste.  In  «  sppItqDéei  «toc  inceèt  t  I>  dilerminstien  des  oscillsUoni 
lentes  d'un  [lendule  dans  un  liquide  (g  dieembra  iSSd,  TviateiStnt 
erCamïri^  ni.  IX). 

(■)  Bstreleei,  tr^ltme  annie,  p.aoS,  lej,  iij,  ii5,  aiG,  lli.  On  y 
Toit  qu'en  ODUTanÎHaiil  lu  »nim»  |^  d'icUam  en  inlégnlu,  cantine 
les  peinb  malérleli  qui  lei  ciercenl  ËUiienl  eu  nombre  iuftni  «ironliEtt 
lei  uni  ani  eutret,  on  >rri.e  i  c«  consàquencM  :  i"  que  les  prenions 
nnl  consUmmenl  normul«  om  faces,  ou  n'onl  aucune  composanie  Un- 

l'on  eooprinie,  dUale  ou  déforme  le  eorps  dan»  rini.  riniir  duquel  elloi 
■'eXOMeOL.  DeiortequB  touileetorps  ip  conipiulrraii:»!  rammi»  un  lluide 
et  d'une  apice  mSme  que  In  naLure  n'élire  pi>iiji.  pcui  luir  ■  ee 
sujel,  au  Batltiia  de  lu  Société  philomailiijae,  as  janvier  iSj.t,  un  Mémoire 

probable  des  dernières  panicnles  de«  COtpl,  où  l'oD  eiamioe  le  célèbre 
■Xiitmadu  P.  Boscotlcta,  ol  dont  U coneluilen  est  d'secord  iteo  celle  que 
Caucfay  liraii  de  simples  contidéralion*  sur  I*  diiblbiUlé  de  la  melièro 
dinisancDundeFiifcaiBtUiua  fait  a  Turin  veM  |8}].) 
("}  Mémoire  do       atrll  iSaS,  inséré  lu  t.  Vill  det  Bématra  de 
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cependant  les  opérait  encore  imjilicilemeiil  dans  le  pre- 
mier Mémoire  où  il  un  a  sigualé  l'inconvéuieut  (*). 
Caochy  exprime  constammeul  [comme  Poisson  l'a  fait 
ensuite  complètement  aussi  l")]  ses  résultantes  de 


forces,  non  par  des  intégrales,  mais  par  des  sommes 


ou  ^  d'un  nombre  fini  quoique  très-gr&nd  d'actions  in- 
dividuelles; et,  cela,  gausse  servir,  comme  Poisson,  de 
considérations  peu  rigourcoscs  relatives  A  la  grandeur 
moyenne  de  l'espacement  des  molécules  (***),  et  sans  avoir 
besoin  de  supposer  avec  lui  que  «  le  rayon  d'activité  com- 
prend un  nombre  immense  de  fois  l'iiuervalle  molécu- 
laire »,  de  sorte  u  que  les  actions  entre  les  molécules  les 
plus  voisines  puissent  Être  négligées  devant  ks  actions 
moindres  mais  plus  nombreuses  qui  s'excreent  entre  les 
autres  (****)!),  ce  qui,  comme  le  remarque  Caocliy, 
conduirait  aux  mômes  conséquences  fansscs  que  la  subsii- 
[ulion  il'uii  nombre  infini  de  [larliculcs  contiguës  aux  mo- 
léculrs  isoléi'S  e!  espacées  (*"*').  Une  pareille  suppres- 
lion  des  molécules  les  plus  proches  les  unes  des  autres  ii'esi 
nullement  nécessaire  pour  pouvoir  représenter  li'S  dépla- 


VActdémie  ir,  Seienm.  p.  3B6,  ÎCg.  Kaaycllt  ibéorie  iaclion  capillairr, 
p.  3i  M  378J  el  Polfmi^ur  oftc  ffa^iVr,  aux  iùmut  XXXVI  (1817J, 
atXXXVIl,  XXXVIIl,  XXXIX  (i8if*;  .les  Annahi  dr  Chimie  tidePIv- 

(■)  M&ne  Hémoire  du  14  avril  1S3B,  p.  37Bk  3Si. 
("I  lltmoinda  11  octobre  1819, an XX* Cahier  daJùariial  de  fÉeeh 
;«()""'"'«■•>  P-  i'  *  i^' 
("■)  MtnoHërooIrode  iSig,  art.  16,  p.  Si  «143. 
(      )  Mémoire  de  1818,  p.  370,  378,  al  Hémoln  de  iSig,  p.  7.  8,  i3, 
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cementG  relatifs  par  tes  dértiloppements  (47)  de  Ait,  ^v, 
Atv,  puisque  les  irrégularité  individuelles  disparais- 
sent quand  on  prend  des  résoliats  moyena,  leuls  appli- 
cables aux  questions  qui  ont  rapport  i  des 'amas  de  mo- 
lécules. 

Cette  analyse  est  sous  un  autre  ra]ipi)n,  ei  comme  telle 
de  Poisson,  plus  exacte  aussi  et  plus  i-omplèle  que  celle 
d'autres  géomètres  «[ui,  au  lieu  de  prendre  pour  l'action 
de  deux  molécules  dont  la  distance  r  est  devenue  rii  sa 
valeur  véritable 

/'■,^fr  +  (r,~r)fr  +  ..., 

prennent  seulement 

on  partent  d'une  bjpoibèse  consistant  à  (aire  cette  action 
proportionnelle  à  tiue  certaine  fonciïou/'r  de  la  distance 
prindtive  et  an  petit  accroissement  n  —  r  qu'elle  a  subi. 
Il  en  r&ulte  non-seulemeut  que  l'on  omet  ainsi  les  termes 
affectés  des  pressions  primitives 

(jui  peuvent  n'èti-c  point  nullt»,  ou  qu'on  réduit 
p,.  ■:<  leurs  parties  pi^  [n'  278,  formule  (5o)], 

mais  cDCDLf  ijui'  lus  coefBcienis  a,;^„  a„jj,...  de  ces 
parties  conservées  sont 

au  lieu  de  recevoir  leurs  expresùons  véritables  (49) 
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qu'on  peut  remplacer  identiquement  par  ces  antres  ex- 
prMtionB 

dont  la  seconde  partie  n'est  point  nulle,  puisque  l'équi- 
libre supposé  des  actions  primitives,  ou 

S">7=-  S"/'^=-  S-^';=°- 

même  joint  à  la  nullité  des  pressions  primidves  p',  ou  à 
n 'entraîne  pas  nécessairement 

Les  coefficients  d'élasticité  a„„,...,  a„,^  des  formules 
obtenues  par  l'hypothèse  des  auicur^i  dont  nous  parlons 
ne  sont  donc  pas  les  véritables,  même  lorsqu'il  y  a  primi- 
rivement  équilibre  et  pressions  nulles  (*). 


(')  L'nnulyii!  de  C>ucbj)ui  permet  aiuai  do  poicr  et  d'omplojar  dM 
équations  d'iiquilibre  où  (ont  conicnia  tODs  lus  lormcs  dm  diieloppa- 
monis  de  Taylor  (47)  de  As,  A«  MUt  néeliEer  ceai  d'un  ordre 
fiipt'riuur  au  tocaud.  HodUodi  necliislemeot  eommeDI  cela  ■  pu  le 

ie  lu  lumière,  ou  de  rejoiB  diranemeul  coloré,  paniiunl  dépendre 
de  es  qoe  l'étendoo  de  la  ipfaèrs  d'gctiTiti  dei  maléculei  ds  Vëlhtr 
Inmlnanx  n'nt  pu  eitri^omenl  poUtû  vis-à^ia  det  longacars  d'ondu- 
Ullam. 

La  dtnloppepient  (47)  de  U  dilTëranea  i,  u  pont  ('écrire  «liul ,  In 
puUuDCM  «Hccsnlirei  du  MaAme  i^-4-T^  +  i^duntinppa>éa>dj- 


STATIQUE. 


282.  Particulaiisalioli ,  à  ce  point  de  'vue,  pour  leà 
divers  cas  de  contexture  symétrique  comiilcrcs  auiie- 


ce  que  M.  Caudiy  exprime  encore  bj'tiibuliquenmiil.  tl'aifrùa  l'eiprcBSioD 


D^H,  D^B,  D,ii  ■jaDl  1*  Dièiiie  (dEniGcMioii  V*^>  0>  Or,  wppo- 
90U  qna  dlni  lu  tral*  ^niUoni  diflémiUelln  non  dénlûppdei  (5S), 
qal  dsilenneat  celles  du  manvemenl  Tibntolrs  d'uD  aTaltua  de  molé- 
enlu  «D  y  metUo,!  lei  latritci  a  la  place  iSes  forces  X,,  Y„  Z„  c'Mt^dira 

ODKil  mil  poDT  A»,  Au,  AHrIi*itie(a)ea  a  el  deux  autrea  umblablei 
en  >>,  w;  on  auïa  trait  &(UBliani  anx  dcriTéei  panlelle»  Unéairea  en  a, 
V,  w.  Elle»  «enint  ulbraitai  en  mlHUtainl  k  caa  troU  Inconnue*  le  sji- 
lèmedlni^ileiaimplM  reprïMnIépar 

où  B,  I,  e  iont  Irdi  nombm  pria  proparlioBneli  aux  coilnat  dei  aiqlaa 
d'une  droite  art>ltralra  neolea  x.r,  (>  ponTrn  queîea  quatre  autrea  «m- 
*tantesA,S,C,j  MlUTuaentuii  iroU  équatiosi  aimplameot  aigébriqnea 
qnl  rétaltenl  de  la  labaUlntioa  énoncé  de(d)'dBiu  (c),  ainai  traniformé, 


□  Igifefldby  Google 


THtOKIS  aÉHiHlUt  DE'  L  ËLlSTtClTË.  699 

mentaux  n"271  à  273.  Formnlrs  d'isotropie. — On  par- 
ticularise rnctlemetil  les  cocflicieiils  (4i)      (4!!')  '{"*^  nous 

sïconijB  monilirc-,  a  11  plies  ilei  puiitinces  incceiiiTïi  du  Irindiiis  s^id- 
buliqui:  »  ^-t-  ï^"*"'"^  lBtrodnitp»r  li  lérie  (a)  M  le»  d«ii  oulrat 
■emblibli»,  ligdrccoal  la  puInaneeidB 

L'élim 


aura  troid  <y<I6mex  ds  valeur*  pour  B.  C  tl  ±i. 

Cs  Taliuni  JcB  coniUnlu  élanl  lubilituéa,  In  éqnalioDs  dlfTéren- 
ll>lln(c)  taronlégalemeDl  «nlUralIss  par  la  huI«  partie  réelle  des  ei- 
p[«uian>  pcrtia  nslle,  piriie  ioiiginaire,  dan*  Igiquelln  sa  cbnngciil 
l(s  Int^ralei  {d)  quand  oa  remplaça  par  la  bInAmo  trEQanométrique 
équiialenl  leur  eiponealielle  imaginaire  unique.  Mime,  plui  génénle- 
ment,  ell»  wmnt  ulltfaitei  par  lei  uuIm  parties  réellea  dei  bluAinea 
jquivBicniB  aux  iraii  eiponeotielloi  imaginsirM  qu'elle*  conliendnint, 
lorsqu'on  y  meiira  pour  A>  B,C  da  eipreiiiana  iiuri  alTecléea  d'exponen- 
tlellei,  telles  que 


c'cat-à-dire  que  ces  équations  (c  )  seront  aaiùfaites  pat 

(jt)  B=aw.!Av-H  +  )),  »  =  hïos(it-H+ri.  *  =  ""(*'--«-<-';. 

{giii)  titanlpri»  =^a'+i'H-e'- 

Un*  Mraiiie  d'an  nombre  InddBolda  cetintjgraleiparlieulijr«s>  aa  la 
mperpotlUan  d'an  Bombra  lad^Hnl  dea  moaTioianU  oioljeultirM  ilaiptii 
qn'elIeirqiréHnteal,  peuidanDBruneiDt^nls  g4iiér*la  ullilklBPt  à  dea 
eandlttoM  diBoiei  et  Inlllalea  Aatmtm.  Or,  ces  mouTamenla  aimplei  aont 
libre  lolies  k  péKade  —  ,  puisque  u,  v,  h- rederienneut  te>  mtmea  en  an 
nAM  Heu  quand  le  temps  i  croit  de 
(»)  T-"- 

Dt  plua,  il>  «ont  le*  ntmta  k  chaque  laitantea  lous  leapolalapaur  !<■- 
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venons  d'obtenir  pu-  dea  calculs,  d'actions  molëculairas, 
c'est- B-d!re 


qnali  V  ■  U  nèma  Tileor,  c^nt-h-dJr«  an  tooa  Icapoloto  de  ducnc  im 
f\»xnv  =  %^  +  \,  y tout  narmtn^â  U  dirsntlon  dglarminie  pu 
Iw  iroti  culanB  ^,  j{«lili»dB>]>an<iil  toui  Im  mlmat,  à  amatt^ 
liuMiil,  loraqu'oD  puM  dfl  CI  plâu  t  nn  antre  qnilnl  toit  pinllila  et  qnl 
an  loit  éloigné  de 


SnOn,  II*  ndarienucnt  aneon  lai  mèmei  lonqn'oo  hit  crettrei  laJbJi 
Ullpiat.  (naaonat  Ii  dliunce  dn  plan*  k  l'ori^na)  ai  letampa  i,  de 
quantité!  Ai.  et  Al,  tdiaïqu  ce  qnl  liil  qna  lenoute- 

msnt  e(t  dit  i  onia  plamei,  d'una  longnenr  on  épitHeut 


■e  déplaqual  pirallèlement  ^  tilea-abau  tree  u 


Or  l'aipiwlnn  (r),  débaniaaée  de^— i  «Ulifbéa  par  jI  =<j,'-\.^^^ 
B.  dote  qne  le  coiIdiu  de  l'aDgla 


THÉORIE   GÉ^ËRA1.E   DE    L  ËLitSTIClTË.  ^01 

en  supposant  avec  Cauchj  <joe  s'il  y  a,  avant  les  dé- 
placements, symétrie  par  rapport  à  un  plan  perpendicU' 
ïaire  aux  x,  il  répond,  au  moins  moyennement,  n  chaque 
molécule  m  située  d'un  câié  du  ce  plan  à  une  distance  x, 
une  moléculeégalesituécderautrecâLéàunedisuncie— s, 
et  pour  laquelle  y  et  s  sont  les  mémeaj  en  sorte  que 

toutes  les  sommes  ^  dans  lesquelles  x  entre  à  une  puiV 
unce  impaire  s'annulent  comme  composées  de  termes 
^■UX  deux  k  deux  et  de  signe  contraire. 

Et  si  la  même  symétrie  existe  par  rapport  à  des  plans 
perpendiculaires  aux    et  aux  s,  les  formules  (So)  se  ré- 


dlrectioD  ^1  de  11  normils  a»  onde*  pUnn.  En  ippcdiat  ^  est 
■■.|t«,<>». 

(«XH-ij-i-c.)v'=^  =  *reû<j/^i  =  ïirc<»J  J^/=7. 
Se»  pDiiMDCH  supérioorM  ù  la  seconde  no  peuicnt  tiro  ntsligccï  clBnt 
lu  déïaloppemenl»  qu'aulanl  qu'on  peut  néBliger  cellfi  de  j,  ripporl 
du  disluuu  r  du  moUculu  qoi  «ont  dias  !■  iphero  d'actirïté  Tiino  da 
l'iQtra,  longagon  d'ondnUlion  dont  la*  Innu  dm  Phytiduii  ont 
ddUBila  ai«ialra  en  dliailUèmu  da  nUlimètm.  Il  fant  done  Muerrer 
Im  tenMt  d'eidre  lupérleur  en  wsand  dani  lu  létitiê  da  Ta^loF,  Idlu 
qu  (■),  ilhi  cnbe  dt  rapport  y  da  rajon  d**cliTllé  nioléculiire  à  la 
iongueai  d'onde  n'eat  pu  négliBrabls;  ot  l'on  caofoiiqao  cerlaini  phino- 
miam  ne  pnimnt  t'expliqaer  qa'antut  qu'on  siniem,  alntl  que 
CDiioll*  la  fit  ranirqnar  le  pnmlar  k  Cancbj. 

Ce  qne  nen  tenaai  d«  dire  dam  Catle  note  Mt  ailrall  prindpalamant 
dn  knMl«(lS4o)dN£»ricf«i  d'iwtrt*  et <b PJ^df m auiUwrifiw, 
pigu  I  et  lie.  ' 

On  y  rorlandia  du*  on  intra  onirags,  ob  M  tronTeroot  rimmte  lot 
nomineu  at  Importuta  tnnni  da  Cinehj  anr  la  théorie  de  la  In- 
Hîice,  tnTCBX  dont  l'aceord  neo  lai  ritnllati  aceeplabln  da  eau  de 
Tceanel  m  trome  ilaUl  an  d«  17  h  U  d'an  Uimain  nr  la  dfuWïnUiM 
itt  iUitltttii  uttatr  AAmfirp^,  Ml.,  préwaU  la  i6  mal  |S83  {Comflti 
rfiat,  LL\l,  p.  475),  et  luM  In  «fu»  an  i863-i8a4  an  /ovimI  it 
M.  Uemyttle. 


duisent  à 


(56)  (  +(».... -Pî'jj' 

t  p,,  =  dci  ttprcHtani  Minbliblct  ; 

=(.v..+f;.)s*iv-..+^.M|:. 

/>ii  *>'  /'7  =      nprMiioi»  lamblablu  [*]; 
c'esl-à-dîre  anx  formales  (33) 

p..  =  ai.+        +  e'.>., ..  .,        =;d.pj,.,  ,  ., 

réduites  à  six  coeftici(-ni5  en  cllàçam  les  accents,  mai* 
ajoutant  les  termes  aflectés  des  pressions  normales  prin 
tives  p\_,,  p'.,  /i!,. 

On  voit  (jiie  h  irliile  syniétiie  |irimitiïu  entraîne 
millité  des  composa niirs  laiigciitiellcs  avant  les  dêpiac 


SI,  depitis,  h 

droite  dite  iixc  d'clnslicite  (  "j  Mj:  mené  parallèlomcnl 

{•  )  Ce.  formulai  tout  idauliquet  iret  idla  { (g)  el  (Sojde  I>  pooeîïo 
ds  U  trolilime  aaufedes  Ererciees,  en  ramplifiDl  a„„,  ■«^i  '|7n> 
^î,t  P^.       pu  LA,  QA,  Ra,  PA,  GA,  BA,  IA. 

(")  En  iSl8(Eur«/W(,  lroi'aiiBeinnéa),C*aDfaTippri(lttuad'4Iu- 
Udli  d'*Bl»  llpiB,  uTotr  Isa  tntaMcâoo)  nntoellw  dw  iroii  plini 
da  ijmdtiia  oo  pimni  prfauiipiiR  d'duttdif  ■  • 
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aux  x  par  le  point  M  (r,  y,  s),  on  a 

car  les  sommes  ^  doivent  consurver.  la  mâme  valeur 

quand,  à  la  place  des  projectioDS  y,  z  des  distances  molé- 
cnlaires  r  SOT  les  droites  M/,  Ms  parallèles  auxy,  aux  2, 
on  met  leurs  projections  y',  z'  sur  deux  nouyellcs  droites 
fixes  JAjr',  Mb'  perpendiculaires  entre  elles  et  &  M:r.  Or, 
en  prenant  celles-ci,  pourplns  de  simplicité,  bissec^ices 
des  deux  angles  droits  de  M^,  Mz,  on  a 


7  =  (I'-"') 
d'où,  substittum  dans  l'exprcMion  (49)  de  a,„.  ; 

=  IS"'7i-îl'"-.»'"'"*"") 

=  î(»'W"^..l. 

ou  précisément  la  relation  annoncées,,,,  =3a,^„. 

Lorsque  l'élaslicilé  ou  la  conti'xlure  est  la  même  en 
tous  sens  autour  du  point  -z))  tous  les  plans  qui  s'y 

coupent  sont  plans  principaux  ou  de  symétrie,  et  toutes 
les  droites  qui  y  passent  sont  axes  d'élasticité;  et  l'on  a 


(57) 


„=       =  a„„  t=  3s^=  3a„„  =  3a^^r- 
Appelons  alors 

pu  la  pression  primitive  pi,  =  . . . ,  alors  nécessaire- 
ment nonnola  et  égale  en  tous  sens; 


J04  STinQDE. 

G  le  cocificient  t„„  =  . désigné gâiéraleuent  par 
celte  lettre,  parce  qu'il  est  ce  qu'on  nomine  le  coefSclenl 
(l'élasticiié  àc  glissement  (ou  de  torsion)  ilaus  la  théorie 
de  la  résisiauce  des  matériaux  ;  nous  avons  les  formolet 
inîvantei  qui  s'étendeni  à  tous  le  corps  s'il  est  bomo- 
gèoe  [et  alors  il  est  anssi  isotrope  et  possède  1  la  foia 
tons  les  genres  d'homogénéité  (n°  274,  note]}, 

/      da     di-      d»'\      ^  l^dii      do  dir\ 

(dit     d?      da\      _  Ida     dp      _  div\ 

(58)  ; 

,,  =  (,.  +  o)(5  +  ^), 

„,/rf<v  du\ 

do\ 

+        + a)- 

Quand  Vém  primitif  est  l'éUt  naturel,  ou  quand  la 
pression  primitive 

IH  =  o. 

elles  sont  identiques  avec  les  fonnolea  (aS)  cï-dessns  oi 
l'on  ferait 

on  avee  celles  (35)  où  l'on  ferait 

e  =  e' =  &(•). 


(•)  Ce*  rormala  compléta  (S8)  du  c»  d'i«lrop<D  reriennsnt  k 
ullB»  (5'}  deUiueeiJi  d«  li  trdii«D»  manit  da  Exmicei,  Uiii,  11 
ftnt  le  dira,  Ctucby  laor  m  donné  tma  fotma  qui  pMIe  (hduaMBtnl 


^  G^NËMALE  DR   1.' t.LLSTlCnt.  yo5 

283.  Pmiivc  dilvclc  Cl  élémentaire  des  vingt  et  uno 
égalités  entre  les  coefficients  a  ou  de  leur  réduction  à 
luiiizc  distincts, — Il  n'eat  pas,  au  reste,  ntScesBaire  de  se 


mipriK.  Dana  le  but,  sani  ilaulc,  dt  juilifler  el  d«  lÉriflcr  Is  ritullat 
te  aa  recharcha  de  183]  inlërisura  cBrldnainant  k  lonla  callu  de 
'dluoD,  it  htiiei,  comme  on  a  to,  inr  UDa  bjpalbise  q^'ll  ■  dû  modî' 
1er  en  i8]8  (  n"  Ï6G  d-dsMiiB),  U  a  peté  (Eierrtlcti,  tmiiième  tanée, 
,.  »3.) 

e  qui  chinge  les  fcirmiilcs  (,îH)  gn 

/  ^:—^K     ,da     „  /i/a     ifv  Av\ 


s'etl-à-dire  diiu  le*  foraiBle*  (iS)  n 
oCHnpouiitei  normil»  p^^.  p^^,  p,,. 
n  etttlcbeai,  dUons-iioui,  r|iii>  de> 


qai  r#firp«entent  ilani^  in  |>TamïÈrc»  de  toutes  nutrti  ifaanlitêi  que  êant  les 
dernières,  puisque,  dana  lu  cas  do  colln-cij  il  7  a  d«a  prettionA  aulé- 

ot  qui  Kuk'i  cauici.l,  di»i<(3K)  il  [5R&'i),  la  dualité  du  coenicienu. 

Et  ce  qui  au^menle  U  tunriision,  c'ejt  qu'on  Irouiï,  aux  {xgei  304 
el  laS  de  In  même  Iroisièiiia  année  des  Eierticei,  det  formules  Mmhla- 
bte>  ï  (38  W,).  mais  san,  leur,  iern«-s  conjMBli,  et  qui,  par  nna  aDlra  il- 
mllilude  île  ngUtioiiH,  paraiuenl  encore  repriaenler  lis  compuunlu  de 
preHion  A,  B,  C  (ou  f>„,  p^  p^\  «prit  li«  djplacemenli,  Uadlequee* 
•enl  Ih  de  iimplMdàiBnaliDiit  Bbi^vUtlTei  dMtinèeai  doDner  une  fcniia 
■Impie  aux  trois  êquatlDDa  d'tqnilibre,  el  qni  ne  reprjuntant  parle  fait 
qne  Ie>  siete 


de  eea  preulena  aur  laa  preulODa  prlmltina  (GA,  HA,  lA  de  Canobj), 
et  qae  le*  dirUreallatlona  fenl  diapiraltte. 
C'hI  ce  qui  a  fait  pentar  ï  nn  bablle  el  ngrallable  PhjaideB  que  let 

I.  45 
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livrer  .Tiiy  cali  iil-.  aii.Tlyn(|iiL"j  i  )-fiu5SUS  des  actions  molé- 
culaires, ni  triiivr)r]uer  le  théorème  général  du  n"  277  où 
l'on  rciiiplacc  les  aetîons  réelles  s'exerça nt  à  travers  une 
face  par  ilcs  aciions  ficlîves  émanant  tontes  île  son 
écrire  M,  pour  prouver  la  réductibîlîlé  des  coefficients  a 
il  ijuiri/e.  l'u  raisoiiucmciit  très- élément  aire,  fait  sur  les 
actions  réelli:tnent  e.l  cfrecllvement  en  jeu,  suffit  pour 
prouver  <jue  si  les  pressions  p,„  p^,,  ■ , . ,  p,^  sont  dues 
entièrement  aax  dilatations  et  gtissements  3„  9^, . . . ,  g^^., 
ona'îln'j  avait  pas  de  pressions  antérieurement  aux  dé- 
formations, et  si  n  désigne  la  direction  de  la  normale  à 
l'un  di's  trois  plans  coordoriiiés,  ou  même  à  une  fac  e  quel- 
™n,u,.,  /,..  „„#,  „,„„  ,/,.      ,,,  ,/,  e,,  dm  l:  jp,„s,o„ 


rormiik-a  rvlnlivm  ain  furi>n  oii  ii  v  »  point  do  piossions  dim  ïi-w  pri- 
mllir,  DU  sTiDlliB  déplaceraonli, peinent  tlreà  deui  coeTIlcIenta  iDdfpeo- 
dinti  t  at  E,  Ion  inSiiie  qu'on  la  bnn  tar  le  calcul  dn  Kctloni  fouctlDn 
d«  d<it«ncM  antra  moliculu.  On  peut  *oIr  ut  pige*  97  et  dn  Nd- 
molre  Sttta  Warlhcim,  Sur  r/fullliniltt  nllda bomagém  dn  10  H- 
Trier  (849  {AiiimIm  it  Ufmle  et  de  Phrtf/ite,  S"  lérie,  t.  XXQI),  Im  ood- 
■4qnaacupliif  que  ilngulièru  oA  II  t'en  IroBvd  coDduit  p<r  li  teaUlha 
de  ooDcUler  la  pn^iiUon  de  fomnla  nouTsIlea  iTso  U  tUari*  moU- 
enliire.  (On  peul  coninlur  aueii  net  nolee  mr  le*  Lefom  df  Navier, 
Appendice  V.) 

Nuni  iTinii  Ai  li^ller  celle  clrconslnnro,  parce  qu'elle  a  <Innnc!  01I' 
Tertan  b  une  confiniDn  qu'un  Happnrl  fait  ra  18J1  (3  man,  Cnmpin 
rtndat,  t.  XXXII,  p.  3lâ),  BUr  U,  Ir^vaui  cl<!  IVenlK-li»,  imn  tEinble  fiil 
poar  eeePDlrre.  U  paiilbiliié  que  Courh;  «-cITurcn  d'y  établir,  conlnlre- 
tnenl  ti  ses  bcaui  travaux  de  1B118  li  iS^5,  de  plu>  de  quinte  coefn- 
cionti  a  Iniiépendinta  ou  {nésaDi,  ne  regarde,  comme  il  en  CQn»icnl,que 
les  snliiles  cristalliiéi  à  structure  périodique  résullire  (lil,m,  p.  3»)  el 
3a3);  elle  ne  a-nppliqui.  donc  pas  aui  corp,  Isolinpea,  nécosaircmeiil 
lncria(;<ll»és  011  à  erislalll»atlaii  Fonfuse  ;  tien  n'y  pruure,  ainsi,  que  Tes 

El  d'aillcun,  il  n'esi  pas  difflcile  de  loir  que  la  structure  criitalIlTie  na 
pent  (lldrer  lea  i^alilée  de  coelBoleDi*  que  d'une  niiDitre  inunilble. 
Poineo,  qui  a  ualM  la  mtme  «ojat  (  Uéaoîn  lur  f^quIlOre  et  It  momie- 
ment  ia  tmri  arkuUùés,  lu  la  18  oelobre  iSSg,  t.  XTill  de>  tfAnofm  A 
rjnilliii,  pnblU  es  i8jo],  réduit  (nU  37  deKraHéBnfraJIeacoelBcleat* 
i  qoiaaa  pour  lea  eofpa  erhtalllaéi  OMone  pour  tmt  qnl  ne  le  nnt  pn> 
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de  la  composante  p^^,  parallèle  aux  x,  de  la  pression 
sur  cette  face,  sont  nécestairement  les  mêmes  respecti- 
vement que  les  coefficients  de  g,^,  de  g„  dans  Veipres- 
tion  de  la  composante  p„^  de  la  même  pression  parallè- 
lement aux  y,  ou  qu'on  a,  avec  la  notation  adoptée  au 
n'  260  pour  ces  coelticients  : 

En  elTet,  i"  une  dilaïaiion  9^.  n'est  autre  chose  (gu'uui; 
dtformatïon  qui  éloigne  les  uns  des  autres  les  plans  pci  - 

i*nlKrïallL-s  imi!li[)li(>^  ]Kir  h  pJ^Ile  flttloi)  ^ ,  ;^  II,- allonge 
laUiaiance  ;  de  .I.-qx  nioléculi-i  m,>,  ( Jl^.  (jo)  ,(>i„t.k.-  m,  la 
premiére/n  restant  fixe,  l'au[re  t'Iieminait,  jiai'nllclt.'i)ient 
aux  j',  de  S^multiplié  pai  rinicrvalle  des  deux  plans  per- 
pendiculaires i  y  passant  par  m  et  par  n,  ou  midtiplié 
par  la  projection  de  r  sur  les  y,  c'esi-à-dire  comme 
51  n  cheminait  de 

Et  un  glissement  g,,  n'est  aulrc  eliose  qu'une  défor- 
mation faisant  glisser  les  uns  devant  les  autres,  daiiS  le 
sens  y,  les  plans  perpendiculaires  aux  x,  de  quantités 
égales  à  leurs  intervalles  multipliés  pai'  la  fraction  très- 
pf-litcg,^;  il  allonge  la  même  distance  f=  11:11  comme  ^i, 
m  restant  fixe,  n  chemluail.  parallclcmen:  aux  v,  de  g,, 
multiplié  pat'  rinicrvallcdcs  deux  plans  perpendiculaires 
aux  X  qui  passent  par  m  et  par  »,  ou  multiplié  par  la 
projection  de  r  sur  les  x\  c'est-à-dïre  comme  si  n  che- 
minait de 

„«,  =  g^rco5[r, 

Ces  petits  clieminemcn ta  de  n,  de  môme  direction  tous 
deux,  étant  l'un  ei  l'autre  projetés  sur  une  même  ligne, 
■avoir  nm  prolongée,  donnent  deux  allongements  de  mn 
45. 


qui  sont  entre  eux  comme 

Les  aclioiis  dtiydopp.:i.>s  ciilrc  les  mol.Tulos  m,  /(,  ikns 
la  clirfclioii  mii,  par  ces  deux  déformations,  suivent  lo 
niùme  l  apport.  Si  l'on  diVomposc  ws  artions,  la  première 
suivant  ies  j-,  la  deusitmc  siiiiaiit  \'.-s  f,  on  a  des  quati- 
tilt^s  proportionnelles  ri.'spcctiv émeut  à 

\cos,V,  /)uos(.,         et  g^ùOs(/-,j:)«M(r, 

et  par  conséipcnt  à 

•V    et  g^. 

Donc,  comme  les  composantes  de  pressions  pt^eip.^ 
sont  des  sommes  de  pareilles  forces,  s'exerçant  entre  le» 
mêmes  molécules  &  travers  la  mâme  face,  on  voit  bien 
qne  a  le  même  rapport  avec  3^,  si  cette  dilatation  en- 
gendre seule  la  pression,  que  p„j,  avec  f;,^,  si  elle  n'est 
engendrée  que  par  ce  glissement.  Autrement  dit,  le  coeffi- 
cient dcJ  ,  dans  p„,  est  le  môme  que  celui  de  dans 

a»  De  même,  une  dùrorniyilon  i]iii  lait  -lisfci  les  uns 
devant  les  autres,  pai alléltin.'i.i  ^luv  z,  de  ç..  muhiptié 
I      1  e    ailes,  les  plans  perpendiculaires  aux  y  , 

allonge  wih=  r  comme  si,  m  restant  lixe,  «  cheminait 
parallèlement  aux  t  de 

et  une  déformation  qui  fait  (glisser,  aussi  parallèlement 
aux  =,  de  g,,  mullipHé  par  leurs  distances  Ou  intervalles, 
les  plans  perpendiculaires  aux  a:,  allonge  mR  =  /■  comme 
si,  m  restant  encore  fixe,  n  cheminait  toujours  parallèle- 
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ment  aux  z  do 

'  An*,  =g„.rcoi(r,  x). 
Ces  deux  défonnations  développent  donc,  entre  les  deux 
molécules,  des  forces  propordonn elles  à  g^.  cos  (r,y) 
et'à  {T.rCOi  (r,  x);  forces  qui,  estimées  la  première  >ui- 
vant  les  x,  la  deuxième  suivant  les^,  donnent  des  com- 
potaoïes  proportionnelles  à 

&.«>s{r,j')cos(r,i)   el  ï   s„co»{r,  i)co»(r,  jr), 
c'est-à-dire  k 

fr.  et  e». 

Donc,  comme  les  composantes  pt„  p,,  de  pressions 
supposées  ducs  rc;[)cclivi:meut  au  seul  glissement  g^,  cl 
au  seul  glissement  g„  sont  sommes  dépareilles  forces, 
leurs  rapports  &  ces  glissemeuis  générateurs  sont  égaux, 
et  l'on  a  bien 

Il  en  résulte  qu'on  peut  faire  permuter  à  volonté 
l'une  des  deux  premières  sout-letires  des  eocfficienis  dé- 
signés par  a,  au  n"  269,  avec  l'une  des  duux  dernières, 
sans  changer  les  valeurs  de  ces  coefficients,  ce  qui  donne 
nou-senlement  les  six  égalités  complémentures  (3i)  men- 
tionnées d'avance  au  n"  270,  savoir  : 

t==ZZ  1^!!!=!;!"  l'ZZZZ 

mais  aussi,  eit  faisant  de  doubles  piirmuialions,  les  quinze 
égalités  {3a)  démoiiliées  aiilriiniunt  pnr  Gi^nr^^c  lireuii. 

Nous  pciisous  donc  qu'on  peut  legardrr  cumme  bien 
élalilies  les  vin^^t  cl  aiiv  l'-gnlités  deux  à  deux  des  cocfG- 
cienis  a,  ou  li'ur  i  f-ciin  iiou 

à  quinze  tlaii^  ii:  cas  li>  plus  général  de  <'ontexture; 

à  dix  quand  il  y  a  un  plan  de  symétrie; 
,à  six  quand  il  y  a  trois  pareils  plans; 
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à  irois  quand  il  y  a  ud  axe  d'élasticité; 

à  un  seul  quand  il  y  a  iiolropie. 

Et  si  des  expériences  sur  des  corpi  non  fibrenx  ni 
crislalliséa  paraissent  ne  pas' s'accorder  lotit  k  fait  arec 
les  formules  [(58)  sans  les  p^]  A  un  seul  coelïicient  G, 
au  lieu  d'employer,  pour  les  expliquer,  des  formides 
d'isolropie  à  denx  coefficients  indépendants  telles  que 
(aS)  ou  (35)  qui  ne  feraient  que  donner  le  change  en 
foumissani  un  expédient  plus  commode  que  rationnel,  it 
convient,  dans  le  c^s  où  le  di'faut  d'accord  persisterait 
aprùs  discussion  des  c^périenrcs,  de  rci'onnailic  que  tous, 
les  solides,  iiit-mc  coulés,  Icls  que  1«  iclrc,  la  fotilc  de 
fiT  ou  le  bilou,  peuvent  offrir  en  di\ ers  si'iis  des  degrés 
divers  d'élasiiciié,  et  de  recourir  aux  formules  de  non- 
îsotropie  à  trois,  n  six,  etc.,  cocfGdents  (*). 

Tel  est  le  parti  qu'on  doit  prendre  dans  les  applica- 

Quani  au\  rci  licri lies  purenieni  :iii,-ilvui]ues,  il  n'y  a 
sans  doulc  ^.umiu  iiicoiivéïii^iu  m  <on-.c.v..i-,  avec  Gi.cn, 
■vinstct  uuct.eriicu'iit5.i  <h,m  !f  r:,,',  le  pUis  géiiéral,  d'où 
respcclLvemoiit  Irciie,  neuf  ci  cinq  dans  lcsca?i  de  symétrie 
conformément  aux  formules     =  ) ,  (!):(),  enfin  ileiis 

(form.  35)  pour  l'isolropie,  aliii  d'arriver  à  des  résultais 
indépendants  d'ojiiiiiotis  eutcre  aujonrd  hui  diverses,  et 
parce  que  l'ii!!  rcconnait  que  les  calculs  ne  sont  pas  pour 
cela  plus  compliqués  ni  les  iliéorcnics  plus  difficiles^à  dé- 
duire; mats  il  faut  se  défier  des  facilités  que  cela  peut 
donner  pour  certaines  explications  ('*')■ 

284,  Établissement,  des  Jhrimilcs  et  //es  équations  de 
rèhislicilc  par  1rs  w^l!,Of/rs  de  la  Mècnnçuc  anolf  tique 


(**)  Notimmenl  daai  U  Ihtoiiede  II  lomîtro  (Oa  da  numéro  niÎT.). 


de  Lagrange.  Potentiel  des  actions  moléculaires.  — 
BeaoGonp  de  choses  encore  pourraient  ëlre  diles  sur  le 
■ujei  inténnsaDt  el  lout  moderne  de  celle  Leçou  et  de  la 
prëcMenle,  mérae  sans  sorlir  des  généralités. 

Nous  nous  contenturoas  de  rapparier  la  manière,  se  fi- 
ni b  loin  cul  dillerenle  de  cislle  qui  précède,  dont  les  géo- 
mèlres  anglais  el  allemands  arriv<-nt  aux  équations  et 
aux  formules  ih  \\;i^û\i\„ d  L-ksiidi«. 

CtlH;  iii.iiiiL-ir  a\:il[  l'ii  ciM ptojL'ti,  au  début,  par  Ka- 
vicr(*),  eu  i\,nihnl  la  hr^uirli,;  iiiiiinrtaiite  de  h  Méta- 
nique  dont  nous  noui  o<  i  m|h)iis.  rst  cl'IIl'  di?  Lai^rangK, 
coiisislniil  a  poser,  poiii'  le  syslèmc  df  |)oiiils  inohik's  que 

du  principe  des  travaux  virlucb,  eu  iL'prcsi^nlûnt  il'uiie 
manière  générale  les  priils  espaces  virtuellement  ou  hypo- 
thétiquement  parcourus,  par  des  variations  ou  des  dilfé' 
rcutielles  par  3  des  coordonnées  nouvelles  x  -+■  u,y  -t-  v, 
ï  -t-  IV  (n"  275)  des  points,  c'est-à-dire  par  3u,  iv,  iw 
(puisque  les  variations  des  coordonnées  primitives  X,y, 
s  »nt nulles);  puis,  par  leEplus  simples  règles  du  calcul 
des  variations,  à  tirer  de  cette  équation  à  la  fois  celles 
qui  s'appliquent  à  (ont  rîntérïear  du  système  et  celles  qui 
convieBnent  seulement  i  ses  limites;  car  cette  métiiode, 
comme  l'observe  Green  (*),  a  le  très-grand  avantage, 
pour  les  problèmes  relatifs  aux  systèmes  d'un  nombre 
immense  de  particules  agissant  les  unes  sur  les  autres,  de 
conduire  néiessatrc ment  ei presque  sans  soin  [with  Unie 
care  of  ourpari]  à  toutes  les  équations  de  condition  juste- 
ment nécessaires  et  suffisantes  pour  la  complète  solution 
des  problèmes. 

(■]  &ir  la  Lait  A  l'ÉfullHre  cl  da  UammiiU  dii  ulida  rioMffiM,  In 
la  i4  nui  iSii  (L  VII  dei'Jiu»»»)- 
("}  On  iheLam  a/  (te  R^xla»  tnd atfraciim  i^U^i  (d«)k  t\t£). 
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Anssï,  plus  compliqaée  en  apparence,  cette  méthode 
eat  Bonvent  plus  nmple  en  réalité  que  celle  qui  consiste  i 
établir  a^parémeni  lei  diverses  équations.  On  sait  qu'elle 
a  été  appliquée  avec  succès,  dès  t8a8  et  1839,  par 
G'reeu-(*)  cl  par  Gauss  {**)  aux  problèmes  de  la  dis- 
tribution de  rcleciriciiù  siaiiquc  ei  à  ceux  dos  pliéno- 
mèues  capillaires,  eu  l'employant  sous  une  forme  légère- 
ment didërenie  de  oellc  de  la  Mécanique  analytique  de 
Lagrange;  car  ces  illustres  savants  composeni  de  prime 
abord  (ce  nue  Navier  avait  déjà  fait  à  peu  près)  celle 
quantité  qu'ils  ont  appelée  la  Joiiclion  poleiitirllc  {*'*) 
o\x]ii  Polcnrir!  {'*'*).  qui  représente  le  travail  total  des 
forces  en  jeu  depuis  «11  élat  arbitraire  jusqu'à  l'éiai  actuel  ; 
quantité  qui  iloit  ûtrn  un  nia\imum  ou  un  minimum 
quand  cet  élat  est  celui  de  l'équilibre,  en  sorte  qu'il  n'y 
a  plus  qu'a  prendre  sa  variation  ou  sa  (lifférenlicllc  par  3 
pour  avoir  la  somme  des  travaux  virtuels  à  égaler  à 
zéro  {*****]. 


(•)  Jn  Eitar  <if  ihr  ÀppUcailOK  <>f  An^iriii  lo  At  Aetrii  ^ BleelrMir, 
Bni{tf'«'>'l<i'F>,tiyGi:orGeGrefii.  i8aH(;jéRioire  mmpriniËluI  I.  XX3UX, 
XLIV,  XLVIT,  de  CrollQ). 

Principia  frnyralia  ihrnria fyu.it  Jlaidarum  in  liai»  Of  BinSrll,  OU 
Mémoire  lar  la  ih^artr  dri  phénomènes  capihairri,  Iraduil  ptr  K.  Bartiand 
I.  XlH{,!ilfi)d«Jomniildr  SI.  liBii.;lk,  p.  iSS, 

f  *"■  )  Ati  Eiu)  of  ihc  applicalian,  ric,  PréfiM,  el  ObterraUdDi  lutni- 

(■■■•}  GiDit  cl  WuEH,  ItMDlIiili  aai....  SAullmttiIel  Expériemi  de  . 
VUMon  magnéllque paur  Caniti'e  iB3a.  P-  5- 
(•■■•»)  C'*«t  celle  que  UffraiiBO  PCprnonie  pir 

n=J'{P4.  +  Q<lT-ï-...)=2l/ (t^+Y*-t-Zrfi), 

mobile  >nr  lequel  elle  aeïl,  c'ctt-k-dire  le  trgiBÏl  latal  qu'elle  «I  cipible 
lie  fournir  JuMpit  nne  «itoitlon  pour  liqnclla  elle  s'Kiuinlei  tranfl  qai 


Il  est  facile  de  voir  tout  d'abord  que  les  six  équations 
1«  plus, générales,  tant  indéBuies  (g)  que  définies  (lo)  de 
l'équilibre  intérienr,  sont  toutes  contenues  dans  l'équa- 
tion unique,  ainsi  composée,  exprimant  la  nullité  du  tra- 
vail total  des  forces  agissant  sur  un  corps  ou  portion  quel- 
conque de  corps  élastique 


(///■ 


— '  J'dalp CM [p,x)  Su'  +  ;icos  {/>,}■]  t"' 


a/niicclifcJVi'f"'-.  avi'iliS3j)elJconllcrDoulLilii/<>C'.Ii<liI'iig'>((X4>"rr>, 
1. p.  lit,),  DU  CD  quD  sir  W.  Iliumsun appi^U? [Co'n/'ln roiilui,  mai 
iB5i,  t  XL,  p.  ..97)IWg,epolfi..iW(=,iui.Bioulc^.i  Vr^^,^,^  ^t.urlle 
ou  puisMncO^TivB  (dcn.[.forPY'"«^''  l'^^Ei-;  ™Ocn,ii.|n.  (oui.- 

un  dacombnitibls  (LognllGO,  dornior  irUels  d»U  Théarie  det  Fmclitm 
<ifla(r(ifiiH)  al,  di  l'iiiitra,  unemiaH  an  oninnnneDl. 

Oo  appaUa  quelqucfoii  auial  ea  polaDtia],/imef/oii  itjoree,  parea  qaa  » 
diriréa  par  rapport  k  noa  coaidanuéa  qadcanque  doiuia  la  «mpotanU, 
dan»  soa  lans,  de  In  force  loiala  qui  aiiii  lur  la  poinl  pour  lequel  on  la 
«oeihUr*.  Aniii  u  conrood-ell*,  lonqua  laafonMMnl  on  ralion  IniaraD 
dia  tnrit  doa  diitancw  r,  afao  ce  peteniUl  inal}tlqna  T  da  Laplaco,  qoa 


(I-AFUcs,  Uietml^t  eileilF.  i*  partie  ;  oaCLtmivt,  Bit  PùlentlaffiiaelloB), 
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on  les  deux  icitégralts  iiiples  soni  cieiidufs  à  loule  celle 
portion  de  eorps  sur  les  points  de  laquelle  agissenl,  [tar 
unité  de  masse,  la  densité  t'iant  p,  des  forces  dont  les  com- 
posaulessoiiiX,  Y,  Z,  et  où  l'iulrgralc  simple  est  étendue 
à  toule  la  surface  enveloppe  SI  sur  les  diverses  parties 
de  laquelle  agit  une  pression  p  par  unité  superficielle,  et 
où  nous  appelons  u',  c',  les  valeurs  parlicnlières  de 
u,  V,  iv;  ce  qui  est  sous  le  premier  signe  j' J^exprï- 
mant  évidemment,  d'après  ce  qu'on  a  vu  au  n°  270,  la 
varialion  ou  la  dîlTérentielle  par  ^  du  potentiel  des  forces 
moléculaires  iolérieures,  ou  ,de cette  fonction  dont  la  dif- 
férentielle complile  par  d  est  le  travail  de  compression, 
dilatation  ou  déformation  d'un  Blëmeni  dxdyds  pour 
des  augmeniadnns  infiniment  pedtes  de  ces  changements. 

En  cQet,  mettons  i  la  place  de  9„  S^, , . . ,  g^^,  leurs  va- 
leurs (37)  eu  fonction  de  ces  déplacements  u,  c,  iv  sup- 
posés iré.s-pctiis,  nuus  avons,  en  cITectuant  les  dilléreu- 
tialions  par  d  et  cliangcaiii  les  Sd  en  dà. 


Substituons  et  iniégrons  par  parties,  en  remarquant 
avec  Lagrangc  (/Uécanique  analyiiqu<!,  n"'  29  cl  30  de 
la  Section  VH  de  la  première  Partie)  {•),  qu'en  appe- 
lant Il  la  direction  de  la  normale  i  la  surface  enveloppe, 
on  a,  auprès  dé  cette  surface. 


(*}  On  Km  YOjrex  le%m  ur  rÊlaaiclii  (i85i)  da  H.  Luné,  %  10, 
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en  aorte  que  la  porlioii  J" J" liy dzp^^du  do  l'Intégrale 
double  qui  est  détachée  de  l'intégrale  triple 

///■"**'■■■  î 

en  intégrant  par  parties,  est  la  mAmc  chose  que 

J rfacos(n,  x)itt', 

^tendne  à  toute  la  surface  SI,  et  ainsi  des  autres  ;  nous 
obtenons,  en  nous  bornant  aux  lerini's  ailuciés  Jtt  dépla- 
cement u  qui  est  11'  sur  la  surfai:!.'  îî, 

El  l'on  aurait  des  termes  analogues  alleclés  de  ôc',  aiv', 
Jf,  3iv  tous  les  signes  d'iuii'gi alion.  Vu  l'aibitrairc  de 
ces  variations  ou  cbangcmeuts  virtuels,  on  doit  égaler  a 
zéro  tous  les  qttadi^nâ mes  entre  crortiels,  ce  qui  donne 
bien  les  six  équations  générales  d'éi|uilibre  (9)  et  (ta) 
Mais  on  peut,  par  cette  mbme  méthode,  déterminer 


(*}  B4dprai)Dainflnt  ou  peut  [en  opdrant  b  peu  pria  camma  1  fuit 
H.  Ltmà  pour  ddmaniraT  le  thteTimB  da  CiDpsjroa,  Legoni,  J  31,  p.  81) 
dédain  da  »  tli  ^qu'th»»  d'jqnlllbn  Veipniilon  (98)  d-deHUido 
tntnll  éldnleatiiK  dt  dn  hne»  inlArlaora,  ou,  c«  qnl  ntIsoI  au  latme, 
la  parenlhèn^^  ■•'+p^ttt^àa  pramiar  tsnns  do  (Sa),  mprl- 
manl  la  Irarall  tirlual  dei  mtmaa  rareci  par  unité  ds  TOliine  das  £lé- 
manti  âidfilt.  En  eDït,  aJoaloDl  aiweaiblela  trol*  équaliant  d'AjuI- 
llhra  (g]  mulUplléei  ntpecibanant  par  ta,  tv,  Iw,  puis  malliplloiis  le 
toot  fttdxdrdt  atiDléBroni  pour  unt  le  torpi,  «n  lopponnt  nnllailas 
toKealellaaquelapennlearTeprétanMet  parpX,pT,  pK  dan*  cet  équa- 
tion!. Le  Iscina^ j  J"-^  tn.ixdirit  dafiendra,  eu  Talunt  l'InUgra- 
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môme  la  forme  des  expressions  des  composantes  de  pres- 
sion en  fonciion  des  déphcemenU ,  ou  bien  établir  les 
six  équations  d'équilibre  sans  parler  des  pressions. 

Ainsi  Navier,  qoî  regardait  (ainsi  qu'on  a  dîiau  n"  281 , 
p>  6gS)  les  actions  entre  molécules,  après  des  augmenta- 
tions très-petites  r,  —  r  de  leurs  distances  mutuelles  r, 
comme  égales  à  des  produits  (r,  —  r)/'rdeecs  augmenta- 
tions par  une  fonction  f  de  leurs  distances  primitives,' 


Or  le  premisT  lerma  nrleot,  comras  on  l's  vii  iDUI  b  l'heure,  à 
Jrfn™(n,  o..  i.  In  ^T-mraf.  lrn>;,u>  virllltls  rom- 

poaimlej  /'„co>fn,»)  des  prosiir,ii=  .■iIm  h  iirc  sur  li>ulf  la  »urface  du 


rail  multiplié  les  équations  (ol  p: 


éqiiatlfini.  Et»idU 
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poMÎt  pour  le  travail  ou  moment  *)rtuel  de  l'une  de  ces 
forces  par  uniié  de  masse  des  deux  molécules 
(r.  -  r)/'rtr.  =  (r.  -  r)f'r3(r,  -  r)  =/'r  S 

en  sorte  que  le  potentiel  des  actions  exercées  sur  une 
molécule  unique  m,  par  toutes  les  molécules  m  envi- 
ronnantes, se  compose  d'une  somme  de  produits 


qui  s'écrit,  si  l'on  met  pour  — ^  =  sa  valeur  (i4)  on 
(47  hiî)  ci-dessns,  et  si  l'on  désigne  par  ^  cette  somme 
relative  k  tontes  les  molécules  m  qui  agissent  sensible- 
ment lar  m 


En  développant  et  en  considérant  que  les  neuf  dé- 
rivées ^1  ■  ■  •  )  ^  sont  sensiblement  constantes  dans  l'é- 
tendue très-petite  de  la  sphère  d'activité  de  m  qui  com- 
prend ces  molécules  m,  on  a,  pour  le  potentiel 


yii  STATIQDE. 

Navier  j  remplace  les  divers  coeilicienis  se  prést^niant 
sous  la  forme  de  somme       par  lies  intégrales  prises 

dans  l'étendue  de  la  petite  splière,  aa  moyen  de  coordon- 
nées polaires;  et,  comme  il  se  borne  aux  corps  isotropes, 
il  est  conduit  à  annuler  tous  les  coefficients  dans  lesquels 
un  des  cosinus  u  entre  aTec  une  puissance  impaire,  et  il 
n'a  en  définitive  qu'un  seul  coefficient  sortant  de  l'acco- 
lade, la  premii're  des  sommes  ^  élant  trouvée  triple  de 
la  seconde. 

Alors,  dilltSi  cmla-X  pnr  d  {en  faisant  varier  h,  ^,  iv 
et  non  pas  .r,  1  ,  z)  piiiir  avoir  le  Ir.ivail  viiiiii'î,  puis 
rempla^-ant  la  peiiie  masse  m  ■l'une  molf-culo  par  la 
masse  p  djo  t!)  il:  du  loiilca  celles  qni  sont  coolenues 
dans  un  élément  Un  corps,  et  mettant  J'J'J'''^  devant, 
il  a  une  intégrale  triple  en  -Xiy,  z  exprimant  la  somme 
des  travaux  virtucU  des  forces  intérieures  poor  tout  le 
corps,  comme  l'exprimait  tout  à  l'heure  la  première  de 
celles  de  l'équalion  (60)  ;  d'où,  en  intégrant  par  parties, 
et  transformant  comme  nous  venons  de  faire,  il  tirait  les 
trois  équations  imJélinies  [(3())  pour  R  =  o]  cl  les  trois 
éqttaiions  dt^fintes  du  n"  24;  celles-ci  coniprenani  impli- 
dtement,  sans  qu'il  ail  parlé  de  pressions,  les  formules 
des  six  composanles  [(S8)  pour      =  o] 

multipliées  lespei  tivcmeiil  jiar  li's  Unis  i  Oiiiius  des  an- 
gles (n,  x),  (11,  /),  (n,  e)  laits  avec  les  coordouuées  par 
la  normale  n  à  la  surface. 

Poisson  a  combattu  un  pareil  emploi  de  la  méthode  de 
Lagrange,  en  avançant  (fuc  le  calcul  des  variations  n'é- 
tait point  applicable  à  ces  sortes  de  recherches.  C'était 
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une  contàpience  exagérée  de  sa  juste  rcm.trrjui;  que  les 
résullantcs  d'actions  ile  molécules  disjointes  ne  doivenl 
point  6lre  converties  en  intégrales  (n°âSl].Il  est  facile  de 

voir,  en  c0et,  qoela  conversion  reprochée  des  aointnes^ 
de  l'équation  (55)  n'était  nnllement  essentielle  i  Umé- 
thode.  Haf  ier  aurait  pu  leur  conserver  leur  forme  telle 
que  noos  l'avons  écrite,  ou  bien  (comme  nous  avons  fait  au 

n»  382)  mettre  §        x',  g  ^^î^yV,...,  et  étendre 

ainsi  son  calcul  à  une  contexture  quelconque;  sauf  i 
démontrer,  pour  la  conlcxiure  isotropi!,  l'annulation 
de  quelques-unes,  cl  (comme  on  a  fail  au  .1"  282  pour 
a„,,  =  3a„,,)  le  rapport  numérique  '.\  ;  1  dt's  autres. 
C'est  ce  qu'à  fait  M.  Neumanu,  de  flalle,  dans  un  beau 
Mémoireinséré en  octobre i8Sg au  Journal deCrelie  (*), 
oïl  il  donne  eu  même  temps  aux  forces  molécnlaïres 
leurs  valeurs  complètes  (n"  278) 

-'  Y' r, 

de  manière  à  tenir  compte  des  arlimis  cl  des  pressioiis 
antérieures  nus  ilcplaceniciil5.  M.  iVi  iimsiin  ai  l  ive  ainsi, 
en  tenant  compte  du  cliangnmciit  <\t:  la  licnsi tti ,  etc. ,  et 
en  se  bornant  (ce  qui  n'était  pas  obligé)  aux  corps  îso- 
ti'Opes,  précisément  aux  équations  obtenues  par  Cauchj, 
et  fînalemeni  par  Poisson  [et  résultant  de  la  subsiitatîon 
de  (58)  dans  (g)et-(io)}. 

Greeu  procède  un  peu  autrement.  Attribuant,  comme 
Fresnel  et  Cauchj,  la  propaga^on  de  la  lumière  aux 
actions  entre  les  particules  de  l'éther,  et  reconnaissant 
tout  d'abord,  comme  celai-ci,  que  leurs  vibrations  dans 
les  cristaux  doués  de  la  double  réfracdon'  ne  sont  pas 


(*)  Zw  I%carfeiler£iulic»dr;LVIl*C>hi«-,  j*lImiKin,  p.  181. 
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toujours  parallèles  aux  plans  de>  ondes  comme  celui-là  le 
supposait  consiamment,  maii  voulant,  dit-il  (*),  n  pour 
ne  pas  l'engager  dans  des  considéra  lions  trop  compli- 
quées et  sans  chance  d'application  pratique,  borner  ion 
analyse  aux  milieux  oit  ce  parallélùme  s'observona't  ri' 
goureusement  »  (ce  qu'avant  tout  examen  il  suppose 
pouvoir  se  concilier  avec  l'hét^rotropie),  il  se  détermina 
à  rejeter  les  formules  à  quinze  coefficients  fournies  à 
Cauchy  par  l'hypothèse,  trop  restriciù'e  siiii-aiu  lui, 
a  que  les  actions  s'exercent  suivani  Ii's  lignes  di'  Joiiciion 
des  particules  u,  et  en  raison  de  l'oncllons  de  leurs  dïs- 
tauccs;  et  il  invoque,  vu,  continue-t-il,  noire  ignorance 
de  la  veriiable  loi,  el  cITectivement  dans  le  but  de  pou- 
voir disposer  de  coeHicn  uis  en  plus  grand  luimbre,  a  un 
principe  plus  j;,-(u-imI  ainsi  eiiiiiHL-  ;  n  que  si  Ton  mul- 
tlphe  les  forces  intérieures  par  les  L-!eineuts  de  leurs 
directions  respeclivcs,  la  fuiimin-fU;!  pioitiiUs  est  lUJJé- 
rcrilie/le  exacts  tl  uni:  fertame  fonction  »,  évidemment 
celle  qu'il  ;i  appelée  potentielle  (ou  le  pote(i[iel}  dans  un 

de  celle  liypollii;se,  qui  en  effel  uc  sauraiisuflîre,  et  qu'il 
nepKUl  iiiâiiie  formuler  analytiquenieul,  puisqu'il  professe 
d'ignorer  les  Jirefiioiin  des  allions  ;  noti-seulement  il 
pose  le  potentiel  ^  fouetiuu  di^»  trois  allongements  subis 
par  les  côtés  d'nu  élément  parallélipîpède  prîmitivemeni 
rectangle,  et  des  trois  cosinus  des  angles  qu'ils  forment 
entre  eux,  c'est-à-dire  des  six  quantités  que  nous  avons 
appelées 

ij,  gn,  e^i 

mais  encore  il  admet  que  cette  fonction  est  développa- 


(  x  )  On  i&e  Ltwt  ofBt/lribM  and  Rf/raellM  afLI^I(Ciuàiridgt  Trame- 
lim,  TOI.  VII,  p.  S),  el  Du  iht  Pnptgiiilai  ^fU^I  im  triitMiitd  HoVa 
(id.,  p.  I96>. 
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ble  suivant  les  puissances  entières  1,9,  3, ...  de  ses  six 
variables,  ce  qn!  est  tout  gratuit,  ou  bien  te  qui  s'appuïc 
tacitement  (n'SST)  sur  le  principe  des  actions  à  distance 
qu'il  a  vonhi  éluder  comme  ne  conduisant  pas  au  but  où 
il  désirait  arriver,  Grcen  supprime  les  poissâmes  iroi- 

somme  des  valeurs,  pour  touUe  corps,  de  la  parlie  alTeelée 
des  premières  puissances,  doit  être  nulle  quand  on  part 
d'un  état  d'équilibre  naturel  ou  saus  pressions  a  niérieures. 

potentiel  y  se  réduit  ainsi  à  une  fonction  homogène 
du  second  degré  des  six  variables  g^. ;  fonc- 

tion k  viDgl  et  un  termes  (six  aireclés  des  carrés,  quinze 
des  produits  deux  à  deux),  et  par  consikjueut  à  vingt  et 
un  coefEcients,  qu'il  réduit,  au  reste,  par  le  raoyen  de 
raisonnemeuis  comme  ceux  des  n"*  271,  372,  373  cï- 
desius,  tris-BÎmptes  alors;  à  neuf,  i  trois,  A  deux,  sdoa 
qu'il  j  a  trois  plans  de  symétrie,  un  axe  de  symétrie,  ou 
isotropie  de  la  matiire.  Du  potentiel  ainsi  ctnuiitué  il 
tire  les  équations  indéfinies  de  l'équilibre,  elles  équa- 
tions définies  donnant  les  six  formules  de  composantes 
de  pressions. 

Cette  manière  de  l'illustre  pbysicien  anglais  est  large 
et  simple.  Mais  elle  s'appuie  sur  une  suite  d'hypothèses 
singulières,  et  en  tous  cas  bien  moins  justifiées  (jue  n'est 
la  loi  physique  des  actions  entre  molécntes  suivant  leurs 
lignes  de  jonction,  loi  qui,  de  toute  manière,  est  inévi- 
tablement invoquée  sans  qu'on  l'avoue,  et  dont  on  ne 
saurait  s'affranchir  sans  mettre  en  doute  toute  la  méca- 
nique, même  mathématique,  puisque  celle  science  attri- 
bue à  toute  force  un  point  d'application  où  elle  se  dirige, 
et,  nécessairement  aussi,  un  point  d'où  elle  émane,  vu 
la  réaction  qui  accompagne  toute  action.  Aussi  son  rai- 
sonnement ne  prouve  nullement  que  les  formules  do 
I.  46 
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l'élaslicilé  aîpnl  jamais  plus  dcquiii?^;  copffîcïcnlB  ïnâé~ 
pciidniils  les  nus  iÎps  autres,  nxxlrr.  Its  six  composantes 
(11-  jii  i'—iiMi-.  ,iiiirrii  ii[  i-s  :m\  tlf^focTiia I ions.  On  a  démon- 
tré nllli'Mi .  (  Mvun,u-i-  tlu  iG  niai-s  i863  déjà  cilé  A  une 

non:  (il  |-i,>n'rî:;iii,  ,:t  aussi,      (il»,  72  de  l'Ap- 

pendi.-f  \  .l.'s  Aulrs  <tc  îa  n^iinrll^-  i^dilioii  de  N.ivicr) 
qiiii  Ii's  (|iial'iiv.r  coiiiUliiiii-^  jiosi'i'.'.  jiar  (jii'i'ii  dans  sou 
second  M.'itu.!.!;  vuUv  1,-s  <;n,>llii  l,>nls  |.o-,:r  <],i  il  y  ail 
parall,;lis,nr  iir^  ill^ralions  anx  pl^u.s  <!-■-  , (tondi- 


être  mitiix  mDiin'fs,  dans  un  oiiviayt^  plus  récent  et 
estimé)  lie  finir  <[u'i'\]n  iincr  l'isoimpiSj  quî  exclut  pré- 
cisémenl  l:i  i-fi  ingciu'c  On  y  a  fait  voir  que  ce  paral- 
lélisme, snppnsé  par  Fi-L-siiel,  n'était  nnllcmeni  néces- 
siire  pourai  river,  mémo  exaelement,  à  la  surraced'onde 
quî  résume  la  partie  principale  et  la  mieux  confirmée 
de  ses  immonelles  découvertes;  que  l'on  obtenait  cette 
surface  en  posant,  entre  les  coefGrienu,  des  condilions 
moins  nombreuses  et  plus  générales,  laissant  subsister 
à  tel  degré  qu'on  veut  dam  les  cristaux  l'inégaliié  si  pro- 
bable et  l'on  [leut  dire  certaine  des  élasticités  directes 
(a„„,  a,,,,,  a„„)  siilvai.t  d.'nx  ou  uols  seus.  Or  cela 
consiste  h  revenii'  an\  i  t-suli^is  ifes  pieniiéres  reeliei-cbes 
de  Cauchy  piési'niées  en  i83o,  puisi[ue  ces  conditions, 
au  nombre  de  (jii.itie,  M>ni  celles  qu'il  a  indiquées,  et 
qui,  malgré  la  lomplii  aliuii  appazcnle  de  l'une  d'entre 
elles,  spnl  en  déliniiive  re  qu'il  y  a  de  plus  sim|ilc  cl  de 
plus  natuiel  ;  car,  ainsi  qu'on  l'a  égaleini  ni  nniritré,  elles 
ne  font  cjirespriiiier  une  certaine  disiiihniion  c//i/isoï- 
dale  des  élasticités  dii  ecles  en  tous  sens  aiiuiui-  de  chaque 
point,  t'est-à-dire,  à  cela  |nvs  de  (|iir]iiniés  iié^lif;caiiles. 
le  mode  di'  dii.iril>ulioii  qui  doit  aïoii  lien  dyns  li's  corps 
ou  les  milieux  élastiques  primîtivemeni  isotropes  qui  ont 
été  comprimés  inégalement  dans  trois  sens,  ce  qui  est 
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l'état  oà  tous  les  physiciens  admettent  que  su  trouve 
l'éther  lumineux  dans  l'intérieur  des  cristaux  biréfrin- 
gents (*).  C'est  ainsi  que  les  travaux  du  grand  analyste, 
mieux  étudiés  et  compris,  conduisent  à  expliquer  ralion- 
netlemenlles  faits,  et  à  confirmer  ce  qu'il  y  a  d'accep- 
table dans  la  ihéorlu  de  Frcsncl,  tout  va  la  rectifiant  ■ 
dans  les  points  évidemriicttt  diifeciucnx  ci  erronés;  et, 
sans  doute,  une  étude  suivie  et  approfondie  des  travaux 
de  ses  dernières  années  conduira,  sur  des  points  délicats 
et  peu  explorés,  à  des  explications  et  à  des  déconvertcs  A 
peine  prévues  aujourd'hui. 


taUiMtion  confuie,  tali  que  les  mél^mi  Ifr^è^  on  cnulii.,  Wi  pIcrrL-^  cl  les 
anlrCB  natàriaui  des  condrucliuni  cl  d»  machiner,  lur^quc  Jeurcanlci- 

COrpi,  tiali  c[u'Qr.  dil  n'»  13  h  16  du  Mcmuir^  tUà  ,ur  la  Dtilri. 
Snuon  dt!  éhuic^lfi  {JournnI  .1/.  Lioa^ilU.  avM  3  dreembre  iK63)el 
lu  n»  3  du  Hémolr.^  sur  \ei  divers  ni^nrei  d  h^iruoi^i'iiL'il.',  formule  (3) 
(Journil  de  il.  Lia-,:!!-,  tcplemlirc  et  ucLuljro  ,  ain.i  qu'au!  55  76 

«1  00  des  Appendices  a  IVdilioli  d^  Navicr  de  iSIji,  il  f.iiil,  on  cinploynnl 

les  formulei  de  pressions  (îï)  di  Tt\  d-dos,iis  a..  Clii),  ëcriro  3^, 

3—1  3  Y  à  lu  plate  do  a.  b,  e,  .-n  cini^ani  les  ooiciils  do  d'.  o',  f.  Les 

■noIocilIlttFM  {ll"383),  coromo  font  les  fonnuli.*  iUui^mres  d'iioLropiP  à 

pur  les  farniiiln  d'Itotiaple  itoia  i  un  seul  parnmÈim  ou  coefllcieni, 
e'Mt-ii-dira  pur  lea  runnulei  (33)  où  l'oa  fuit  o'i=s.  AuhI  je  penie  que 
ces  rormule*  do  dUlribullon  allipiaïdile  t  Iroli  piraini>liw  lonl  pnlique- 
ment  ImpotttnlM  al  demlmt  etn  ginénleineiit  ippliqufea. 
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Face  IX,  l^s  S,  «  Hea  A  da  ftinclioiu,  If  j»  dv  prtHioni. 

Ptge  iiTi,  llgiis  g,       lieu  Je  d'adjectlh  tubiUiuwir  ""i  d'aJjecliri 

l'nGP       lil!"-.  -(i,  de  l„rce  I",  /-jn  F  (A-  i.  W,)- 

l'H-e  -U,  JiO"»  '\  '■.  I".  P'  CJ%-  'î)- 

l'âge  39,  li|;nc  a8,  au  li,  iiir»  i6. 

Page  40,  ligna  5,  u  I/m  drfg.  ib,  tiui  Jig.  17. 

Page  5Sa,  ligna  17,  «  Ifw  de  fauraclion  Mu<ia  par  H  nr  O,  fJ»i  la 
fDrcviBoiMntricecainunDiqateparni  k  0. 

Pags  55i,  ligna  4,  «u  lim      qai  agUtor  O.  Kir*  qui  agit  an  O. 

Hème  page,  ligne  5,  cbacanc  da*  compotinla  «</(>-)  — <  etc.,  dnlt  étio 
pr«c«déedii  ligne 

Page  Sis,  lÎEijei  11  et  iG,  au  fica  <fc  cicrcéu  sur  le  point  0,  liui  txnv- 
G«eea  O. 

Page  553,  lic'ns  ifi,  cZ/'f»  ncceasairi^menl. 

Faga  554,  ligaa  detBière,  a  IkaJt  —  p,  fim  — p- 

Page  SS6,  ligne  4,  m  J&n  A  dn  corp»,  Iliei  dn  corpa  V. 

Faga  Sfig,  Itgna  3,      Ilea  dt  dS,  /'ici  di. 

Htmapage,  ligna  S,*a  Ucadc  r'dS^'-,  Ihez  ,'dtd}, 

Wna  p«ge,llgi»  li,M  im  de  dsj*-^  £/r,  ir.n  A  J^dr. 

Hème  page,  Hgiw  |3,  aa  ft«  da  dS,  »Hi  dj. 

Page  Mo,  ligne  B,      »«■  iidsj^  dr,  tUa  A  J*^  dr. 

Mtn.e  page,  ligna  9.  "  «r-  £^  d,.        ^  'S. 
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Pane         liBlIO      au  lieu  de  —  r'Ji,  liirâ  -i-r]dt. 

PsGe  iSi,  i3  et  ig,  au  lin,  dr,  droilo  OC,        droits  CO. 

HtniH  pD|;e,  lifina  38  cl      au  hro  de  itteK,  /iifi  1  npi», 

Poga  566,  ligne  iS,      /if b  if«  [U  — ajrfi,  iiKi  ( U  —  a ) dS, 

Pago  567,  lieue  i5,  lulica      U  direciion  JM,  iii»  dedSvett  dV. 

Pacc  57a,  iianej,  in  ii^icde  n»  5il),  541. 

PiGe  IlEoc  A  <"•  /<Vuc&i>iivemit|>ar1n  in«ine  nbon,  d'iei  comin 
il  ■  éli  déjii  prauTi. 

Page  578,  au  lituJ^{li-i„]dS,  liiez  {V~7a)niiS.' 

Mime  page,  ligne  i3,  au  lieu  de  11°  54U.  Ukc 

P*B<  ^701  l'E"'  '^1  de  V  =  a,  J/iFi  tl  =:  !>, 

Mime  poge,  lijjnei  36  et  ^7,  nu  fien  i(e  iDine  lotaloM,  (ueimUM  le 
Ulo  nulle. 

PtiBS  riSo,  liuncS,  au  lira  de  H  ~  u,  litttr  —  i. 

MCine  pduc  lignes     ii,  16,  ir),  pu  lira  de  a,  Ii'iei  v. 

Herse  page,  ligne  ].'>,  au  lifu  1^  u  nurait  doue,  Utet  II  iBNltdane. 

Mtniep>i;e,  ligues  '17  et  3o,  na  li.'u  lic  240,  liirdtt. 

Page        liRRC  lo,  au  /ira  d.- \\  titeiu. 

Mime  pa^e,  li|<ne  II,  nu  fir-u  de  H,  /'(CI  u 

Mémo  paco,  licne  1!,.  "u  //ru  rfe  541,  îi!. 

Même  page,  ligne  iG,  iu  liea  de  U,  IiVi  V. 

SBi,licqa  17,  aa  tirade  liiee  ^- 
Paje  SS^.  ligne  i^.  ai.  lieu  dé^,  ILeii^- 


M«n>. 


M(!n,.,.»gf,Iicn«,7,aB//ra<t(î,,-0{«-î)./<«^(l"-i)(î.~3). 
['aE0  3.ji,  linni»  lo.il  et  i3,  B<t  iien  ib  P.,  P,,P„/iirjiH<P„  it>I'„  R'P,. 
Page  jgi.  ligne  iH,  au  Ii>ii     r  cai    «Ini^i/ii,  finir  s»  Dain^df. 
Mâmepase,  ligne  i3,  anl/wikrsinB  rfi^,  l/ie>riinS<f^. 
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Paga  5g3,  lignai,  ma  BtuOe-^, 

Même  pigi,  llpiét  7,8,  i3,  iS,  ifl,  r;,  no  llta  de  iiBfa,da',  But 

Vtgt  5gt{,  lient  5,  ca  /lOidr  «om,  ilnii,  da,  Hiti  eotS,  i]nO,  ds. 

Hina  pige,  Kgoa  si,  »  Jfii  ib  n  —  m -i- 1 ,  Jii»  n  — m  —  1. 

Piga  6te,deniièralIgda,aaljraifïCi'u11.M>.  diy,  Iiiti  Crcllc,  |i.  199. 

Pige6i4>  ligne  I3|iii((>'r»dr  deux  ccnlrei,  litre  lUut  autres. 

Paga  GDg,  Ugnt  {1  an  remonllDl,  au  Hta  de  p  *,  ^ ,  Iltei 

Page  Tor,  avaot-damUra  ligna,  ou  liea  dt  ia03-i8(j4,  lu»  i863. 


PARIS.  —  UIPRIMBHIE  DE  GAUTHIER -VILLASS. 
ma  de  Saine-Saim-^crmiiiD,  10,  prèi  l'ioiliuit. 
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